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Heber  die  nautisehe  Aufgabe: 
JLms  den  gememenen  HLOtaen  smr^er 
Sterne,  deren  Rectascensionen  und 
DecUnationen  bekannt  sind  9  und  der 
SEwiseiienKeit  der  beiden  Beobaelitan^ 
g^en  die  Polliölie  und  die  Zeit  zu 

bestimnien. 

•  Vöti 

dem  Herausgeber. 

:     •     •  .  •  • 

*.  .      •  .  •  •  • 

•     

«     •  ,..'». 

$•  i- 

*  Eine  der  wlchtis^sten  Methoden,  zur  See  die  Polhöbe,  oder 
die  Breite,  und  die  Zeit  zu  bestimmen,  bietet  neeeii  der  AI  ige- 
jneinheit  ihrer  AnwMdmiff  mid  der  Lelchtiekelt  &r  ^zu8tellen  '> 
den  Beobachtmigeii  jedemNe  die  Aufgabe  dar; 

• 

Ans  den  gemessenen  Höhen  zweier  Sterne,  deren 
Rectascensionen  und  Deciinationen  bekannt  sind,  und 
der  Zwischenzeit  der  beiden  Ii e obacb tuDgen  die  Pol- 
hübe  und  die  Zeit  zu  bestimmen; 

•  •  •  . 

weshalb  auch  (tir  diese  Anfg&be  theils  direete  und  Tullig  geiMMe^ 
theils  indirecte  und  bloss  annähernde  AuflueengeB  in  nendich 
grosser  Anzahl  schon  gegeben  worden  sind. 

Ursprunglich  wurde  jedoch  diese  Aufgabe  nicht  in  der  obigen 

erweiterten  Gestalt,  sondern  in  der  folgenden  viel  eingeschränk- 
teren Gestalt  zur  Breiten-  und  ZeUbeatimmung  auf  der  See  in 
Vorschlag  gebracht: 

Theil  XIV  1 
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Ans  swei  tentessenen  HShen  eines  Sterne»  denen 
Position  auf  derSpbftre  bekannt  ist,  insbesondere  ans 
zwei  gemessenen  SonnenbOhen,  und  der  Zwischenzeit 
der  beiden  Beobacbtnogen  die  Polbdbe  nnd  die  Zeit 
an  bestimmen. 

Wer  diese  wichtige  Methode,  die  Breite  und  die  Zeit  zur 
See  zu  bestimmen,  zuerst  in  Vorschlag  gebracht  bat,  habe  icb 
mit  völliger  Bestimmtheit  nicht  (irmitteln  können,  und  muss  mich 
daher  begnügen,  was  zwei  geachtete  astronomische  und  nautische 
iScbriftsteller  hierüber  sagen,  ijn  Nacbstebeodea  anzuführen: 

In   der  Sammlnng  astro^ionilndier  Abhandlnngen, 

Beobachtungen  nnd  r^ach richten ,  herausgegeben  Ten 

J.  £.  Bode.    Erster  Supplement-ßanrd  zu  dessen  astro- 
nomischen Jahrbüchern.  Berlin.  1793.  S.  42.  sagt  v.  Zach 
in  ein^r  Note  zu  einer  Vtira  Peter  Nieuvv land  unter  dem  Titei:  j 
üeb-er  die  Methode  des  Herrn  Douwes,    aus  zweien 
ausser  dem  Mitta^skreis  beobachteten  Sonnenhöhen 
die  Breite  eines  Ortes  zu  finden,  veröffentlichten sehrguteAi  , 
Abliandiung  über  unser  Problem  über  dasselbe  Folgendes:  „Pei&t  I 
n^nhin  oder  NnnMs  nnd  lleh^pt  flnen«  ein  Magna  des  fia»!  i 
S¥«rth«Mbe|lnBd  nnd  ThomM  Barrien  vtvkMfttalir  i 
Freund,  nahen  meines  Wissens  diesQ  Aufgabe  zuerst  vorgetragen:  | 
erstener  in  seinem  Werke  De  Cr«fpnnii«lls*),  letntesar.ia  sei- 
nem Tractat  De  Globis  et  eorum  usu^   Lugduni.  8vo.  Von 
einem  gewissen  J o  h n  Chilmead  Mr.  of  A.  ol.C  brist- Church 
in  Oxon.  wurde  1659  eine  von  Joh.  Jsac.  Pontanus  mit  Au-  i 
•«rmerkuogen  versehene,  aber  verstümmelte  Ausgabe  in's  Englische 
übersetzt,  unter  dem  Titel:  A  iearned.Treutis e  of  Globes: 
both  coelestiali  and  terrestriall:  witb  their  seTeral 
uses,  written  first  in  latine  by  Mr.  Robert  Huea:  andj 
by  bim  so  pu blished  etc.  Lond.  8vo.    Daselbst  stehet  die; 
Aufeabe  auf  der  188sten  Seite  Cap.  VL  nnd  wird  ▼ermittelet  de«; 
Globus  aufgelöst*' 

Daj^egcn  spricht  sich  Don  Josef  de  Mendoza  y  Rios  inj 
der  Aboaudlung:  Recherches  sur  les  Principaux  Proble- 
men de  rA«tronemte  Nautiqne  (Phlloaophleal  Trann* 
actiona.  1797.  Part  I.  p.  4ft.)  auf  fol^^enda  Art  über  den  ersteig 
Erfinder  unserer  Aufgabe  in  Ihrer  olifMi  elnfMnohrankteren  Ge^ 
stalt  aus :  „Le  eelöbre  Pierre  N  u  n n  e  z  (ou  IV  o  n  i  u  s )  s'occupa 
beaucoup  des  moyens  de  determiner  la  latitude,  et  apre.s  avoij 
deniontre  ia  fausset^  des  regles  publiees  par  Pierre  A.p 
pian  (Cosmographia)  et  Jacob  Ziegler  (Comm  en  tari  u  n 
m  secunduni  iibrum  iNaturalis  Historiae  Plinii)  ii  dona 
diffärens  problemes  de  son  invention,  et  entre  eux  celui  qu'on  rd 
mtA  mr  4km  hautenm  et  Ymfc  d*hniiaon  «emnria  oar.lM  -^mmm 
ema  *  l'antin  (De  Arte  ntqne  Rnti«ne  V-nvIfmdL  157^ 


*)  Kach  nnticren  Angaben  «oll  sich  eine  Auflösung  mit  Hülfe  di 
Globus  von  Fctcr  Nonius  in  dessen  Buche:  De  Obaerv.  Ro||fi  !•  ' 
Jaetrom.  Geometr«  Lib.  II.  Cap.  XIV.  beffadea.        •>      .    .  i 
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—  De  Observ.  Regal,  et  Instruro.  Geometr.  etc.)  Je  n'ai 
]iks  pu  eclaifcir  celui  qni  le  preniier  substitiia  au  lieu  du  dernier 
«lement  i*arc  de  l'equat«ur  compris  entre  les  horaires,  ou  bieo 
rintervalle  de  tems  entre  les  observations ;  niais  on  trouve  cette 
Solution  enoDce  comiue  une  chose  connue  quoiaue  peu  utile  dans 
le  traite  De  Globis  et  eorum  Usu  par  Rooert  Hues.  (Je 
n'ai  jamais  vu  la  prcmiere  ädition  de  ce  livre;  celle«  que  je  con- 
nois,  outre  les  traductions  eii  Anglois  et  en  Fran^ois,  sont  une 
cum  Annott.  J.  Jsaaci  Pontani.  Amst.  1617.  et  une  autre 
Oxon.  1663.).  Le  procede  raentionne  par  Hu  es  exige  Tusage 
des  globes." 

Nach  diesen  Zeugnissen  scheint  also  in  der  That  der  vorher 
erwähnte  Robert  Hues  der  erste  Erlinder  unserer  Aufgabe  in 
ihrer  eingeschränkteren  Gestalt  zu  sein ,  obgleich  zu  wünschen 
wäre»  dass  in  den  Schriften  des  Nonius  selbst ,  deren  Einsicht 
mir  leider  nicht  zu  Gebote  steht,  genaue  Nachforschungen  ange- 
stellt würden,  mit  welcher  Aufgabe  derselbe  sich  eigentlich  l)e- 
scbäftigt  hat,  wozu  ich  daher  Leser,  denen  reichere  literarische 
HGlfsquellen  als  mir,  namentlich  in  der  älteren  astronon/ischen 
und  nautischen^  Literatur,  zugänglich  sind,  aufzufordern  mir  erlau- 
ben mochte,  zugleich  mit  der  Bitte,  dieselben  im  Archiv  der  Ma- 
thematik und  Physik  mitzutheilen. 

In  der  oben  gleich  im  Eingange  angegebenen  sehr  erweiter- 
ten Form  ist  aber  das  Problem  zuerst  behandelt  worden  von 
Gauss  in  dem  Programm:  Methodum  peculiarem  elevatio- 
nem  poli  determinandi  explicat  sim;ilque  praelectio- 
nes  suas  pr(>xirao  semestri  habendas  indicat  D.  Caro* 
lus  Fridericus  Gauss,  Astronomiae  P.P.  O.  Gottingae. 
1808.,  von  welchem  ein  ziemlich  ausführlicher  Auszug  sich  auch 
in  der  Monatlichen  Correspon  denz.  1809.  Februar. 
8.  134.  befindet. 

Es  ist  nun  keineswegs  meine  Absicht,  alle  bekannten  theils 
Völlig  genauen ,  theils  nur  annähernden  Auflösungen  unserer  Auf- 
gabe in  ihrer  eingeschränkteren  oder  erweiterten  Gestalt  von 
Douwes,  Gauss,  Mollweide,  Littrow,  Hazewinkei, 
Lobatto,  Caillet  (Vater),  Pagel  und  Andern  in  diesem  Auf- 
satze zusammenzustellen,  indem  man  darüber  in  den  meisten 
Liehrbuchern  der  8chifffahrtskundc ,  namentlich  in  dem  Hand- 
ha che  der  Schifffahrtskunde  von  C.  Rümcker.  Vierte 
Allflage.  Hamburg.  1844.  S.  141.  ff.  S.  193.  ff.,  in  dem  nur 
erst  ganz  neuerlich  erschienenen,  wegen  seiner  stren*^  wissen- 
schaftlichen Abfassung  und  Darstellung  sehr  zu  empfelilendeD 
Traite  elementaire  de  Navigation.  Par  V.  Caillet,  Exa- 
minateur  de  la  Marine.  Cours  de  l'<^cole  navale.  — 
Ire  annee  d'etudes.  T.  I.  Texte.  Brest.  1848.  p.  191.  T.  IL 
Tables.  Brest.  1846.,  auch  in  dem  Handbuche  der  prak 
tischen  -Seefahrtskunde  voA  Dr.  Eduard  Bobrik, 
Band  IL  Zürich  und  Hamburg.  1846.  S.  1477.  sehr  genü- 
gende Auskunft  findet.  Vielmehr  ist  es  meine  Absicht,  in  die- 
sem Aufsatze  ein  Paar  neue  analytische  Auflösungen  zu  geben, 
vorzüglich  aber  auch  eine,  wie  ich  glaube,  sehr  einfache  und  elegante 
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Con.s<ruction  unserer  Aufgabe  auf  analytischem  Wege  zu  ent- 
wickeln ,  die  ich  wenigstens  in  theoretischer  Rücksicht,  nament- 
lich auch  weil  sie  ganz  allgemein  für  die  Aufgabe  in  ihrer  erwei- 
terten (ilestalt  gilt,  für  sehr  bemerkenswerth  und  interessant  halte. 
J>as  Weitere  über  diese  Construction ,  namentlich  auch  was  das 
Historische  und  Ijiterarische  betrifft,   wird  späterhin  vorkommen. 


§•  2. 

Die  bekannten  Rectascensionen  und  Declinationcn  der  beiden 
beobachteten  Sterne  wollen  wir  durch  a,  a'  und  d,  d',  die  beiden 
gemessenen,  wegen  der  Strahlenbrechung  und,  wo  es  nötbig  ist, 
auch  wegen  der  rarallaxe  auf  bekannte  \Veise  gehörig  verbesser- 
ten Höhen  derselben  durch  A,  h'  bezeichnen;  ferner  seien  /,  t' 
die  gleichzeitig  beobachteten  in  Stunden  ausgedrückten  Zeiten 
der  Uhr,  und  w,  o)'  seien  die  entsprechenden  Stundenwinkel. 
Nehmen  wir  nun  zuerst  an,  dass  die  Uhr  genau  nach  Sternzeit 
gehe,  bei  der  Sonne  nach  mittlerer  Sonnenzeit,  so  ist,  wie  durch 
eine  einfache  Betrachtung,  wenn  man  nur  gehörig  erwagt,  wie 
in  der  Astronomie  die  Stundenwinkel  und  geraden  Aufsteigungen 
genommen  zu  werden  pflegen,  sogleich  erhellen  wird: 

ca  =  15/— a  oder  «  =  15/ -  a  + 

jenachdem 

15<-a^0  oder  15<— tt<0, 

d.  h.  jenachdem  15f — a  positiv  oder  negativ  ist;  un<l  ganz  ebenso 
fi)'  =  15r— oder  w'=  15<'- a'H  300", 

jenachdem 

15/'— oder  15t'~a'<0, 

d.  h.  jenachdem  15/' — a'  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Rectascen- 
sionen a,  a'  müssen  hierbei,  da  /,  i'  in  Stunden  ausgedrückt  an- 
genommen worden  sind,  in  Graden  ausgedrückt  sein,  und  die 
Stundenwinkel  w,  w'  sind  dann  natürlich  auch  in  Graden  ausge- 
drückt.   Folglich  ist  entweder 

fö  —  w'  --3  15  (/—/')  —  (a— a') , 

oder 

u)-  &)'=  15(/— /')  -  (ö— cO  -  3G0O, 

oder 

«  -  w'  =  15(/-  /')  -  («  -  aO  +  360« ; 
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nad  «etseo  wir  AÜta  allgemein 

1)    6r=:]5(|-f)^(«— ^ 

wo  die  (jlrusse  6  aus  den  beobachteten  Zeiten  der  Uhr  und  den 
bekannten  Rectascensionen  der  beiden  beobachteten  Sterne  immer 
leicht  berechoet  werden  kana,  und  daher  eine  bekaoote  Grüßsß 
iit;  HO  iat 

•  *.«••■• 

■ 

wt 

■   •    t     •  . 
k=^0,  oder  A=— 1,  oder  l=i^l  " 

ht  Also  ist,  wie  leicht  mittelst  der  bekannten  gouiomctrijicheu 
Formeln  erhellet,  in  völliger  Allgemeinheit: 

3)   cos(o}— o>')=cos6>>  sin  (w— (ö'J=sind,  ' 

ßisher  ist  der  Einfachheit  wegen  angenommen  worden,  das<s 
die  bei  den  Beobachtungen  gebrauchte  Ünr  genau  nach  Steriizeit 
gdie,  wofür  bei  der  öoune  immer  mittlere  Sonnenzeit  zu  ^setzen 
Igt  Weil  aber  Tennoee  der  Gleichung  1)  die  Grösse  6,  um  deren 
Iktliimimng  e«  sieh  lier  sunSdiet  handelt»  bloM  ymi  der  Diffe* 
I—  t  der  beiden  beobachtetmi  Zelten  abbiegt v  so.  tat  kb»» 
das»  es  hier  gar  nicht  auf  den  sogenannten  Stand,  sondern  nur 
au/ den  sogenannten  täglichen  Gang  der  Ubr' ankommt;  und 
geht  also  oie  Uhr  nicht  ^euau  nach  Sternzeit,  so  muss  man  we- 
Hiltens  ihren  täglichen  Gang  aus  anderweitigen  Beobachtungen 
genau  kennen,  um  danach  die  erforderlichen  Correctionen  vorneh- 
men zu  können.    Unter  dem  täglichen  Gange  einer  Uhr  versteht 
man  aber  befcaantlich  das  Zeitintenrall ,  welches  die  Uhr  in  einem 
Ta^e  mehr  oder  weniger  als  24  Stunden  weist,  bdem  man  an- 
rletcb  dieMs  Zeitintenrall  Am  ersten  Falle,  wenn  nfimlicb  ,die 
Ubr  ba  einem  Tage  mehr  als  24  Standen  weiset,  d«  b.  veiellet 
oder  accelerirt,  sls  positiv,  im  zweiten  Fidle  dagegeo,  wehn  näm- 
lich die  Uhr  in  einem  Tage  weniger  sIs  24  Stunden  weiset,  d.  h. 
nachbleibt  oder  retardirt,  als  negativ  betrachtet.    Bezeichnen  wir 
also  mit  Rücksicht  hierauf  den  aus  anderweitigen  Beobachtungen 
genau  bekannten  täglichen  Gang  der  bei  unseren  jetzigen  Beobach- 
tooeen  gebrauchten  Uhr  gegen  Stemzeit  oder  bei  der  Sonne  gegen 
wMtmm  SaoDMtH  doreb  6,  da«  dem  ans  den  beobachteten  2ei- 
U  if  abgeleiteten  Zeitintenrall«         entspreebende »  in'wlik- 
Uer  Stocimeit  oder  bei  der  Sonne  in  wirklicher  mittlerer  San- 
inzeU  ausgedruckte  wahre  ZeitutervaU  aber  durch  .v^i^';.  ao, 
kkm  wir  offenbar  die  Proportion  >• ..  i  i  .  i  »t 

24:  v-f"  =24-1-6: 

vtbei  immer  alle  Zeiten  in  Stunden  aosgedrüekt  angenommen 
«mdea^  niid  es  ist  also  nach  dieser  Proportion: 
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1+24 

«Lsio  -öÄ  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist: 

M  I  ii .  . . 

aUo  DäheruQgiiw^ise : 

Geht  demnach  die  bei  den  BeobachtungOD  gebrauchte  Uhr  nicht 
genaa  nach  Stemzeit.  oder  mittlerer  Sonnenzeit»  iet  Bker,  wiehler 

,  irerausgesetzt  werden  miiss,  der  tägliche  Ganc^  ans  anden^'eitigen 
Beobachtungen  ^renau  bekannt,  fio  nniss  mau  mittelst  der  obigen 
Formeln  r—r'  berechnen ,  und  dieses  r — statt  t — <'  io  den  Aus- 
druck 1)  von  6  einführen ,  wodurch  sich 

ector  iKdIUg  eetwMMli 


oder»  wem  ^  eio  eel»'  kkewet  Bnidi.irt, 


24 

9)  6t=ißii-^+(~y^(~y+..Kt^#').^i^ 

^der  nfiheniageireise 

erglebt  "        v  \*  ' 

Macfcdem  man  die  Grosse  0  Qadk  der  ▼orhcrgcbenden  Attle' 
tong  genau  berechnet  hat,  kann  man  nun  zu  der  Auflösung^ 
rer  Aufgabe  selbst  schreiten»  wie  jetat  in  den  folgenden  Fa 
phen  gezeigt  werden  aolL 
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fieierehnen  wir  die  Polhuhe  des  Beobachtutigsol-U ,  deren 
Mumm  der  nlcbste  und  hauptsächlichste  Zweck  unserer 
ivkabe  m,  durch  ip,  so  habtn  wir  omIi  dtn-  Lehna  diB»  «fhii» 


kbeii  AstroDomie  bekanntlich  die  beiden  folgenden  gaas  ailge- 
nngüt;g|n  §iei«hangen: 


l6in*«B 


■ind'ein^-l-coeo'ceed'coe^ ; 

•      *  .      •  •/  •  •       .  ;. 

ndnhnien  wir  afee  n>  diesen' beiden  CMchunsen  neeh  jäk 
ienT«fhjBigehenien  Piwegrapben  bebnnnie  €Mebnnir 


wo  jl=:0,  _  ] ,  -f  l ;  oder  statt  demelliea  eine  der  iteideo  gaus 
%aein  gOitigeo  Gleichungen  . 

13)  cos(o)— fi/)sseosd,  sio((o^fl>O=sin0; 

Mkben       oWnßMt  swiiicheo  den  drei  unbekannten  Grossen  q>, 
i  <^i^,  drei  ausser  diesen  unbekannten  Grössen  nur  bekannte  Gros- 
Mn^baltende  Gleichunpfen ,   mittelst  welcher  sich  also  die  drei 
iBfiede  stehenden  unbekannten  Grössen  bestimmen  lassen  mus- 
^,  weshalb  es  jetzt  bloss  auf  die  Auflösung  dieser  drei  Ulei- 
iiutgeQ  ankommen  wird ,  was  auf  verschiedene  Arten  möglich  ist, 
denen  wir  einige  in  den  folgenden  Pacagrapben  kennen  ler- 
n  iperden« 


i  Ziemt  weilen  wbr  auf  vOll^  direde  Welae  diePoihObe  q>  nn- 
iiKelbar  aus  dc^i  durch  die  fieohaehtnngen  gegelienen  Stacken 
<  kmärnamm-  anehen.' 

Weil  nach  dler.  er«dtea  der  lyeiden  Gieicfaungeo  13) 
cee^agcoeiaeaa»'  •faMMaaine»' 

« 

HMch  dM  Gleichungen  II) 

mnk'^Bmdamtp  •  einA' —  aind'ein« 

ceedceay"'  ""*"="-^5i^^ 

80  mfcftlt  man  mr  Bestfanmung  von  g>  unmittdbar  die  bioae 
^4i«ee  miMauinte  Gritae  enthaltende  Gleichung 


L  _- 
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C08d608^008^89)«-(9ilä^indllltt4(^ 


.   ,  .  ( ! » 

Wenn  man  nun  anf  beiden  Seiten  dieser  (ileichun«;  (juadrlrt, 
aafhebt,  was  sich  aulheljcn  liisst,  dann  dieselbe  durch  cosqo-^ 
dividirt,  was  wenigstens  unter  der.  VorausseUiiug,  dass,  nicht 
9s90^  ist,  jedenraH*  n^lattet  ist!  äo  erhftit  niao  nach  einigen 
sanz  leichten  Tiwfowjlgftffyk^  ^jH^^  f(yiHpnfniiig  von  9» 
Gieiebwig:  , 

44)  0=  coed^cofld'^siDO'cos^^i^vnnd'i*  ::';  M  ':)]!^.!  m^ina^llr. 

■  ^   'i  ' 

— cosd^Tsin/«'— sin^'sinqp)* 

"   '  ' '  ■      ♦  * .' 

— cosd'^(sin/i  —  sindsingp)^ 

oder  nach  geliöri^or  Entwtckelung , .  wenn  niAjM.*.#Hgi9icl|»i>^<»P9^i 
durch  sin^^  ausdrückt:  v'  '  ' 

16)    0=  cos(5^sin^'«       •    '  '  i''-'  •  'Jdh  00% 

— &ee^co8d'8iDMnA'co8d 

4-cd6d'*8indsiD/l  f  . 

—  sinöcosdcosÄ'sinÄ'cosö  ^^^^ 
— sind'cosd  cosd'  ainh  cosd 

l  +  cosd'asind«  ^ 
+    ifca8d«co8d'*8iuö*  '-Hii^ 

Das  von  singo  uDabhängige  Glied  dieser  Gleichung  ist: 

*  •       »  . 
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4-cosö^co.sö'2cosÖ*  ,( 
coad«iiiA'(co8^«ind'— sindcosd'cos^) 


Der  GiwlBHBnt.««o  fiM^  iil^iliiieb 


••  IM 


8111(Pl^lD0'> 


>i  il 


^  -f-cosö^sinö'* 

•         •      .  • 

-faind^cosd'^      .  ... 
•  f.         ^    •  . 

•  ■  I 

.  '  —  2siDÖcos5sinö'cosd'cos6      '  ' 

—  (sinAiind'-f  Gosdeoad'cosd)* 

.  .Vf  f  =1— (slnislntf'+cosdcos^'cosö)*. 

Folglich  ist  unsere  obige  quadratische  Gleichuug: 

16)    Osp— (cosd«-sinA2)(cosd'2— sinÄ'«)  .       :  t:  w  «.....•» 

-|-  («idA  sIoA'  —  coad  cosd'  coftd)^ 

.    cos^sinA' (cosdsind' — sindcosd'cosö)  i       '  * 
^  i  +  cosd'  fiinA  («ind  cofid' — cosd  siad' eo8^)f  -^^^^  •  • 


•«   .  ; '  Iii 


Nimmt  man  mit  dieser  Gleichung  die  gewöhnliche  Verwand- 
lung der  quadratificben  Gleichungen  vax,  so  Wiid  dieselbe: 


Ii 
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^        1  —  (sind  sind''  +  cohÖ  co^'  cosÖ)*  J 
(cosd^— sinA^(cosd^*— sin)^^-— («iii//sinA^ — cogip—yciMi^y 

(   cosd  sin/*'  (cosdsmi^  —  sind  cosi^cosfl)  \  * 


_i_      cosd^sinA  (sindcosd^  ~  cosdsind^  cos^) \ 

Der  Zfthler  des  Bruchs,  in  welchen  sich  die  heiden  Glieder 
auf  der  rechten  Seite  des  GleichhaitBaieieheiis '  ii 
zusammopziehen  lassen,  ist: 

(cosd^  ~  sin/**)  Ccosd' ^ 

+  (sin//si[i/(  —  cosf5c()S(5'cosO)*^(8indsind'-|-CQsdcosd'cos6)^ 
+  cosd'^sin/4'2(cosdsind' — >  sindcosfVcosöj' 
•f  co0a'%uiA^(«Ddeo«d'— coia8ind'cos<9)« 


Entwickelt  man  nun  In  diesem  Zfihler  das  Glied,  welches 
amk  und  eioA'  gar  nicht  entbltit»  ferner  jedes  der  Glieder,  welche 

enthalten,  für  sich»  so  findet  mwi  niHielst  einiger  leichten  eonlo» 
metrischen  Transformationen,  deren  AusRfhrun^  füglich  dem  Leser 
fiberlassen  bleiben  kann«  dass  sich  dieser  Zähler  auf  die  f^Ofut 

„     _^  .  ^  jl  — (sindsind' -fcosdcosd'cosö)* — sinÄ*^ — sinÄ'*j 
ceed'coitf'sinö»  j     +2shiA8inÄ'(sindsiüd' + cosdcos^cos^)      *  • 

bringen  iSsst 

I     •     .  .  •••• 
Aleo  ist  nafih  .;dßm  Obigen    . „  ,  ;  \  - 

17)   {1— (sindsind' -fco«dcosd*^e*fcrt>)*|sin(3[)  • 
'  =   cosdsinA'(cosdsind' — sindcosd'cos^) 

.'4'€Pftf'siQA0Binoco«$'7:7€OS^isd'cos9  /  , 

j.j*AaA     A'  *  ä4/  l"~(8"*^*'"*^'+^'08dcosd'cosÖ)*^— sinÄ*— sinÄ'* 

▼         2Bin/töiuA'(sindsiud' -f  cosdcosd'cos6) 
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wodurch  sin^  ToUsttadiff  caiwmaJl  dareh  dte  oDinlttelbar  dnfch 
die  BeobachtaogeiL  gtg^beaeii  Grussea  anggedrflckt  ist 

Zugleich  siebt  man  hieraus,  dass  sing?,  uud  folglich  auch 
welches  übrigens  immer  positiv  und  nicht  grosser  als  90^  ist,  im 
Allgemeioeo  zwei  Wertbe  bat,  und  dass  aUo  bei.  der  Anweu- 
dong  dieser  HetlM»de  snr  Bestimmung  d4nr  PeU6lie'  in  Alteemelnen 
eine  vorlSofige  genftherto  KenetDiss  derselben  erforderttcb  ist 

Um  den  vorher  fiir  s\n<p  gefundenen  Ausdruck  zur  logarith- 
mischen Rechnung  bequemer  eiozurichteo i  wollen  wir,-  waa  be- 
kaootiich  immer  verstattet  ist: 

6in|=:cosd  sind'  —  sindcosd'  cobS 

sin|'=;siiift€M^^ettsdsiol'eoe6 

as:Siiiid(Q05d'— fiind'eotdcosd),  , 

rintssindslnl'  -f  oos^tesd'ees^ 

=sind  (sind'  -f  cosö'cotdcosÖ) 
ssind'  (sind  4-  CQsdco|d'cos6!) 


•  Kl 


eetsen;  und  setzen  wir  dann  ferner 

18)   cotx=cotdcos6»  cot}L'=cotd'coBd; 


IM  Isl 


19) 


oder  ancb 


sind-siD(;(--d)  MMOnff^ 

— aüü — - — ^  ' 


— ^s? — •  — iSSi 


mittelst  weicher  Formeln  die  Hülfswinkel      35',  1  ohne  allo 

Schwierigkeit  berechnet  werden  können.  Zu  bemerken  hat  man 
jedoch,  aass  man,  was  aus  dem  Vorhergehenden  und  dem  Nach- 
folgenden soeleich  erhellet,  gar  nicht  nothig  hat,  die  Winkel 
^  selbst  sn  kenneDy  loden  mso  jUMs  sio$,  sio^'  m  berechnen 
und  die  Winkel  |,  |'  selbst  gar  idcht  iMimmebeD  biancht»  was 
nattfrlich  die  RedionDg  erleicfilert 

Fahrt  man  aber  die  Hfilfiminkel  i  in  die  Gleichung  17) 
ein,  so  wird  dieselbe: 
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Nach  einem  hekui^t^^  [g/tvim^^ 

also  ^  -        •    •  • 

l--siDi&3<^^hA('S-8io»>-^28liiAsiiiA'sm» 

+  2cos(yOo-/*)cos(i900-ÄOco8(900— 0 
Xaliij(W>-A+A'-t) 

Setien  wir  aber  *     .  «  - 

80  ist  J   •   •   *  .    :  :  •    '  - 

•  .      .  ■    •  •  •  •  •  •  .  •  ■       .  •      !*  •':•*:! 
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s=  Mut  sfai  («^A<-AO  «io  (f~AH)siB(t— A'*t) , 

■ 

«ad  folglich  nacb^l): 

23)  cosi^sin^) 

Ea  werdoD  fr8inclkinX)bigkii''A8t  «fl«  Winkel  darcb  ihn 

Sinus  bestimmt,  was  bekanntlich  nicht  immer  mit  der  erforderll' 
eben  Genauigkeit  möglich  ist.  Sollte  aber  die  Bestimtemig -Vleft 
Miebigeo  Winkele  ^  mittelet  einer  der  beiden  Gleicliinigen 

ein^sil  oder  eoa/ti=sA 

■ieht  mit  der  erforderlichen  Schärfe  muglicb  seto«  -'00  ktaatllto 
MS  bloee  den  UOlfewinkel  i  mittelst  der  Formel 

taogi  =:A 

9  berechnen,  wae  kmm  aHI  dtricArfMeriidben  Scbftrfe  muglich 
lä,  und  hStte  dann 

I  —  Sinti     1— tfOg(90Q— 7y)     1  -  tangS 

taog  l  n)^ =ting(45O-0 ,  tang  (45»- 1  ii)  =:\^tBDg(45O-.05 

oder 

1  — cosiy  1 — tangt 

1  -^coa1!} "  T+täng£' 

taagj-4»:;rtaBg^-«-|),  teng^  ^  4^^(454- {); 

darcb  weldie  Methode  innuer  eine  v5Uig  genaue  Berechnung  des 
Winfcela     mSglich  g^auu:ht  wird. 


.        6.  5.  .  ' 

Wenn  man  einen  und  denselben  Stern  zwei  Mal  beobachtet 
hat,  so  ist»  n'enn  ^dieser  Stern  ein  Fixstern  ist  oder  wenigstens 
«haH»  merklichen  Fehler  als  ein  Fizatern  betrachtet  werden  kann, 
im  Obige»  asro'»  dsd*  an  aetaen,«  alae  ntMb  I)  b>:ditlNMi' FaHe 
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34)  d=15(*-f), 

oder,  wenn  der  (Sang  der  ÜW  Bicht  .iieaaii  iittrichtifft  ist,  nach 

8),  9),  10):  .         ....        V  . 

oder,^  wenn  2^  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist: 

•.=4?u-Ä+O-(^;)'+-K<-.0. 

«...        '      f  » 

o4?r  D5|i«^inig«weuf9: 

27)  6=15(l-^)(i-<'), 

so  dass  man  also  in  diesem  Falle  die  Rectascension  des  beobach- 
teten Steras  gar  nickt  zu  kennen  braucht. 

Ferner  hat  man  nach  17)  zur  Bestimmiing  tob  sIb^  die  fol* 
gende  Gieichung: 

....     28)  (Sind2-|-co8inoo86)2i8in97> 

.    4/  1— (siod^  +  cosd^cösd)*— Än*^— «inÄ* 
±  cosö  sme^^       +28liiÄ8inÄ'(8ind«+co8««c«Ö)  * 

Setzt  man  non  ähnlich  wie  vorher 

ainisssind'  -|-  cosd%MM6  > 

so  ist 


aUo 


t — aiui=:i2sin(450--  ^f)<=:2eosd2sin 


siD(450-.it)*=:  co8d>siD^^, 


und  man  wird  daher  den  HfillswinlLel  i  unmer  ans  der  Gleiehmig 

29)  sln(46o- 5  O  — coedshi j6 

•       ,•  ■  • 

«n  fieatimmen  haben,  was  nie  der  geringsten  Schwierigkeit  nnter- 
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liegt.  Wifd  fetner  eben  so  wie  im  Torhergehenden  Paragraphen 
anä  jetst  wieder 

30)  21=900 -f-^+A'-l-^ 
gesetzt ,  so  ist  '  ^  « 

31)  cost'sin^ 

=548iDdco8d*8in ^  6?  sii^.^  (h-^-  k*)  cos  ^  (A— A") 

i:2co8d*siDÖ    9uusiD(<— AOsm(< — A— j)»in(i— A'— t). 
Weif  sber 


cosi=sin  (90^-0 =2sin(45«       Ocos  (45«— J-t), 


also  Dach 


cosj^s  4cosd>sio  j  O^cos  (45<>  —  t)^ 


ist,  so  ist  auch 

32)  cos(450  —  i  »')Selii9> 

;  =  sind  sin  ^  (A+AOoos  |-  (A  —  A') 

db  cot  g-  Ö  V  sin«  sio(i^A— A')sin(j— A— i)  8ln(«— A'— i> . 
Setst  taan,  was  uMicr  verspättet  ist: 


3^  < 


so  ist 


also 

1 


isiott^sindsin^  6sIb  ^  (A-fA^cos  ^  (A— A') , 

'sine-sr  cos  g-  B  V  siiM8in(Ä— A-^')sin(«— 2)sin(j^A'-^ » 


I  1 
slng'^^eosCiß'^  —  ^iy^ntp^aknuizf^fnvt 


2sin  y  ^i:  e)cos  5-  (m  ^) 
34)  sin9P=  3  i — -  • 

«ii^dcos(450- 2*'^* 
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•  » 

Wenn  man  die  PolhShe  g>  gefunden  bnt»  en  erhUt  man  dit 
Stondenwinkei  o>     nuttelat  der  am  11)  llieeeenden  Formeln':  * 


.coai» 


s'inh —  sind  61119 


cosdcos9 
.    sin*'— eind' ain»  j 

Ana  diesen  Femeln  erglebt  aicb  aber: 

2  am  5-  co'^l^eoao'^ —     J  ; 

alae  naeh  einer  bekannten  Zerlegung: 

-  l  I 
j         ain  { ^  (W*-9>)  |  cos  1 45»—  ^  (ö-h^q))] 

2  coadcoa^  * 

j          aln  1 450-  ^  (5'+Ä'-9))  I  cos  {4Ö0  -  ^  (d^— Ä*-  9) 
sin  j   :  jjjg—^  ^  5 

folglicb*  well  1»  und  ^m'  immer  swMien  4^  nitfi  180»  Hegen: 


98) 


Auch  ist 


dn;r(0=s\/  ^   '   =:  •  " 

£  *  COSOCO89  * 

1  /  sln{450-.y(d'+A'-^))oe8MÖ^»-4(*'--A'l^^ 
ains^o'^V   '  A/  


2eos  5- i[i*)ss  l-l-eeewes—  /  , 

o     ^  /«     1  •       ,  coä(d'+9)+alnA. 

2GOa2  0»^=  l-i-COSCI»'  =  ^y^ggy  » 
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lim  ntirh  rinnr  ihrirmntrnii?tcriiffliigl'  *  .      •  'M''>  / 


) 


,  .  /  8in|450--^(d'-Ä'+qp)}cosl45O-|-(d'+A:+<p^ 

«m  nra  die  obern  oder  untern  ZelelieD  nimmt,  jenachdem  m, 
i^uHmUb  •  \iiiB  iiO<».tedbrtiMlwlMi  ifiO^ivba  «MF  Hmü»  d.  lk 
ieoaebdem  die  Sterne  auf  der  yFestliclie»'«Aar  S^tfibfaeiioeile  das 

Mians  beobachtet  worden  sind,  was  also  aus  den  besonderen 
\^ii\ioden  der  ßeobachtunc^en  in  jedem  einzelnen  Falle  entschie- 
(/eo  «erden  inuss,  wozu  mau  bei  wirklichen  Anwendlmgen  gewiss 
aad  iauner  binreichende  Data  haben  wird.  , 

ftus  man,  weftn  ,]rivi9  ^(lie/^yt||||den winket ~ kennt  anch  den 
Stand  der  Uhr  bestimmen  kann  ,  weiss  Jeder  aus  den  Elementen 
^er  Astronomie»,  ^         dieikiiHf|liM«itU  «fiiitei:  lefttnUct.  M 


*  .*  ..Ikj.  7-i  '  •    1:11  .«.:>.•    .1  :.  % 


!  Bevor  wir  zu  einer  anderen  Auflnsung  unserer  Aufgabe  über- 
PtOi  trollen  wir  zuerst  die  UihstUndc  untersuchen,  unter  denen 
^  IMechtiHUEen  aip  Torthe.Uhaftesten..  d.  b.  mit  der  meisten 
sflttt  aof  llfmic^^^  Genauigkeit  dnJSbbSrtö^aer  aus  den- 
^  abBaMlendeB  lUsvItate»  angestellt  werden«  I , 


Die  Grundlage  fBr  4j|a  ^flfisoiYgH iiiMi^r  Aufgabe  bilden  di 
.^GleicbaDgen:  .  . 


•-•'=«+».360»  , 


iM  ssj^lnd  singt -|- eosfcosi»< 
^  lie  Grossen  als  «tiig  fehletfrei  angenommen  werden.  Ml»> 
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IS 

men  wir  aber  die  ReetMceneienM.  rind  PwliiiHnwii *  di^MUb* 


tive  darch  dA,  dA\  dB,  d^^ßs^li^  89;  00  sind  die  rictttigen  Glei- 
cliungen : 


'  sin  (A-f  dA)=8ind8iD(9-f  •fi:oedcos(io4-d»)co8(9-|-d9>>'» 

siD(A'+aÄ')=sind'siD(9+a9)+cosö'cos(w'+ö(öOco8(9+a9>);  '* 

aus  ^neD,  in  Verbindung  mit  den  drei  obigen  Gleidiungen,  nach 
dite'  itegfelni  der  DifferentialreGlinimg  sich  die  <Ue|  folg^e^dj^D  |6lei« 
diuDgeo  ergeben:  T^i^.o-:..«'.(  )  ^  .  ' 

ewk'dh* = (sind'cee^— coed'coefl/eio^)^^— cosd'  sino'coeyw  • 
Aus  diesen  drei  CleichaogeBL'eiliiitifidia&'tidrdiitiMiii^^ 

_ («'w4<i(>sy--c<)Sfk'08(aKin(p)8y— -cosAgA .  i:    ,  .i^.a  j 
r»o,  .'  cosd  sifiGO  CO89  '     '   "  o»? 

(sind^cosy — cos^^cos  o^sin  g))a<]p— cosA^aA^ 
cos^'sint(}'cbS9> 


Beseicbnen  wir  nun  die  Azimuthe  der  beiden  beobacbteten  Sterne 
oder  des  einen  zwei  Mal  beobachteten  Sterns,  indenl'^^r 'dieHet- 
ben  Ton  Sfiden  an  durch  Westen  hindurch  von  0  bis  360®  sAlen. 
durch  id,  0*i  so  haben  wir  nacb  bekannten  Formeln  der  sphäri- 
schen Astronomie  (Archiv.  TliL  Ylll.  8.  90.)  die  folgenden  €Uei- 
chuogen:.  -^^ 


••••••    •  'CM^sfaiivsit^esAM^,  •  ^^'ü-'^n;'.  '.»•• . 

coso'sino'scosA'sinCi)' ; 


•bo  ist  nach  dem  Obigen 


1 1 


^        C08(dBq>  +  aA     coscj^ay  -|-  Bkf 

-."^^  flin&coB^  ^  ~iflnö^d5ijr~ 

gder    I  I   ;  2.  <  *      '*  1 

*  *  I 

•  J  •      I  •  >• 
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a)ia>  Ii  »««Jjh  i«   ii'il  ■;:  /  .•     .*      .1«;      Ii      '  .    •    •  •* 

FinMr  ist  nach  dem  Obigen,  wie  man  ieiciit  findets 

vt,/    ...  ..  . .  9AVrfiP8Sl39^jdng<eoi^|8»'  \-     Lo*#  n** 

fi^llfik,  ww*|i^'*ä^  oliJg|Wi»5*^er4li  von.  flfr- einfi|hrft;  f,.i"^ 

cwo'     ^,  cos  5  .  sinöcasö'  ,       ^-  -  ^ 

•        *       ».  •  .  8  •  *  • 

*• 

39) 


'  C0S6)'       ^,  .  cosö  cosusiiKd' 


i^u.  cos 5^       g»i  i  cos  6»  ;     8111(3  cos (5'  '2^  ' 

Aus  den  Formeln  38)  und  39),  namentlich  aber  zunächst  aus 
^cr  Formel  38)  in  Betreff  der  Poihuhe,  sieht  man,  dass  man  die 
ßeobachtuDgen  jederzeit  so  anstellen  luuss,  dass  nicht  nahe 
siQ(o— üO^sO,  sondern  dass  VielAiehr  möglichst  nahe  sin(c3— o') 
^ii  ist,  d.  daM  der  abaolate  Werth  der  Differeoa  der  Ail^; 
aothe  der  beiden  l>eebachteten  Sterne  oder  des  einen  awei  Mal 
Wibachteten  Sterns  möglichst  nahe.  Wfj.pder  27fK)  ist.  Dies  vor- 
ttsgesetzt,  erhellet  zugleich  ferner  aus  den  Gleichungen  39)  in 
^eff  der  Stuodenwinfeel,  dass  auf  dieselben  die  Fehler  in  den 
^essenea  Hohen  einen  desto  geringeren  Einfluss  ausüben ,  ie 
cos9>  =  l>  dv  h.  je  kleiner  aie  Polhuhe  ist;  unter  einer  senr 
ftTßssen  Polhohe,  wo  nahe  cosa>  =  0  ist,  Icann  der  Einfiuss  der 
'«bler  in  den  gemessenen  HOlien  auf  die  StnadenwinlLel  aelir.^ 

Ueberhatifrt  ^hat  man  sföli  die  praktische  Reael  zu  mer- 
}  ^  irekli«       «bie  llipptngd  für  die  eifolgreicbe  Anwendnng 
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unserer  Aufgabe  tat  Bestimmung  der  Polhohe  oder  der  Breite  zu 
betrachten  ist,  dass  man  bei  den  Beobachtungen  die  Umstände 
mit  aller  nur  möglichen  Sorgfalt  so  wählen  muss»  dass  der  ahso-^ 
lute  Werth  der  Azimuthe  der  beideo  beobacbtttm  Stme  oder 
des  eineD  swel  Mal  beohacfateten  Stern«  mOgliduit  nebe  W  ^ 
beträgt 


Wfar  wollen  jetzt  unsere  Aufgabe  auf  eine  andere  Art  wie 
Torher  an&ulliaen  eucben»  und  setzen  sn  dem  Ende 


indem  wir  zugleich  bemerken,  daee  B  vermöge  der  Gleichungen 
1)  und  2)  eine  bekannte  GrOsse  ist«  und  daher  die  beiden  Stnn- 
denwinkel  m,  gefonden*  sein  werden,  wenn  man  A  zu  finden 
im  Stande  ist. 

Setzen  wir  nun  ferner 


40)   e=i«-TCo',  £tss:t»-f 


41) 


•o  ist 


if^t: 


COSflB 


eos(ii— e)cos9 


fnajfi'-i-v')  —  sin(tt  — ypspiy.. 
eos(t»''-^')co«9  ' 


oder 


'  OOSO» 


sirm  cosp(l — siny)  -f  cos«  sing(l-|-siny) 
cos(ii^)eoey 
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~  OM(tf' — v')coaq> 
Mm  wir  »m-« 

lakt 


mi'  ''' 


(Ito,  weil  offebbar  «,  1-f«  and»  da  9  nidU  gtSaaer  ala  W 
oaiy  poaitiv  ainds 

*  *  J 

^ach  dem  Obigen  ist 

1  -f-  sin^   

B    >• 


.  *  •        ;      J  cos(p'  ' 

 wa(lt-«).V« 

,    aain;aoai)'  +  cosa's^a»'  . 
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I      •  I  t  a^6intico89 -ficosusim; 

—     cosai.V:i;=   7-  

,        ^  -  VI    cos(«— r) 


,  ^ .      arsinu'cosü'-f  cosM'sinp':  ;  •xl  v;'. 

cos  ö'.  vor  =  r-7  

cos(m — r ) 

Folglich  i8t 

(cosö -f-cosw'}       =  2cos  \((ü^  ta')  cos  ^  (0+ wO .  v'a: 
_  rsinMcosp       sin<qo»D^-|  '       cbs?fslnp  cosu^sint?" 

ImIIi 

(cosa)-coSG)')l/a:=— 2sin^     —  w')  sin  |  (w+co') .  Vx 
r  sirmcosv  '__'j^Wco£^T        cosMsiDo  _  cosu^sint)' 

,  ,  rfiii»-.    •       <i  ".  -  II . 

oder,  wenn  wir  '  ' 


Sinti  coso  sintt'cosv' 


setzen 


cos(m-c)  *  cos(M'-t;')* 

^_  cosMsino  ^  cosM^sinp' 
cos(t<-^r)*      ~  co«(«i'— 

I     >  «  'Ii  ii  II./ 

2cos|0cos  i  i2.V^  =  (i?/+iV>+iV+iV', 
—  28in  ^  0  sin  i  ^.Vx=(M—M')x  +  iV-iV' 


>der 


2cos  ^^iQ.  Vj?c^   •  ^   j  — , 

cos  2©      cos  2^ 

— Ssm^  Ä.Vä=— — ^  +  j — ; 

sin  ^  &         sin  ^  ö 

d.  i. ,  n  enn  wir  der  Kürze*  wegen  ' 
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•"1= — J— >  Jfl'  =  — J— » 


I  -  1  " 

aus  welchen  zwei  Gleichungen  die  beiden  unbekauiiten  Grössen 
X  und  Sl  bestimmt  werden  müssen.  , 

Qaadrirt  man,  um  52  zu  eliminiren^  die  beiden  Gleichungen 
47),  und  addirt  sie  dann  zu  einander,,  so  erhält  man  die  Gleichung 

ix  =  (^+ilf|'«)a:*  +  ^(MiNi +ilfi  ^lOar  +  iVi«+iVi'« 

oder 

und  lost  mii  nun  dien»  qoadratisclin  Glelehnng  auf  gewSlmllch» 

Wciie  auf«  «o  erglebt  iWi: 

.'I 


I 


X\ »...'(»'  i  <«:l>  ((^1-  bllfl  (t'i 
••  "•1  .      »•  y  *  'V.— 1  , 

•  !  «  ^  t  t 


» t 


Iii'! 

,  (  *       V  I    I  .  .         ••  *.»  ,..'1.  'i^* 

.1%.::  Ur«!! 


I  •  •  I  * 


I 
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1 


II       i-  I 

SB  » 


^5 


t0 

I 


9 


D 


+ 

* 

I 


ff 
+ 

I«! 

r 


/ 


(tfc 


i  ifi    iM(flli}>.  I*i   1.  in.i 

.  i'.j      (I  ;:.«  >  Ii'  .  .ii'jf 


1 


1  lui 


I 

( 

^  •>i-'  :Knt   rsu:  "üi  hi:i> 


la 
3 


Hat  man  a:  eeiunden,  so  kennt  man  auch  9>  weil  man  nach 
43)  und  44)  die  Formeln 


«1)    «n9>=j^.  cosg)=iq:5.  t»W=2^ 


bat 


Besttnimt  man  Vx  aus  den  beiden  Gleichungen  47), 
b&lt  man 


80  er- 


52)  Va?= 


2(ilfi'co«^  A  -f  üfi  ein  |  A) 
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and  hMtiamt  mm  x  aw  deMalbw  GWdnmgM,  m  «tgieM 

JTi  stall-  a  -1-  Ni'vM  I- A 

S3)   \  1  

Ml  sin  5"  Äi^i  ilfi'cos^  A 
Also  bftt  man  zur  Bestimmung  ?oqjjl&  die  CMcbong: 

=—4  (üTiein    i2  4^  Jlfi'  cos^  AJ^iV^  «in  ^  i2  4-  iV^'  cos  ^  A)* 


oder 


d*  L  nach  gebllrlger  EntivicIciliiBgi  dL^rGleiehoDg: 

64)    0=    {iMiNi'i-{MiN^';;^i'Nin  tang  j 
+  4(ilfiAi+iMi'i^jtang  |a 

odor  -J" 

«t^         In«.  _4(JtfiiVi'+^i'iVi)       ^     1  ^ 

4iifiiVi+(i^35^i'iVi)*  ' 
1 

ndttdst  welcher  Gielchang  teng^  A  bestimmt  werden  muss. 

Lust  man  aber  diese  Gleicfiung  auf  gewuhnliche  Weise  au( 
•o  eriiäit  man  nach  einigen  leichten  Transformationen: 
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il-jii  lüai^'vj  OH  .üu^n\iA.}isi»)  nödh&aaU  nun  \  .n  * .  tf:  m  ■  ' 

I 

1'' 


H- 


f 


::>iftiil:ii>l»y!Sj| 


I 


I 


'!tiuii>}:>i")ftr-2  '*-»rn«»ii'»i>  it-ii;ii  .i  .it 


i'M^i  '    ,  ,-- 

, !  ./..vri-'-t'"';* 

\     V     !     »    7    '    \»  I 


Digitized  by  Google 


27 

Für  die  wirkliche  Anwendang  ist  diese  völlig  directe  Aafl5- 
8UDg  nicht  geeignet.  Jedoch  kann  man  auf  folgende  Art  zu  For- 
x{}elQ  ^^elang^n^  ^ie,  ^r  die  ^(^rithmicfche  Rechnung  seh^^  l^eftuem 

?WT..I|^ep  vpr?ier  die  G<^<:hting  ^  -n  ;.     L  — 

=— 4(jri«ni  a+ilf,'cos^  Ä)  {Ni  sin       +  ^i^,9^l  ^) 
gehabt,  d|^,sich  ^Jlf  die  Form 

bringen  lässt.   Setzen  wir  nun 

57)  tkDgP=^.'tangQ=^; 
•0  wird  die  vorhergehende  Gieichang: 


co8(P  — i;]ß)eos(Q— I  Ä) 
d.  i.  nach  einer  bekaBqten^  goniometri^chen  Formel: 

und  folglich-      S"l         I^X  -mk; f  |  1 

cos(P-f Q-^)=^os(P~Q)- ^  'aJITi^i^       cosPbosQ..  f. 

ti=Jco8(P-W-  ^^^^^l7^''^^^*  sinÄinQ, 
oder  *'\  ,'-.:'■»  ^^fi''. 

=-^(P-«>-'5^J*fl^l(^-^)  sinPsinC?, 


28 

il4li»/i)ach  dem  Obigen  Mihii.-i/n 

cos(P+Ö— ß)=— cos(P-Q)—  ^  ^i'Ai'(tangP— taDgQ)*cosPco^Q 
=-cos(P-<?)~^;i!fiiVi(cotP— cotQ)«sinP8inQ 

oder 

58)     cosf/'+Ö-  a)=-cos(P-Q)-i«f,'iV,'5^i^p^ 

 cos(P-Q)-  itf.iV.  2sin/>6inQ  ' 

.  >  .       .      '     .  .  . 

mittelst  welcher  Förmeln  Sl  leicht  berechnet  weTden  kann. 

Nach  53)  ist  '  v\t 

H%-cot^g 


iV  1 

also       .  5>-i,//,U- \/.jUO         ,  »^f  .7.\\«--\7;  ,V> 

....  ^ 

^    1  +  cotQ  cot  2 

*  l-f-tangPtang^  »f  »il^It»*|  !,jit, 

d.i.  rv>-*^M-«««- :^'P.-*,> 

.Ou!>.*\..:<"^''''*  sinPcos(Q-i-Ä) 
59)    :r=-f  .  J— 

*  sinQcos(P— |ä) 

Y«'^-  1 


I  by  Goog 


also 


•Iii 


Ni  l-~tangPcotq 

yx=        j  1 

=   j  . 


,1..    •  •» 


^     ^  8in(P-g) 

eo)        isiQ-  1 

Auch  ist 

r-«  '(*+^i)»iIl|Ät<^l't^l><»4 

(sin  ^i^-fcotPcM  ^  A)-|riV;i(iiii^  Atfoot^MMfA)  • 

—  1  1  f  1  ^ 

61)  «»9'=  1   — T — r~ 

und  seilt  msii  aW  -  • 


«o  ist 


also 


62)  taDgÄ=  . —  , 

»         •      .  ' 

•     Iii        . . 

•  •  • 

8^srtiiig(4B<»-- JZ), 

f  (      *  '  , .  .  '        '   ;  • 
1—  Bipy  _  ial>taDg(45o~A) 

J  —  1  +  taiig(45«-/2)  ' 


und  folglich 


1  - 


64)  tang(450  — 2  9)  =  V^ÜSgÄ, 


oder  nach  dem  ,7 

■  ;i     "/^"i-^^ '  ^  ^  ^^^^ — 

65)   tang(4ö«-,gsßKff\/  ^hT  y— 

anch 


^          1       4   /  ^i'cosvPcos(Q-ffÄ) 
66)   tang(450-.  |  <p>=  \  /  •  ^    j    ^  . 

Wenp  man  52  mittelst  einer  der  beiden  Fonnelii  58)  nia- 
lich  i4ltt«Ut  «ner  det  fteici^.fomifiB        >  >  5 . ,  .V 


Digitized  by  Google 


n 

oder  «»V-    n  V-  i  'S 

ist  9  durch  ü,  so  ist»  wenn  eine  beliebig^  positive  otief'tf6{(4« 
Üwe  ganie  Zahl  beielehDet,  bekanntlich' 


Weil  nun  aber 


ist,  ao  ist 


abo  nadi  dem  Vorhergehenden 

folglich  :  •     :    •  J  \        '  * 

-(/M-«=FÜ)<-2fa<4«-(P+OT 

und  hieraus 
Ans 


iMItl 


erseben  sieh  zwei  nm.dle  Einheit  .TemM^eBe«  Wertfae  tod  k» 
wäche  wir  dqrfh.i,  .^-fl  biMcAcfin^n  wollen*;  und  eben  so  eige- 
ben  sich  ans 

--lü  ^<*<  

swel  um  die  Einheit  ▼erschiedene  Werthe '  tob  k,  wekhe  wir 
durch  fi,  (li-l  beseiftoin  wollen.  A^o  haben  wir  nach  dem  Obl- 
gen  far  Sl  die  fdigenden  lier  Werth«: 

~  (P-|-«->ü-a(A  +  l)i» 

and 


32 


5^= 


Ü^esem  entsprechend  ist: 


und 


ferner 


und 


folglich 


und 


ferner 


1 


1 


l(P-Q-U)-^tin 

i(P-Q-t7)  +  (^+l)7c; 


1 


'2 


COS 


^(-l)^.cos^(P-Q+rO 

[(-i)Hi.cos.j(P-(?+r^ 


1 


.(-l),".COS,y(P-Q-r)  , 

cos(P-,yÄ)  =  , 

(--ly^^KcQs^iP—Q-V): 


\i  I 

■  \ 


•  I  ■  -  •  I        1  •  ~  ■ 


•>.      '  »t. 


:t<ll 


i:  . 


s  <•  iii- 
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>  >*  ^^^^  # 


und 


1  ••>  .# 


V  ((-l)^l4Sos^(^P-I7). 


Folglich  Ist  nach  OQ) 


und 

•         •        '     «  » 

Sowohl  die  beiden  ersten,  als  auch  die  beiden  letzten  Werthe 
von  Vag  hsben  ilnigegengesetote  Votteiehen«  »Nim  Ist  absr  Im 
Obigen  immer  als  positiv  betrachtet  worden ,  nnd  man  bat 
daher  hierin  oflfenbar  ein  sicheres  Kriterium,  ob  man J^psA,  oder 
Ä:=A+1,  uud  ob  man  Ar^fi  oder        +     d.  h.  ib'm\S^^ 

oder  I  • ' . 


und  ob  man 


.4 


oder 

j  ■       * '        .  .    •   » • 

Ä=P-f-g+ 17— 2(f*+l)jr 
Th«U  XIV.  9 


\ 
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setzen  soll,  so  dass  man. also  för  Sl  immer  nur  zf^el  Werth e  er- 
hält,  wie  es  di^  IVatui^  der  Aufgabe  erfordert  Als  einfache  Re^el 
hat  man  sldi  zu  merken  ^  dass  manvooden  vier  Werthen,  welche 
Imt"  wlc£?lS^**'*  ^"'^  jederzeit  die  beiden  zu  nehmeo 

^"^^  caa(i>-|Ä) 
positive  Werthe  liefern. 
,    Nach  dem  Vorhefgeheuden  ist,  wie  ttaa  Wicht  üudet,  immer 

 1-7— l'  '  


t  .... 

I  «    .         r  »I.: 


oder 


also 


—  — -i   — ^  1 

coÄ  (P  -  cos  2  (P^  Q—U) 


.    coa  (0  -  jÄ)    coa  y  («^P  ^  17) 

»  /  n»i..  •  'i.'i!..'  ' — j  »       j      i    »  II  ä  ■ ld»w 

und*  fdjjf^/i' n^^^^         .  "  "  • 


^                  14/  iVi'cosPcosi(Ö~/»4:CA 

67)  tang(45o~2  9^)=\/  ^   ^ 

W  JHj'coö Qcos  2  (Z'-«  ±  V) 

oder  nach  66): 


08)  tang(460-^9)  = 


1  '  4  A  JriWo^co8«(Q- 
-2^>  =  \/  J  

W        iWi  sinQ  cos  ä*  (P— 

•  '.    .  ■  -      i        ..  -    '  * 


-P+C7) 
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wo,  "nie  %rif' t^isgfen,   17  deti  kUiMleii  pontiveo  Bogettl  bbaeiok'l 

.»       '•iii.-  —  ->iit«MiTi»--'  1*  »cMfeo«^ 

genügt.  Bei  der  ßestimraung  von  (p  mittelst  der  öleiclliiiig  07) 
oder  68)  kano  keine  Zfi*eideatigkeit  bleibeo«  da  ofeDbar 


d.  h.  45<*-^^9>  immer  in  ertrten'  QiiMlftiiiteil  zn  lielittraii  let 


•  .Ii.' 


'  Anuäkehide  oder  indirecte  Aunö6UDgea"tiHileref  Aufgabe 
Ben  sich  mehrere  finden;  anf  der  See  wird  jedoch  meietetfi'ml 
Methode  von  Doufves  gebraucht,  wesbalb  es  «ich  der  MOhe  ver- 
lohnen  wird,  diese  Methode  hierj  jedoch  in  Terallgeraelnerter  Ge- 
stalt,  weil  das  Verfahren  von  l)oüwe«  nur  för  das  Problem  in 
seiner  einfacheren  (;i!estalt  gilt,  ausführlich  zu  entwickeln,  was 
um  so  nöthiger  sein  dürfte,  weil  die  gewohnlichen  Ent^vickelun- 
gen  dieser  Methode,  wie  es  mir  scheint,  keine  ganz  deutliche 
Elnaicht  in  das  eigentliche  Weaen  derselbeo  gewähren. 

Wir  wollen  daher  jetzt  annehmen,  dass  w,  co ,  ca'  nur  Nahe- 
rnngswerthe  der  Polhöhe  und  der  beiden  ötnndenwinkel  seien, 
ona  woHen  die  genauen  Werthe  dieser  Elemente  durch  q>  -f  ^ff, 
m-^J»,  (tt'-f- beieichneü. '  i)ann  haben  wir  nach  11)  die  bei- 
den Gleichungen:  ,  ,  ^j,, 


70) 


f     y   .  ^  V    sinA— 8inÄ6in(®+^g>) 


 si n V — sin  J^slnCy  -|  z/gp)  ^ 


oder»  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

71)    {<p)  =  (p-^Jg>,  (i»)=^(oi-Ja,  ((o')  =  ia'  -^dn' 

eetsen;  die i  holden  Gl^ldMmgfeii':: 


i. — 


-  ' « -  •     ainA — sind  stn(9)  ' 
coa(ai)  =  ^ .  eos<lcos(^)  ' 

•  I     ,  ;\"«hiA^eiii*^«n(a») 
cos(«,)^;,.,^j^^^^. 


«  • 


3* 
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Entwickeln  wit  nun  die  Gruben  auf  den  rechten  Sekea  dieser 
Gleichungen  nach  den  Potenzen  von  und  ilbleUbtA-lM  iltm 
ersten  Potenzen  ¥on  Am  stehen,  so  erhalten  wir  snerst: 

-jV  --"-  « 

V^**»'  *         sinA'— sin^siny — sindcosy^y 

i-(0®®9R(*^irr  .  ^cosdeo89)-r>cosdsin9)^9>  ' 

s^uv  y    "  g^^y^^/ — sind^siny — sind^cosy^y . 
Ml)        •)m:*:*'®^"^"^'  .  cosd^eeny— eesd'sMiyJy-  w  . 

riu5, :•«.•.  ;»  •  •'  .  t«  •  #s    «♦ 

also  ferner  . 

I 

«os(fl»)=: 

(sinA  —  sin^sinqp  —  sin^cosgjz/qp)  (cos^  cosy  -f  co»^  ainy^y) 
(cosdcosy^co8ä9iiiy4yj''(Qf>sd6osy.-|-Ci0^6iny^y)  < . : 

eos(i»0= 

(sinÄ'— ainö'siny — sin^'cosy /^y)  (cos^^cosy  f  cggd^siny^y)  , 
(cosd'cosy  —  cosd'siny^/y}  (cosd'cosy  +  condViny^y) 

j-iuW^Bn»*      .uqm^  hei  tfen  erstellt  Pfitemien  jfim  etehen 


<  • 


:i      ,i.  TT«  •   .        CO«oco«y  •       ,    :  .  , 

'  , '       .    /»Indcosy^ -  sinyCsinA-rsin^tny)  '     '  • 

-n..!';,hi  M:r  -  ^^-rr  '^osdcosy^  H^^*.a  .t 

sinÄ'  — sin^Vmy  .i! » - 

.   ,     ces(ttO=^   Ii  ^ — ^ 

*      t   •  *       t  1 
!!•»•      I:):-"   '.'    •  . 


..V,-    1:)  -    .    .      sind'co8y?5-^iny(fiinA'-sind'öiny)  V_ 

MÜ.  (Ii  li.  .  :  «r.ifP^^jjoiiy»      ,     .   j    >,  a-|.. 

also«  wie  sieb  hieraus  leicht  ergiebt: 


1^'    _  ^in/i— sin^siuy.     sin^ — sin/esiny  i 
^  '"^     coi»dco8y             cosdcosqp*  \ 
,        sin/*' — sio^'siny     sind'— «inÄ'siny  . 
cos(a)0  ==  sf  ^  i;^  «  -  //y. 

^  *        cosd'cosy  cosd'cosy*  ^ 

.•  ,   •».(.".  .1.. 

Hieraus  erhält  man  ferner  leicht: 

l  » ts  *      •  -       » •     . »  .  *  • 

cos((a)— cos(<»')  = — 2sin  ^  |  (<»>—(«•'>  I  «n  j  l  (w) + (i»')  | .  . 

^  sInAcosy — » Wfeosd  --  sio(d— d*)  siny 

( co8dcosd'cos9 
sin(d — dO-7(tginAcosd^ — sinA'cosd)slny 
ci^84oosd<cos9>^ 
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Nach  4Q)  ist  alMr  •      '      {  o. 


wb  6  naeb  den  Gleichungen  1)  und  2)  eine  bekannte  Qrü«^t$tiiM; 
also  werden  die  beidea  vocbergeheiidee  Gleicbungefi;  li/ziiübaul?. 

.         v.^        ■    sinAcosd'— sinA'coöd— siü(5— d>in? 

wq](")+(»   \  1 — ; — f  

-|--  1  ^y. 


1  ,      sinAcosd'+sinA'cosJ— ein(d-|-d'}8iiif  . 


2eofldco8d^9  4  6e^^?^ , 

I 


oder,  wenn  mau  die  Grössen  auf  den  linken  Seiten  der  Gleich- 
heitszmeben'ii^eli'PlväiiMi  TÖn  ^94*<^«'*'^BMekdt^«w4fi^^  den 
ersten  Potenzen  dieeer  GrSsse  stehen  bleibte  *  >  1  k  i  b  VtX-Mux 

,       ,   2cO9dC08d'8i|lK^CO89  ,   ,  .  . 

•5'  .     ;   ,    ,  jjji.j»  j)ni,  u'iiirmilrüd 

•     ..10  r     ,  .'i  :  ni  *    '        ;  .        «  .i«  'y'G 

iii  i:»«      ilib  bfi/'  f'iM       n. •.*•.„•>  .1«» '  '•  •    •  ;-<',i>  '»iii.  1 

»r  .VN      b  •.!*    .i;  -Ii*   'f..     «  '  5  ■••       't'W    •.!»•  > 
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Bin((y  -f-     —  (sm/icosd^  -f^  s»in/i'co8d)sin<^ 

n^t^  Rectiniinß'  einen  bekannten  Näherungswerth 

der  1  olhöhe  zum  Grunde,  den  wir  wie  bisher  durch  9  bezeichnen 
vrollen,  und  bestimmt  dio  INfiherhnffxworthe  a> ,  idcr  beidwi 
i>tundenwinkel  mittelst  der  beiden  GleichoDseD:  »tU  1 -.f.  . ..^i 

/sin  —  (o)  I  ö')  —  —  *^*"^*^"^^'~'^'"^^^'^'*^~^'"(^ — ^0  . 
\     2  I  ' 

vni".  »i  ^CQti^tfrosd'sin^ÖCOsy 

so  ist,  weil  die  richtige  Gleichung 

also  n^cli  dep^  Vorhergehenden;  :  . 
75)    JfD  =  ^/rb*  =  ^'»(^  ^ dQ — (sin Acosd^— sin A^co8d)8iny  ^ 

^2cosd  cosd'sin  ^  ®  cos  ^  (w  +  a)')co8y* 

Man  köoilte  mit  demsell»en  Grade  der  GenaqlgkVit^aiM*  »'  a' 
mittelst  der  Gleichungen       ....     ...   .  ,r  .Mn     . , 

cos  -  (ö)  I-  CO')  —  ^N^4-^>iny 
^     v.i^.io-r,  2cosdcos6'cos^ecos9 

bestimmen,  und  hatte  dann  nach  dem  Vorhergehenden: 


.        .  ,     sin(d4-5')— (sinÄco>«^'-f^sinA'cosd)sina) 
77)    J<a=J(o'=^ — ^-   '  1  — --^f^ 

2cos5cos5'cos    0  sin  ^  (oj-f  ta')cosy* 

Die  erste  Methode  ist  jedoch  in  dem  Falle,  wenn  ö  =  6'  ist, 
ihrer  grosseren  Einfachheit  wegen  vorzuziehen,  weil  in  diesem 
Falle  das  Glied  sin(d— ö')  verschwindet,  und  wird  daher  im  Fol- 
genden vorzugsweise  in  s  Auge  gefassi  werden.  Bei  der  zweiten 
Methode  verschwindet  nämlich  in  dem  in  Kode  stehenden  Falle 
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m 

das  Glied  8iD(d'|-d')  nicht,  weshalb  dieseihe  in  diesem  Falle  nicht 
80  einfache  und  zur  Rechnung  bequeme  Ausdrücke  wie  die  erste 
Methode  liefert,  was  sich  weiter  unten  deutlich  zeieen  wird.  lu 
dem  allgemeinen  Falle,  wenn  nicht  d=d'  ist»  würae  keiner  der 
beiden  Metlioden  ein  beeonäerer  Vorzug  vor  der  anderen  tu- 

I 

Ferner  ist  nacli..72)     u  "  1 

•'  S.  '  ' 

l-.cos(«)^2smj(ca)^  


nkd 


also 


•  ;  /  V  o  ^  /  ,  cosl^-Ky))+slliA  ' 
l+eo.r«)=2cos  j  eosjcoe(y)  i' 

i/  /  Ä  o  ^  /  ^  co8[^--t-(y)}+8i»A\ 
l+cos(a,')=2cos  j(«,r=      cosd-ces(ff)."  ' 


cosj^d  -«;(^)t^siDA  -|:;^cosdcos(9>)  siu^ 
GosVd'-<9) )  ssinA'  -|r^cosa'co8(9)eiii^  (s»')> 


«nd 


COS  I  d  (f }  I  ^ — «in A    SceedceeC^)  cos  ä  («»)^  t 

1 

eoe  i  dr + (lO  las-- ninA' f  2cosd'co8(9)ces  ^•'}%; 

von  welchen  vier  Gleichunsen  wir  aber  jetzt  der^^^Ulrae 
nur  die  erste  etwas  weiter  betrachten  wollen.  ^ 

Entwiclceln  wir  nämlich  die  rechte  Seite  derbsten  dieser 
▼ier  Gleichungen  nach  Potenzen  von  ^(o  und  /1(p ,  und  bleiben 
bei  den  die  ersten  Potenzen  Ton  Jim  und  entlAltenden  Glie- 
dern stehen,  so  erhsiten  wir 


•v  r 


eeeld— '(9))  a=  «inA-f  äoosdeos^sinj'ii* 

-|-  coedcos^ein«^» — dcosdsin^  sin  ^  mflJip  • 

und  wenn  wir  nun  für  «einen  Werth  wtm  75)  einßihreo,  «o 
erg^dit  «Ich: 
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oder  auch,  v^ie  mao  mittelst  einiger  Transformationen  leicht  findet: 
80)    cos  {S — (9) }  =stnA-|-2co8dcos9sin  ^  co* 
sin(^— dQsin  ^  o  cosqp* 


IsinAcosd' — sinA'co8($ — sin(d— d')sin9) 

2co83sin2  0J<                          '            '  sini»'  } '^^^ - 

I   8in(3-^5')  ~  (sinÄcos6' — sinVcosd)sin<p   2  i 

'^sinAcosd' — 'sinA'cos^ — 8in{ö — <$^)sin9'  l  I  • 


cos^2(co  +  a)') 


Weil  aber 

cos  {d —  (fp)\  =  cos(d — 9>)  r\.  siq(d — g>)  //(p 
Ut,  80  ist  auch  r 


81)   cos(^— 9) — 8inA~2cosdco6<p8in  ^  «• 
sin(5— 9})    '     -  * 


2  cos  d  sin  ^  CO  " 


j     ]  8in(5— ö')sin^  (öcosg)' 

-cos  sin^ci}  ^-^  sinAcosd'— sinA'cosö — sin(d — d')sin9)  ( 

\  "  sin-«' 
sin(^ — 5')— (sinÄcos5'— sinA'co8d)sing)^  2 

"^sinAcosd' —  sinÄ'cosd— sln(Ä— d')»jD<P  ■  a 

Auch  ist  nach  79),  wie  man  mittelst  einiger  einfachen  Trans- 
formatioDen  leicht  findet: 

.Tüii'iij'li','- 


4«t 


\ 


o 
cn 
o« 

0» 

8 

sr 

a 
8 

+  2. 
o 

^  1 

I  s 


OD 


o 

OB 


3 

o 

O4 


2. 
5' 

n 
o 

Oi 


3 

I 

5' 


'  I" 

Cß 

5'  o 

o 

Ol 

09 


I 

2. 
5* 

o 
o 

B' 


! 


I 

f 

OD 

o 

n 

o 

s 

8 


Für  d=5',  d.  h.  wenn  man  einen  und  denselben  Stern  Ewci 
Mal  beobachtet  hat,  werden  alle  obigen  Formeln  ungemein  viel 
einfacher. 

Die  Formeln  74),  aus  denen  m'  bestimmt  werden  müssen» 
werden  in  diesem  Falle: 


83) 


0)  —  0)'  =  0 , 
.  l  ,    ^  sinÄ'  —  sinÄ 


1 


2cosd  sin  ^  ^  cos  9 


oder 
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Die  Formel  80)  wird:  ^^1^. 
und      ^Itifdw«.      »ifirt^  - 


-  ^f,!-     y--     sin  ^  eosin  ^  0)' I 
I  CS  —  j  8in(d — g>)  ^Scoi^sing}  - — ^ —  /  - 

oder,  wie  um  hi^itti'TdimtlMtlei^ '  -  ^  ' 

oder  aneh  I  «-O  .*  >i'":»  j.  -i.vft'o  i: 

88)  C9s(^^>^4^*^2cofld€099i«io.^ 


2 

I 


,1  '  1 

608^0109  cöi|ttt^to9'4^ikidcoe^Ö68^  (m  +  »0 


oder 


.       ..-.Mint "..)  I  iij  «>njJ:-- 


itii*i#f  ."i'»'*!  HM  I  ir**fii    Kr.  (s'i^ii^^,  111*1  ■  M*  I  A'iin  iri:l  «mo ' 

I  .t...l  H'iH'         it.\         Vi-nf>  iH'iii« 

!'..IM   i  MIll  »'«TU    £  /    i  ,      v'  '!i     •  ^t^'  •»/•    ■".!<>■/    ;  :r       n.  Mi.'>  Jll' 

...    •  .'-IM  •/"^A^  ■*"®-'=^MTrT'        .  .    1   f..'  «   •:.  '  '.I'.lji.l. 

-III»:«».-»'    ! .  I  /  •»  '        :•,  .  fi  «ff    .••>»  ,:''iffn  »  •       ♦   r--'  .  iir  •»••*. 

WO  Our  O  j^ttt  in  einer  etirte  attdem  Bedeutung  wie  voiiier 
o«Mett  mitfM[  l«t,  Wae  4^  gäotf  wmMfil  'WM'ifltogkWif 


•  '  Weil  man  nun,  was  nie  zu  Fer?essen  ist,  annimmt,  das«(  iK 
eine  H5he  h  des  Sterns  sehr  nahe  bei  dem  Durchgänge  des* 
Sterns  durcti  den  Meridian  eenommen  worden  ist,  00  i»t  in  öe*< 
Foripel  85),  nämlich  hi  der  FotOMl 

.••Ii  »:.•   *.  '        •    '     •     .  .  •        l«.'i*»>'      !l  •'  •     •<  •  .•• 

Iii/;  fn  ••'•.'.<>-  ^  ,  i   :.  j  ;  •  »n  Ii/;  tifilH'  lläjM 

I [II rfh/fci|i%^tid|ilriwiiiai ydfeHi#oiJliin»i'iii  .|  i»i  r.  ii.il  4#»0 

. flu. ./I  •.<•>'  i-t  V  ji'»d->i-'<j  u!-  ;    !  "i-''    !    I     f  Alf»  fiit*]^ 

dä  , sin  A>  4^1*  Null  sehr  nahe  komiift,  ttiid;''^^nA  matt'ditf  fif^ilil 
Hgfco. ) 8f()i«(  «Ahe '  hfl  efaiem  ^Aziawtli  Toa  '9iF  ^idac.  27w<  §9009^. 

V^^i^  hat,  co4^(&)  I  ci>')  inimer^  \vie  leicht  erhellet,  eine  \oii  ^uU^ 
merklicl»4fdAsdhM«iie.  4]ifO«M'MiF'wird^.4«r  AbliMhite  «Werdi  doBr 

^littdes       J  •  otl        •      '  i'  i  ltMMrni.        i'  i!>«i 

.»  »  '       .  ..     /  .  Ho  ..  .'  11  ;  .!  i  ifi .ii:ii>«loCMl 

.1  .  1  , 

jederzeit  sehr  klein,  so  dass  man  dieses  Glied   in  der  obigeo 

Fonuel  vernacblä^i^cfD,  und  ohne  merklichen  Fehler 

I  •  • 

•         '•  1 
cos  I  d'  (7) } = «ioA-f-Scofidcos^  sin  j 

setzen,  mittelst  dieser  Formel  also  unmittelbar  den  zweiten  Nä- 
herungswerth (jy))  =  <p-\-  J<p  der  Polhohe  berechnen  kann.  Hat  man 
aber  auf  diese  VVeise  J<f  gefunden,  so  kann  mann  ferner  auch» 
wozu  fibrigens  DouWes,  der  stein  BaoptaugeDmerk  aof  die  Be* 
Stimmung  der  PofUSlie  oder  der  Breite  liehtel«  eine  Imondere 
Anleitung  nicht  ertheilt,  -die  Correctionen  JmsaJtf  der  Stondea* 
Winkel  eebr  leicht -miltelet'dev  Formel 


1 
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berechnen.  Wie  ndthig  es,  wenif  die  Methode  TonDouives  eioen 
einigeniMMen  sUlckliehMt  feilbig  ^erspri^heB  soll»  Ist»  dass  dit» 
beioeo  Hoben      h*  nach  der  oben  gegebenen  Anweisang  genom- 

D  o  u  w  es  b^t  »eine  Methode  zuerst  in  dem  ersten  Baode  der  Ab- 
toidL  derG«MiiMji.'4WlMeBMhaften  niIlarlein*)bekanDCgeBaclit» 

vnd  sie  ist  aaf  der  ,3^e  allj^emei»  in  Gebiaddr'Und  findet  sich  in 
•Ileo  Lehrbüchern  der  Sc^ifffahrtskunde,  weshalb  wohl  auch  an- 

weilen  das  ganze  Problem  die  Aufgabe  von  Douw es  genannt 
wird,  obgleich,  wie  in  §.  1.  gezeigt  worden  ist,  keineswegs  Don'- 
wes  der  erste  Erflnder  der  Aufgabe  ist,  sondern  nur  zuerst  eini^ 
für  den  praktischen  Gebrauch  zweckmässige  Auilüsun^  derselben 
gegeben  hat  flavptsftcblich  bekannt  scheint  aber  die*Me|]ioda 
von  D^ti  Wes  2aerk  düf^tt'dbn  Bevreis'^^Wot-den  ättt  seHr;~  witt 
eben  für  dieselbe  Pemberton  in  einer  in  den  Philosophical 
^rtfilsactions.  Völ.  LI.  Part  II.  1760.  p.  9'iO.  unter  diitti 
•Ti;tel:.Some  Copsideratioiis  on  a  late  ,Treatise  intitu- 
Jed:  A  new  Set  of  Logarii/unic  Soltir  Tables  etc.  inten de4 
for  a  more  coromodious  Metbod  of  (ipding  th^,  lÄ%^,tIf 
jttt^e  ,f i  Sea,'  by,  T wo  Öbufjjcirations  .  bf .  thc.  S.»|n|  ^ 

Benen'AbhandJnng  gegeben  hat.  r 

Douwes  hat  die  Anv^e^idun«;  seiner  Methode  durch  Tafeln 
'eAhichtert,  die  man  z.  B.  in  den  Tables  reugisite  to  be 
used  with  th^  naotical  ^phemeHs  for  findWg  mi^  JMH^ 
iWdPe'ii'ä^  tori^itirde  a't  sei;  Ii  edition:>m-^{;  m^^^ 
Anf  ich  rnidh  hief  beziehen  will  t'  findet**)  Um  die  Etnrtdittirt^ 
tmd  ,den  Gebrsluch  dieser  Tafeln  einrgermassen  iu  erlniitcrh,  >iteHe 
man  die  obigen  Formeln,  indem  inäu  sich  nur  erinnert,  da^s  jm 
Folgenden  o—to'  immer  den  Weijth  6  hat,  unter  der  Form 

i    *•  i  '1.m;.(i7.'     ^vi  \  \  '         I  !'  •.•.•*•     -i;  ''"I   •  '.  i'ii  .xii^ 

1  1 

28in?r(xi)'4-<o)=secd8ecA(sinA<^biAOcosecs^(o'----«Ot  '  « 

<  I       t  •        •  1  ^SKl  "r  CO       •    •  1 

.*  I  -  1  ^»e.i4.-r (»>!^ wpA rb  y^j^^ V     ..•••1,;»  i".-,!, 

oder  unter  der  Form  'r-'-y        •  »h 

•    »    «  .  .1  »1  iir  V.      *  :        .07/  .  .'I  'U* 

•'.  .  -    »"••.'  I         I  I'  '  •  •  I.  ■     I'"  ••#•:•.  n-jj 

'  j  •  ..  <         ■  -.,       ij.      J.    «•(  .■       o.i:   -  "  *  •<•»  ;•  n  ;//  »»ri 

J'fisl'  ^S.  87.     *  •     '  • 

'  '*  «*y  Man  findet  diese  dder' $hnliche  Tafeln  aber  auch  ialitö^iitteir 
•ten;  i^hilTfahrtsIehrbüchern,  z.  B.  in  dem  schon  in  §.1.  angefübrleai 
Bache  Toa  Bohrik.  ThL  III.  Taf.  LXL  und  hi  aaim  be|u|f|^f^ 
Werk«  die«cr  Art. 
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I  J  ,         ,.     !>•  C08^d-tr(9>)}=y:«U^•f 


4iiiirv!  .Die  Sninme   log9ecfr^logBeeip   beUi^t  Log.  ratia«» 

Mb.cosecör      -  cdJ   heisat   Log.    half   elapsed  time, 

•  '  1  •'  ■ 

log  *  'isio  2  ( -i-  <u)   wird  L  og.    ra  i  d  d  I  e   t  i  m  e   geoanot  f  un^ 

log.Ssiiij  co^  beisst  Log.  risiog.   Für  die  hi  Zeit  unsg^c^kk^ 

t^n  Stuiulenwinkel  enthalten  die  Tafeln  Von  Doüwes  eine  Tafel 
für  Log.  half  elapsed  time  von  0"*  bis  5". 50"*,  eine  Tafei  för 
Log.  tniddle  tinie  ebenfalls  ton  0»  bis  5». 50",  und  eine  TafH 
flUr  Log.  rislng  fBr  8  jStuDdeii,  von  ^  zii  10  Secancleii. iQtr 
Halbidesser  W  lOOODO. '  Die  Argumente  der  Talebi  slod  cespectiVte . 

jC«»' — eo),  9(m'-|-w)>  cö  in  Zeit   Man  berechne  nun  mitteist  der 

gewöhnlichen  trigonometrischen  Tafeln  Log.  ratio,  ziehe  dep 
natürlichen  sin  von  dem  natürlichen  i^'w/i  ab  und  schlafe 
log(8in/< — •siuÄ')  in  der  Logarithmentafel  auf,  nehme  Lo2.  half 
elapsed  time  aus  den  Tafeln  von  Douwes«  und  addure  d;e 
auf  diese.  Welse  eifbalteneD  Zahlen  xaeämmen,  so  ist  nadi  dem 
Obigen  (lie..j§]i|B]^e.  Log.  middle  time.  Mit  diesem^I^oj^ 
mlddie.  timr.  gahe  man.  |d  die.. betreifende  .^lUipLynD  Q.aawes 

ein,  und  nehme  aus  derselben  2^^  '^^)»  vorauf  es,  da  man 

auch  ^(«/^fl»)  fceniit,'ieicbt  lat,  ozn  berechnen.  '  filerauf  oehnie 

man  aus  der  betreffenden  Tafel  von  Douwes  den  entsprechen- 
den Log.  rising,  ?Jehe  davon  Log.  ratio  ab,  und  schlage  zu 
dem  dureb  diese  Dlfferens  dargestelltien  Lomithmus  bi  d^  Lo* 

faritbmentafel  die'  zugehKrige  Zahl  auf,  welche  man  hierauf  su 
em  natfirlicbcn  sinA  addirt,  welches  den  natürliclieD  co0t^--*(j9>)| 
giebt,  woraus  man  dann  leicht  S  —  {q>),  und  hieraus  den  gesuch- 
ten zweiten  Näherungswerth  (9)  der  Pol  höhe  berechnen  kann. 
Es  war  hier  nur  meine  Absicht^  die  Einrichtun«^  und  den  Gebrauch 
deri Tafeln,  von  Douwes,  die  man  in  den  meisten  nautischen  Ta- 
fdn^io  grosserer  oder  geringerer  Auslilhrliclil^eit  findet.  Im 
eeipelpen  keinen  zu  lebron ,  ;  io(|em  ich  wegen  des  IJiSh'eren  auf 
aie  Tafeln  selbst  zu  verweisen  mich  begnügen  muss,.da  ausführ- 
lichere Auseinandersetzungen  an  di^s^ib  Orte  zil  weit  fdhren 
würden.  '  "  •  • «  » n»  1 
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j.  10. 

AqcIi  auf  folgeode  Art  kann  man  nnaere  Aufgabe  nllilBraiiga- 
waiaa  auf  lOaen. 

Bekanntlich  haben  wir  die  drei  folgeodeu  Gleichungen: 

♦ 

also,  wie  man  leicht  mittelst  des  Taylor'schen  Lehrsatzes  findet, 
indem  man  bei  Gliedern,  die  ^(p^  ^(o.  Am*  nur  in  der  ersten  Po- 
fenz  enthalten,  stehen  bleibt: 

sinA — sindsin^  aind — ^sinAsin»  . 
'    muV^ji»'  — sin^^sing     sind'— sinÄ' sing)  , 

0 

Bestimmt  man  nun  o,  co'  mittelst  der  Formeln: 

•  • 

sinA — sindsincp          ,    sinA' —  sinö'sio» . 
03)  eoeiKs-^  r  coaw'ss  ^> 

'  cosdcos^  COSQCOSy 


oder  mittelst  der  Formeln: 


«4) 


sinäa>=\   5  

2      ^  coaocoay 


,     _4  /  8in{450-. j (d'+A'~y) }cos|4öO  -  j^'-Ä'-y)} 


so  ist 
TbcU  mv 
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50 

*  ""cosd'  sin 0/  cos^^ 


W«il  Htm  Daoii  93) 
ist,  so  tot 

also  nach  95); 

IJ  (a=i  (taikffäcosec  o>~cot  cotango).^  9 , 
^ai^(taDgd'coseea''-*cola^taDg9)  . 

Ffihrt  man  aber  diese  Werthe  von  Ja»,  4m^  in  die  Gleichnog 
ein,  so  erhfiit  man: 

97)   ^^fli4-tt/  

^    ^  (taugdcoseccD— €ot«i»tangy) — (taogd'oosecflii'-*cotc0'  taegf) 

Wenn  man  also  für  einen  genäherten  Werth  9  der  Polhuhe  mi 
teUt  der  Formeln  94)  die  genäherten  VVerthe  co,  0'  der  Stundet 
winke!  berechnet  hat,  so  berechne  man  die  UuUsgrössen  \ 
mittelst  der  Formeln: 


98) 
dann-  ist 


\G  =  tangdcoseco» — cotcotangy, 

'  G*=  taogd'cosecoo' — cot»'  tangy ; 


90) 


0—»+  09' 


oder 


Digitized  by  Google 


51 


Kacb  97)  Ut  aadb 

HM)   ^         ■    .  '    Q  — fw" 


«1er 


■  « 


^    taagötiinco'  —  taiigd'äina)^-  ßin(ca  —  co')  Umgf  * 

•  »'  * 

FOr  ist 


I 


•     •  •         .  . 

Die  Formeln  98)  und  99)  oder  100)  scheineil  mir  »l^er  die 
squemsteD  zu  sein. 


.  $.  11. 

Wir  wollen  uns  jetzt  swel  in  einem  gewissen  Panktt  O  sich 

Whneidende  gerade  Linien  MN,  MfN'  denken.  Die  Thelle  OJUt 
dieser  Linien  wollen  wir  sIs  ihre  positiven  Theile,  ÄeTb^e 
|0A',  OiS'  derselben  als  ihre  nec^ativen  Theile  annehmen,  so  dass 
^le  von  O  aus  auf  OM,  OM'  alj^escbnittenen  Linien  als  positiv, 
^202eji  alle  von  O  aus  auf  OiV,  ON'  abgeschnittenen  Linien 
li^  nef^ativ  betrachtet  werden.  Den  mit  OM  von  OM'  einge- 
^blossenen,  von  OM  au  nach  einer  gewissen  Seite  hin  von  0 
360®  gezählten  Winkel  beseichnen  wir  durch  o,  und  nehmen 
jeder  der  beiden  Linien  MN  nnd  M'N*  swel  beliebige  Pbnkte 


•  B  ond  Ä\  B*  an ,  deren  naeh  Äem  Vorhergehenden  gehöris 
8  positiv  oder  negativ  betrachtete  Abstände  von  dem  Pniikle«  O 
l^pective  durch  a,  b  und  a\  0'  bezeichnet  worden  sollen.  Nun 
•4en  ivir  über  den  Linien  AB  und  A' Ii"  als  Durchmessern  zwei 
^tisc  beschreibeo,  und  uns  die  Aufgabe  stellen,  aus  den  als 
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gegeben  betrachteten  Grossen  er  und  a,  6;  a*,  die  DurcIlBciuiittf» 
punkte  dieser  beiden  Kreiee  an  bentinunen. 

Za  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  Halbmesser  dieser  beiden 
Kreise  darch  r%  und  nehmen  Oilf,  filr  O  ale  Ao&ng  d« 
Ceordinaten,  als  den  positIveD  Theil  der  Ase  der  9  eines  recht 
wiolLligen  Goordlnatensystems  der  xy^  und  den  pesItiTen  Theil 
der  Axe  der  y  so  an»  dass  man  siebf  um  von  dem  poslti?« 
Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  {xij)  hin 
durch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  nacl 
derselben  Seite  hin  bewegen  niuss,  nach  welcher  man  sich  be 
wegt,  wenn  man  von  der  Linie  OM  an  den  Winkel  «  durchiaull 
Dann  sind  offenbar  a,0;  6,0  die  Coordinaten  der  Punkte  At  B 
vndi  wie  mittelst  einer  einfachen  Betrachtung  sogleich  erlieHei 
wird»  in  Tulliger  Allgemeinlieit  a'cesa,  o'sina;  bi'eoaa,  6'slna  dii 
Coordinaten  der  Punkte  A',  B*»  Weil  non  nach  den  Ldiren  dd 

analytischen  Geometrie  ^(a-^-b),  0   und   j(a'  4*  6')cosa, 

^(a'-f60sina  die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  beiden  Kxem 
sind»  so  sind 


{ a:  —  ^  (a' + 60cos«  p  +  i  ^  ^  j  (  a  +     sina = r'« 


die  Gieichnngen  dieser  beiden  Kreise.  FGr  x=a,  y=iO  und  R 
d^a'cosa,  y=a'sina  erh&lt  man  ans  der  ersten  und'sweiten  GU 
chwig  respective: 


d.  I. 


106)   ra  =  j(a--6)«»r^y(tf'--6'>aj 


«|d  die  CBadkangeD  der  beiden  Kreise  sind  also: 


107) 


1  1  1 


• 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  muss  man  mittelst  algebraischer 
Elimination  or,  y  bestinimeu,  um  die  CoordiiUten  der  Duieh- 
duuttepuokte  der  beideo  Kreise  zu  erhalten. 

Im  4601  Ende  bringe  mao  die  beiden  Gieichungeo  zuerst  auf 
(k  Fom:  • 

(o;* + -  (a' + 60  {«coa«+y«in«)  =— o'd' ; 

Im  «hält  nun  durch  Suhtnctioo: 

109)    .ta  4-  6— (a'-fö')  cosa  ix— (a'-f  60^sio«= a6  —  a'ö\ 


ührt  man  diesen  Werth  von  y  in  die  erste  der  beiden  Gleichun- 
ifi  10b)  ein,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen 
^  /iestiauDoog  voo  x  die   folgende  Gleichung  des  zweiten 

III) 

^^Xa'^-tb'H'^ab)--2(a'^-bO{ab-a'b')co6a—{a'\-b)(a'i-b')^B(P 
(a+6)2— 2(a+6)(rt'-f6>osa  +  (o'+Ä')^  ^ 

I  gg^^-f- tt^^6^g  -h  ab  (a^  -^b'^)  — o6(o^  -f-  b')^  cosa^  , 

M  mtn  nun  diene  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche  Art 
ii  80  erfa&lt  man  nach  einigen  zwar  etwas  weitlanligen ,  sonst 
IT  keiiienvrege  sehirierigen  Transformatieoen»  wen  der  .Künm 


f 


-2(a'-f  60  (a6^a'60eofl« 

— (a  +  6)(a'  +  6'j2cosa2, 

(«— 6)  V d(«6+a'60» 

+  4(a  4-  6)  (a'  -f  60  (a6  +  a'60cos« 

+ 2  { 2(a%»  +  a'H'^ — (<r» + 6*)  (a'*  4-  6»)  |  cosa* 
-4(0+6)  (a'-|-60(a6  -1-11^60008«* 

Bs:  {«  +      +  (a'  4^  6')^  -  2(a  i-  b)  (a' +60cos« 
jiitt  wird : 
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luQ  »att—,  gjB  .  ■■  » 

Führt  man  aber  in  die  Grössen  F  und  G  für  cosa*  und  coso^ 
die  gleich  geltenden  Ausdrücke  und  1— »2810«^+ sine* 

ein,  so  erhält  man  oach  etoigen  Uichten  Tranaforniatkwtt ,  WMO 
der  Kürze  wegen 

4-  (o + 6)^(a' + b')H\wß '  •  ' 

+  4(a + Ä)  (a'  +  6')  (a6  +  a'^Ocos« 
+  (a  +  6)«(o'+Ä0^siDa2 

=a-.4|(a6  +  fl'60«  +  (ö«'  +  ^^0(«Ä'  +  a'6)l  • 
gesetzt  wird: 


also  nach  113) : 


HO)  a?s  ^2ff 


— 4(aa'  +66')(a6'  +  a'6)+(a+6)V+6')'=(«-W«'-^0*  | 

ist.  so  kann  man  die  Grösse  G'  offenbar  auch  aaf  folgende  A 
aiwdrlleken: 

■ 

117)   G^=(a-6)V--*0'--{2(a6+a'Ä0--(a+*)(«'+&0cosaJ«  | 


und  behalten  wir  diesen  Ausdruck  von  G^  in  den  folgendvn  Vi 
mein  bei,  so  wird»  wie  man  ieiclil  findet: 

118)  a=  I 

2 1  (o+6)2  -  2(a+Ä)  (a'+  6')  cosa  +  (o'+60^ }  H 

Führt  man  endlich  diesen  Ausdruck  von  in  den  aus  dem  Q 
gen  bekaanlen  Anidraek 
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eb;  80  erbftlt  man  (är  die  Coerdimiteo  der  DvtebsdiRiittspankte 
leiden  Kreise  die  folgenden  Ausdrücke,  im  dtDtn  dtt«  ob«m 
nl  artani  Mdian  «Ich  auf  ^aoder  belieben: 

119)  «s: 

j[ift-a^y)(a-f  6— (g^-f  Apcosg}  4-  (Q^-i-60sin«|(a-f  6)(a^-f  60<ingJ>Viy| 


2Ua+6)-^-  2(a+6)  (a'+6')oewr+ (a'+6')«|  ' 
•der,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

120)  Ä:==(a+6;(o'+6')sina±VG' 


121) 


yfl6--tf^y)ttf-f  ^•^+60<pg«t  4-^(<*44>iaü 

2l(a+6)2— 2(a+6)(a'+6')cosa  +  (a'+60*l  * 

2(afe~o^60(a^-f60ging--;iC{a4-ft>-(a^4-&0co8<r) 


Bezeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Durcbschoittepankfee  der 
Mea  Kreite  von  dem  Pmikte  O  fiberhai^t  durch  i^,  eo  ieC 

iiioi  wie  aui  iidttelet  des  Obigeo  letebt  fiodet: 

*         ff     (a+6)a-2(a+6)(a'+6')cosa  +  (a'+60» 
•der 

I 

loa,  12- ^  tr  4(a6-a-60»^iC«  . 

ifaMheil  «Mtt  aber  dM  Qoadmt 

|(a-|-6)  (a'-h  6>bMt  J:  vCT^P 

I  . 

Imifi      eiMt  man  aacb»  wenn  dar  Kiirse  wegea 
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194}  («i'-660«+(a6^-i«0* 
geaetst  wM^. 


K  « l  (a-(-6)2— 2(a+6)(a'-f  6')cos«+(a'+6')*| 


Wenn  wir  die  Linie  OilP,  f)ir  O  als  Anfang  der  Goer^Bnaten»  als 
den  posItiTen  Tliell  der  Axe  der  ^  eines  reclitwinkligen  Caetd»' 
natensysteins  der  d^y,  und  den  positiven  Tlieil  der  Axe  der  / 
80  amiebmeny  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Tbeiie  der 
Axe  der  x'  durch  den  rechten  Winkel  {x'tj')  hindurch  zu  dem  positl-| 
ven  T heile  der  Axe  der  y'  zu  sjelangen,  nach  derselben  Seite  hin 
bewegen  niuss,  nach  welcher  man  sieb  bewegen  muss,  um  von 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  der»  rechten  Winkel 
{xffi  nindureb  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  sa  gelan- 
gen; so  ist  beluaintiieli  nach  der  Lelire  voq  der  Verwandlnng  dei! 
OeoidibatfBlB  hrSUiger  AUgemelttheit: 

y  =  or'sina    y'Qosu  i 


«wosa-fysin«. 


LSsst  man  nun,  so  fPie  Torlior  op,  y,  noch  a",  y*  den  Durch 
sefaDittspanktsR  der  heidett  Kr^so  entsprechen»  so  erfaXH 
mittelst  der  beiden  TÖrliergehendea  Formefai  iind  mittelst  121 
leiehts 

,  _  _  1(nf>-n'f/)\n'\'b'~(a-\-  b)C08tt  ]  —  ^(a-j^J  si^g  • 

1^  -  -iUÄ+A)«— 2(a+6Ka^+^cos«-|-(«'+*0*» 

f  2(a6--a^60  («4-6)sintt  -f  K{a'^b'^{a'^b)coBa] 
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MMwk 

*  I 

(F=2(a6-^6aia+M«t'-l^)coM|4-(a-|-6X«'+A0^<^» 


so  Ut 


189 


r«'«-^ — — äS  * 


Bui  «eisen  wir;  ... 

129) 


130) 


[ar=*  2s  


5.1a. 

Mit  Rficksicht  auf  8.  wollea  wir  dod  im  vorhergeheiAcleii 
Paragraphen ,  vnter  der  VaramsetsuDg,  daM  B  po^T  «ei,  wm 
"mnrfimett  oienbar  inuMr  Tenitalt^  aeb  wM, 


«sslMigl^  1(900-5)  +  (90<»-A)|saeotg-(A+«). 

• 


«'=  tang  j  1 90«-.  *) +X80»  -  A')  I =eot  j  (A'+ dO , 
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Folglich  ist 

„  sinucoso   1  1 


jy  cosMsinp  1  ab 

UDQ  * 


Hieraus  ergiebt  sich 


_1_  ,  Jl  (o^-hfeOJ:(a+6) 

a  +  6^a'+6'"~  (a*f  6)(a  ^-6'} 


folglich 


(a+6)(Ä+60€OSj« 

(a4^)(a'4^6')coSja 

(a'  +  60-(a+6) 


(a-W)(«?«')siiij« 
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d.  l,  wie  man  leicht  findet: 


Äi"T»i^—  —  -i  i      "  # 


ud  folglich  nach  UÖ): 


^A*+^i'*=»  — — I  p— 

(af«)*(a'-f60%in|«>co8^ 


Ferner  iat 
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tl.  i.  nach  114): 

(ilfi  iVi'->  3/j ' iV,)«  f  i(Mi  Ni + Afj'iVi' — 1) 



=  ,  j  j — . 

Führt  man  nun  die  vorhergehenden  Ausdrücke  von 

iu  den  Ausdruck  50)  der  in  §.  8.  durch  x  bezeichneten  GruMe  eio, 
so  erhält  raao  nach  einer  ganz  leichten  Transformation: 

_  Ljb  (o  +  b){^  +  60  sin  a  V  G' 

*—  TS 

oder 

_  L±(a-\-b)ia'-{-b') sin^V  G'  

2  i(a  +  6)« — 2  (a  4-  6)     +  /»^cos  a  +  (o'  +  ifr')*r  * 

abo  sadi  125) 

Weil  aber  nach  42) 

tang  (45<»  -  ?  9)  =:tang  |  (QO^-.  y)=Ä 

wo  R  bekanntlich  zwei  Werthe  hat 

Vergleicht  man  non  dies  mit  dem  Torh  ergehenden  PaiaRra- 
phea»  so  er^bt  sich  unmittelbar  die  folgende  nach  meiner  Met«  | 
nnng  sehr  merkwürdige  Bestimmung  der  PoUiOhe  durch  ConstraeClow.  1 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  O  ziehe  man  zwei  Linien  MN 
und  M'  soy  dass  mit  dem  Theile  OM  von  MN,  welchen  man 
als  den  positiven  Tbell  Ton  Mlf  annimmt«  der  Thsll  04P  von 
MFN'f  welchen  man  als  den  positiven  Thäl  von  JH'IP  annimmt, 
den  im  Vorliergehenden  durch  B  bezeichneten  Winkel  einschliefst, 
wobei  wir,  was  offenbar  immer  verstattet  ist,  annehmeo  wollen, 
dass  S  positiv  sei.  Hierauf  trai^e  man  mit  Hülle  einer  Tafel  | 
der  natürlichen  Tanijeiiten  nach  einem  gewissen  Maassstabe  von 
O  aus  auf  MN  die  1an<?enten  der  Hälften  von  (90»  -  d) -f  (90« — •  h) 
und  {W»—6)-^(ß0^—h),  auf  Jl'iV'  die  Tangenten  der  H&ifteu , 
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naa  iHm  Tangepten,  jenachdem  sie  posiUv  oder  neeativ  sind, 
von  O  aus  auf  den  positiven  oder  negativen  Theilen  der  Linien 
MN  und  M'N'  absenneidet.  Sind  dann  A,  ß  die  Endpunkte  der 
aaf  der  Linie  3IN  \on  O  aus  abgeschnittenen  Stücke,  und 
die  Endpunkte  der  auf  der  Linie  it/'iV'  von  O  aus  abgeschnittenen 
Stücke,  so  beschreibe  man  über  den  Linien  AB  und  A'B'  als 
Dnrebmess^rn  xwei  Kreise ,  und  messe  die  Entfernungen  der  bei* 
den  Dnrcbschnittspnnlite  dieser  Kreise  Ten  dem  Punkte  O  nscb 
demselben  Maassstabe,  nach  \Telcbeni  man  die  Tangenten  snf  die 
Linien  3JN  und  JU'JS*  aufgetragen  hat;  diese  Entfernungen  sind 
die  Tangenten  der  h:iiben  Coniplemente  der  beiden  Werthe  der 
Polhohe,  d.  h.  der  halben  Ergänzungen  der  beiden  Werthe  der 
Polbühe  zu  und  wenn  man  also  in  der  Tafel  der  natürlichen 
Tangenten  zu  diesen  Tansenten  die  entsprecbenden  Winkel  auf- 
sncht,  so  erhält  man  die  halben  Complemente  der  Polhuhe ,  aus 
denen  man  dann  auch  die  PoIhSbe  ooer  Breite  leicht  selbst  be- 
rechnen kann. 

In  der  in  J.  9.  angeführten-  Abhandlang  von  Pemb ertön 
;  wird  die  obige  bemerkenswerthe  Construction  auf  p.  931.  gans 

ohne  Beweis  mitgetheilt,  aber  eingeschränkt  auf  den  Fall,  wenn 
ein  und  derselbe  Stern  zwei  Mal  beobachtet  worden  ist.  JJie  Er- 
findung derselben  wird  Colli  ns  zugeschrieben,  und,  indem  auf 
dessen  Mariner's  Piain  Scale  new  plaued.  Book  III.  p. 
35.  yerwiesen  wird,  bemerkt,  dass  sie  mittelst  der  Principien  der 
stereographischen  Projection  gefunden  worden  sei.  Die  von  mir 
im  Obigen  gegebene  aualytisdie  Darstellung  zeigt  zugleich ,  dass 
«liege  nach  meiner  Meinung  sehr  bemerkenswerthe  Construction 
durchaus  nicht  auf  den  Fall,  wenn  ein  und  derselbe  Stern  zwei 
Mal  beobachtet  worden  ist,  eingeschränkt  ist,  sondern  ganz  all- 
gemein auch  in  dem  Falle,  weoo  zwei  beliebige  Sterne  beobachtet 
worden  sind,  welcher  unserem  Probleme  jedenfalls  einen  sehr 
!  grossen  Theil  seines  Werthes  verleihet,  g^lt.  Es  scheint  mir 
wunschensvrerthztt  sein,  dass  für  diese  so  verallgemeinerte  ConstTne- 
tion  auch  ein  geometrischer  Beweis  gegeben  werde,  etwa  mit 
Hülfe  der  stereographischen  Projection,  die  nach  dem,  was  vor- 
her bemerkt  woraen  ist.  Colli  ns,  dessen  oben  angeführte  Schrifl 
ich  nicht  habe  zu  sehen  bekommen  können,  angewandt  haben  soll. 

f      JNacb  47)  haben  wir  nun  die  beiden  Gleichungen: 


lifo 


tang^Ä=-.^^^_l_^^-. 


und  folglich  nach  dem  Obigen«  wie  man  leicht  findet: 
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•  W«2  •      -coij^      _^     _^     ^  b)\x-{-ab  {a'  +  6')  +  o'6'(a +6) * 
•  .  I  •' 


oder 


ttb-\-x     a'b'  -\-x 


oder 


^  I  ,  {a  \-b){a'b' -\-x) 

und  46l»tQ  man  also 


so  vrare 


tangj  Ä=— cot  I  Ötang(45<>— 0) . 
Weil  BW  aber  nach  dem  Obigen 

\  ^[  X 4:  ( o  +  ft) (g^  +  60 sin ayg^  

ist,  so  fiodet  man  mittebt  leichter  Rechrnrng: 

ab-\-x^{a^  b)  9 


also 


ab^x  F±(a'  ^b')BmavG' 
ITVJ^ ']  211  ' 

a'b'  i^x      P±  (g+6)  sin«  VG' 
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■  Btoeicfctten  wir  jetit  äho  die  Coordinaten  der  Durcbs^ljnitts- 
pUlkla-'  de^'-lNdtai  'SvMse  In  den  beiden  im  vorhergehenden  Pa- 
wraphen  ang«ioi»Wtiii<HI>  CiMirdiiitttensystemen  <  Airch  X,  F  MH 


folgfich  micb  dem  Otogen 


1  X~  X'  1 


ond  hieraus,  weil 


1  1 
I              taoga  Äitang 
toog*  (Ä±e)»—  1^  • 


■  ■ 


ITtangjÄtangjö 
i8t^  wie  man  mittelst  lelcliter  Rechnung  findet; 

♦    ^/o.iQx  X'-^Xcose         ^  X'      ^  , 


also,  «dl 

Ä  — ÖSS(»  +  «')^  W  . 


•      • !  I  • 


ist: 


tangcösr — XsoL^ — =— cot0+  ^cosecd. 


oder 


f  t 

r 


Die  GrSssen  X,  sind  die  mit  ihren  gehSUgoi  Sieben  ge* 
nommenen  Entfernungen  der  Fusspunkte  der  voii  den  Durch- 
schnittspunkten  der  beiden  Kreise  auf  die  LinleD  MN  M-  MPN' 

Thon  xnr.  a 
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ge£iJk^  Perpendikel  von  dem  Punkte  O,  und  kuajMH  aUo  im- 
mer leicht  coufitruirt  und  mit  einem  MaaflMtabe  gemessen  werden. 
;tiat  man  aber  diese  Entfernungen  auf  die  angegebene  Weise  au« 
der  Zeichnung  entnommen,  so  kann  Sl  «ehr  leicht  mItteUt 
dar  Fonnel 

*     1         X  —  Ä*  1 
berechnen.   Uebrigens  aber  erhellet  auch  aus  deo  Forroelo 

tong  (a>'  ~  90«)  =  x_x'^^  > 

dassman  die  Winkel  90^  —  w  und  w'  —  90®  selbst  sehr  leicht  durch 
Construction  finden  kann,  wenn  mau  die  Fusspunkte  der  in  Rede 
stehenden  Perpendncet«  Rfr  jeden  der  beiden  Dnrcbschnittepiuikto 
der  beiden  Kreise  einzeln  genommen,  durch  gerade  Linien  mit 
einander  verbindet,  nnd  die  Winkel  betrachtet;  welche  diese  fp^ 
raden  Linien  mit  den  beiden  geraden  Linien  MN  und  M'N'  ein- 
scbliessen.  So  elegant  diese  Construction  auch  ist,  so  scheint  es 
doch  nicht  nötbig  zu  sein,  hier  rücksichtlich  derselben  noch  wei- 
ter in's  Einzelne  einzugehen  und  sie  noch  weiter  zu  erläutern, 
well  anch  selbst  in  der  Praxb»  Mna  man  überhaupt  von  dieser 
Construction  praktischen  Gebrauch. .machen  will,  die  gar  keine 
Schvrierigkeit  darbietende  Rechnung  nach  der  Formel 

*WM5  i.Ä==- yf3c7  cot  2  e , 

wenn  man  nun  eist  X  «nd  K*  dilidi  Meeratig  mit  einem  Blaas«- 
stabe  aus  der  Zeichnung  entnommen  hat,  am  meisten  su  empfdi- 
len  sein  dOrfte. 


j.  13. 

Um  die  Anwendung  der  Im  ▼orfaergehendeii  eotiridcelien  Me- 
ihoden  zur  Auflösung  unserer  Au%abe  au  erlSntem»  woHen  wir 
jetst  das  folgende  Beispiel  berechnen. 

Zu  Gottingen  ward 

1809.  Mai  17. 

iieebachtet : 

«Bootis:  t^nUK  8«.29«».  A^ÖO».  $'.38^,70; 

«Aquilae:  f  r^l».  9f.  49,   A'=33.  33.  0,00; 

die  Hübe  k  ward  auf  der  Westseite,  die  Höhe  .h'  auC  der  Ost- 
aeiie  iles  JMendlans  genemmea*.  jils  KeeHMeoMloaen  und  DeoB* 
aalienfp;der  beobadiiBlaiL  Sterne- Miellen  ivk  anuel 
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M.  nfgsE295.  ^2,  17,  50;  d'=:  8.  SSÄ  8S,45 

^=     16«.  8»". 25«     /.»ac  2m44'.54",88 
i'«  .  16.  37.  49     .     vfvz    295.  22.  17,50 

/  $^     76.  22,62 

Um  dieses  Beispiel  nach  der  Iii  §.  4.  entwickelten  Hetbede 
in  berechnen 9  haben  wir  die  feigenden  Formeln: 


cotx=coi^äcQß6,coij(:f=i£(fiö'  cos 6; 
Jsioi=  mr/  -9  ein 


sin y ein  (f^ S)  einJehifa— dp  , 


sin  t = sfai  £  q9tJ^-r  d)  :9;ßlBt|'  cot  (x  —  dO ; 

,         cos  d  sin    sin  ^  ,  cos  d'smAsinl' 

sin 9=  — — ^'"^'d-   ^ — — 

eosi^      • "  ■  cosi* 
•  •  .     t.  f 

2co8d  cos  d'sind 


cost' 


Ii 


Es  Ist  nun: 


■  .(• 


logco8d=  9»37tp|ß 
log  cot  d=1^43^N^ 

log  cot  z=  9,80m43 

X=57o.  9'.17'',52 
d'=  8.  22.  35.45 
d'=48.  46.  42,07 
log8lnd'=  9,1633924 

log  sin  (X' — d) = ^^3047784 

^  18,4681708 
log  sin 9,7220258 
log  sin  ^=  8,7461450 
logcot  (%'  -    =  10,6861996 
logsints:  9,4323446 


,  ii^gcosOs  9,3752918 

Iege<itd^  =  10,8319497 
iogcot7/=  10,2072415 

X' =31*^.49'  14",12 

d=:20.  10.  56,02 

y->^=ru..3&Mio 

iQgsin^W  9;637]B280 

logsm(Y-d';=  9,8763137 
•  ~   '  'I9,ai4l417 
.  log  sin  x=  9^243515 
log  sip  4'=  9,4897902 

Icjgcottx— ^=  9,9425544  « 


.11 


«  3 
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logcos  Ä=9,9724805  log  cos  9,9953421 

log  sin  A'  =  9,7424616  logsin  h  =9,8846399 

log  siD  I = 8,7461450  log  sin  ^'  =  9,4897902 

0,4610871  —  2  0,3697722  —  1 

lo^ .  cos   =0,9669718  —  1       fog .  cos  P = 0,9669718—1 
0,494 1 153  —  2  0,4028004  - 1 

Num.    0,0311972  Num.  =0,2528136 

A  =:  50O.  3'.38",70 

A'=  33.  33.  0,00 

i=  15.  42.  2,15 

99.  18.  40,85 
90.    0.  0,00 


25=  189.  18.  40,85 
*=  94.  39.  20,42 

1=  94.  39.  20,4^^ 

A=  50.   3.  38,70 
,  — Ä=  44.  35.  41,72 
k'=  33.  33.  0,00 
i-Ä-A'=  II.   2.  41,72 

sr=  94.  39.  20,42 ; 

Ä=  50.   3.  38,70 
s-h=  44.  35.  41,72 

i=  15.  42.  2,15 
i-^A— 1=  28.  53.  39,57 

f=  94.  39.  20,42 

'    '  Ä'=  33.  33.  0,00 

-  •  ,-A'=  61.   6.  2a,42 

•*  ■  ■       i=  15.  42.  2,15 
#-A'— 1=  45.  24.  18,2?' 

logsiDj=  9,9985646 
log8in(i  —  Ä—A')=  9,2823469  .* 
logsin(*— Ä— 1;=  9,6841230 
T  iog8in(<--A^— 10=  9,8525338 


.  0,8175683-2 
^\  .         2)  0,4087842-1 

log  2=  0,3010300 

'^lllil.;  '"8*^^*  ^=  9,9724805 
log  cos  d'=  9,9953421 
iogsin^=  9,9874147 

0,6650515-1 
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'  0,6650516-1 
log.coat«=  0,9669718—1 
0,6980797-1 

Num.  =  0,4989761 

0,0311972 


0,0311972 

0,2528136 
0,2840108 

0,4989761 
0,7829869 


0,2528136 
0,2840108 

0,4989761 
-  0,2149653 


Da  8iD9  Dothwendig  positiv  sein  muss,  so  gil^  blf^M  der  erste 
^ertb,  und  es  ist  folglich 

sin  9 =0,7829869. 
- ,  ...  >  \ 

Also  Ist,  weon  man  die  Tafeln  der  natürlichen  Linien  nicht 
iraucbeo  will, 

log  sin  9 =9,8937545  /  'mnWvM 


lieh 


9=610.32'.  5^56. 


Die  Berechnung  der  Stundenwinkel  nach  den  Formeln 'tn  ^.6. 
»rlassen  wir,  weil  dieselbe  eigentlich  nur  auf  eine  gewöhnliche 
lusung  eines  8ph<äriscben  Dreiecks  hinauskommt,  und  daher 
diesem  Orte  eine  besondere  Erläuternug  durch  ein  Beispiel 
■cht  bedarf.    Im  folgenden  Paragraphen  werden  wir  aber  auf 
^  (e  Berechnung  der  Stundenwintel  zurückkommen. 


§.  14. 

Das  vorhergehende  Beispiel  wollen  w^  diid  auch  nai^  .^f^  in 
8.  entwickelten  Methode  berechnen. 


r.i  i 


Zur  Berechnung  der  Polhuhe  7  haben  wir  die  folgenden  For- 


0=0— a)'=Ö+A.36tf>, 

i=0,  oder  A=^  — i,  oder  Ar=-f  1  Ist.  Ferne^; 

2i£=:A  +  d,  2r=A-d; 
'  2m'=ä'  +  ä',  2r'  =  Ä'-->;  / 

sin  u'cos  v' 


sinucosr  ^ 

iW  —  r»    M  =• 


TT» 


cos  {u—v)  y,  4:0s  (u*  —  v') 
  cos  «  sin  t:   cos  u'  sin  t' 


cos  {n—ti) 


cos  (tt'—  r') ' 
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Jf  +  »   „  ,     M-M' . 


%  '     ■  '    •  \ 

wo  U  den  kleinsten  positiven  Bogen  bezeichnet,  weicher  diesen 
Gleichungen  geniigt;  etidHctr:  •      ,  ' 


1  'J:^Bta|>c«i5(0-P±l7) 


ft  i')|u  '|M>J — 'ii-tli^;if-'.t.    4»..;.-.   -t^4i  iff^n^i  ■ 


•II     :••  *i; 


T 

Ai'  cos  Pcos  (0— P4:  ü)  \ 
il/^ '  cos  Q  cos  iP-Q±ü) 


"  'Sto^Mitoeir  HTr  dü6  iratn^ttitdi«  ll«ehiMbg  «teil« 
Foim^n  auf  folgende  Art  dai: 

WO  issOy  oder  A=s — Ir  eder.As=-f  1  Ist  Ferner: 

^    sint£Cosv         .  sin  cos 

GOS  (tl  —  V)  COS  (tt' — v') 

mr  ^'        mr<  Sin  t' 

COS  (m  — «?)  Cos  (a'  —  r') 


'tl 
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€08  1/ =r  T-  COS  (P —  Q)  —  ^  '  ^  T"^— 

2  sin  g  ^oosPcoa^^ 

wo  C7  den  kleipsten  positiven  Bogen  beseifibnet,  weld»ac4im« 
GlMcliiiiigeD  genügt;  cuidlicii:         ,  '  '  * 


\  < 


(N+N)aitaPeoBl(Q^P±  ü) 
.   (Jf +ilf)sinl?cos|(P--e'it  ü) 

 1 — ' — • 

Well  die  Höhe  A  auf  der  Westseite,  die  Höhe  ^'  auf  der  Oet- 
<eite  des  Meridiaas  geo^mmen  wurde»  so  ist 

iid  ioj^fieb 

o«gativ.  Daher  kan»  olsabar  ttv  1  gesellt  weaiea»  oad 
«lietthN» 

0=760.  16'.  22",62— 3Ö0»* 
.  .  1410.51'.  48",69  •  ... 

^ggg;  10.  66,02  a=aO.  tO.  86^03 

««=70.    14.  34,72  2t>=29.  52.  42"W 

»=35.     7.  17.36  ©=;14,   56.  21,34  ^ 

e=14  56.  21,34 
=201  10. 


A'»»^.  33^.  0^,00  üfrsx».»'.  0^,00 

a'=J^22.   35,45  d'=:Ä  fe,35^ 

2»'=: 41.  55.  ;iö,4ö  2r'  10.  24,5S 
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p^=12.  35.  12,27 
tt  — o'=  8.  22.  36^' 


log«ioai= 9,7599035 

logCW»iyBe9,98506ö9 
9,7449704 
bgcos  (ii—t) =9,97248»' 
log  üfrz:  0,7724899 

if =30^5922293 


logflfaiai'^  9,5536029 
log«Mi»'s=  9^9894352 

'  log  co8<ii'-  r') =9,9953421 


—  1 


.1- 


,  t  4ogcofttc^9,^127]83 

iog8mp=9,4112743 
9,3239926 

logeo«  (u  -  r)  =9,9724805 

!ogiV^3sO,3515i21-l 

i^S5O^2240529 


log 


logilf'=:0,5476960— 1 
Jf-Q,3529360 

lögcd«ii'=:4^4W9S86 

logain  ©'=9,3382919 
9,3085504 

(n^>-o0=9,9953421 


u  ...I  I..  j|^iLo,59aÄ93' 

jy=0,352936Q 
;>f+itf'=0,9451653 


log(ilf  +  ;ifO=  0,9755077—1 
logtang^e=  9,8949408 

log(iir— ilfO=:  os^w-i 
iogtaogP:s=l(£4SBI79 

P=T*>.  7'.  38",36 


2V^=  0,2056877 
if+i^' =50,4)303406 

log(iV+A^O=  0,6338m— 1 

logtaDg|e=  9,89494(» 

9,5287531 

log(iV^iV»)s=    fta779B74— a 
logtangQ=  11,2507957 

Qss   86».  47'.  14",25 
•  72.    7.  38,36 

Ö-P=^   14.  39.  35^ 


log  (ilf  -f  m = 0,9755077 — 1 
log(ilF + if)=sO,6338133- 1 
log.  sin  (P-  q)«=:O,8068926  --^ 

0,4158426-- 2 
0,0703094 
^  0,3456332—2 


bg.2= 0,301 
)ogiao>a0^187_  1 
log8iiiQ=sÖ,999Sie9— >  1 

log.<Soa!  l  e«ssQ,7914438— .  1 


0,0703094 
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MJIf-^;if')=O,37803O6— t  '  rö<t2«aO,3010300 

log (2V—iV0 =0,2779574 -2  '     ■  logcosP=a4870008— *  ,. 

log.siD  (P—  Q)«=:0,8065226--2  log  cos  Q=0,7485210  —  2 

^^^f  logsiD  l  ^,5813256-1 

0,1178774  —  2        *  2   

0,3455332  -  2  ganz  wie  oben  0,1178774  — 2 
Num.  =  0,0221581 
co8(P— 0)=  0,9674448 


cos  17= -0,9896029 

ü=171o  43',  50^,41  ,  . 

e— P=     140.  39'.  35^89 
C7=   171.  43.  50,41 
Ö-P+r=    186.  23.  26,30 

e-P— t7=i-tlB7  4.  14,52 
^(0— P+  f7)=     93.  11.  43,15 

:^(Q^P^U)^^  78.  32.  7,26 
ü)=    7a  32.  7,26 

!(P-Q—  c;)=—  93.  11.  43,15 

log(iV+  iV')=0,6338123— 1 
logsinP=  0,9785187-1 


I 


log  C/Üf  +  JfO = 0,9755077—1 
logsiiie=0,9993169-l 

1 


logcos^(Q— Pf  l0===0,7461665-2„logcos2(P-e+ 1^0,^98^ 


0,3584975—2 

0,2731608  - 1 
1^^3367—1 


0,2731608  —  1 


-  7 

.  t  .  ; 


l.»gtaDg(450— 59)::?=^'9,54266835 

log  (2V— iVO = 0,2779574—  2 
log  cos  P = 0,4870008  —  1 

'•^gcos^CQ— P+  l7p=0,7461665-2«logcosi(P^Q+ 17)= 0,2983362—  l 


log  (iH  —  jfcro    0,3789306 — 1 
logcos  0=0,7485210—2 


■Iii 


0,5111247—4 

0,4257878  —3 
0,0853369  - 1 


lo?taiig(45^»—      =  9,54266845 


I  ! 


0,4257878 --3 
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Wb  M:  Mittel  swiMhdb  4mi  Mte  ^tdA«r  /«tWte- 

1  .  • 

nen  Werthen  ran  log  tang  (45^    5  y)  *      werden  wir  •  '* 


Mtien,  woiao»  sich  ergiebt: 

450— ?  9  =  190.  13^.  67«f45 

^9=25.  46.  2,84 

9  =  51.  32.  5,68  • 

Ferner  iet«  wenn  wir  jetzt  Ueur  bUr  auf-  fifinoten  gfXieikt 

log(iy+iV>)=0,(5338123— 1    .   .log (ilf+ilfO= 0,9755077  - 1 
logeio  P=0»9785187—  1 .  logeio  Q=;:C^9993169^1 

iogcoB^iQ-P- 1;)=0«2983362— llogcos^(P-  Q-  ü) =0,7461666-,^ 

0iA06t2-:^ä  v:mBtr=T 

0,7209911—2  \  '  X 

0,1896761"^' •    •  •  •  ^  .  . 

log  tang(45o — |<p)=:  10,«>948380 
450-  ^9  =  510.  X2' 

•o  daas  sich  also  hieraus  ein  negativer  Werth  von  f  ergeben 
würde,  der  natürlich  unzulässig  ist»  und  daher  bloss 

9=6R  32^.  6^,68 

geeetst  werden  kann. 

Die  geringe  Abweichung  dieses  Werthes  der  PolhObe  von 
dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  gefundenen  Werthe  dieses 
Elements  rührt  von  den  Fehlern  her,  welche  bei  dem  Gebrauche 
der  Tafeln  Obrig  bleiben*  iietztt  «an 
• 

logtang  (4Ö0- 9)= 9^26686, 

•  -  ■  .  *•  . 

from  na  eigentlich  dieselbe  Bereclitigun^  hat,  wie  zu  dem  vor- 
her angenommenen  Werthe  dieses  Logarithmus,  so  wfirde  man 
erhalten: 

45o-|-9=19o.43'.57''^i8 
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7« 

9)  =  51  .  32  .  5,64 

Kfirzt  man  diesen  Werth  und  Jen  im  vorhergehenden  Paragra- 
phen gefundenen  {VetÜi  .ven  g>  bis  aui  die  erst«^  Decimaktelle  ab, 
•o  erfaSlt  man  beicU*  Mm  slDirKip4taiiMiid  " 

.'L  j.. 
'  *«       .  I.:.»   •  I        'i'Kt'   .  I«...  »»1,1        .1  ..M.« 

Wir  flihien  dies  hier  iniT  an,  um  sn  zeis^en,  das«  es  nei  etwas 

weitläufigeren  Redioungen  immer  schwer  <l|ält^  sich  vor  den  bei 
dem  Gebrauche  der  ., Tafeln  iii^'<lbrig  bleibenden  kleinen  Feh- 
lern völlig  sicher  zu  stellen,  und  bemerken  auch  noch,  dass  wir 
aus  diesem  Grunde  bei  der  in  diesem  Paragraphen  geführten  Rech- 
nung ausser  den  gewöhnlichen  Loii^^arithmentaieln  auch  die  Tafeln 
der  natürlichen  Linie^  von  Sherwin  (Correcteste  Ausgabe  von 
1742)  benatzt  haluMi*,  ^ekii^^iroffreflllcbe  Sammlang  von  Tafeln 
wir  eigentlich  allCRi:  Phriges  Tafeln  verziehen,  wenn  auch  freilich 
wa  wOnschen  wäre,  «ass  an^r  -Ate  Tafel  der  natürlichen  Linien 
noch  die  Differenzen  für  ^Ine  Sfecunde  enthielte,  was  leider  nicht 
der  Fall  ist,  aber  allerdings  auch  eiii  grösseres,  d.  h.  breiteres 
Format  der  Tafelq  erfordert  ii^en  ^^.fifdf.^  • 


Was  nun  die'  belden  Standenwldiel  ttf,*»"^  betritt,  so  haben 
wir  suvOrderst  nach  dem  Obigen 

Für  Slssm-^^tf  haben  wir  nach  f^  tkiße  folgenden  AusdrOcke: 


oder 


ond 


oder 


*"  »Ii 


indem  man  diejenigen  swei  ^Seser  vlj^r  Werthe  von  A  nhnmt, 
welche  Hk  •        '  . 

 — 
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4 

positive.  Werthe  liefern,  l,  X-^i  sind  die  .beiden  aus 


sidi  e^ebend«!  WetChe  der  gabseB  Zahl     mid  f^        aiod  die 


beiden  ans 


-rill  Ulli  M-«  it*»)*!!'!!!      r  ii|nii.i2'<^>ig%i!  fr  'Mt'Mt.      .f  i:  -  . 


r:  I  /r  iff    ,i;m:  »:  n      •  •!  iP  Wi  ,72^.  7'.  38*.  36 


»;-Q  ==:  86.47.14,25 

t;:.  \      ' ' ; "  4*+®.=  458.54. ft«.«i-;::-;:v 

rii'J.i^ii.    .Ii         .  "    .     r     ü  ss  171  » 43  «  60,41  ..i        :  . 

Q-f  (7=t   33Ö.  38  .  43,02    •     "  '»  1  •«  J'.-» 
if/.li  I  ....  ,r:ii.MiP..H-.<iTP*?iT':>2,4^.#7.,^0,  :r  „...,..// 

Näheningsireise  bat  man  sur  Bestimnnrag  Ten  l,  l+lt 

1 


i=-.2.  X+l=-l;  , 
and  zur  Bestimmnn^^^op^^b,  /t+1  iiat  n^s^n  piUierungs weise : 

also 

^=-1.  ,.+1=0.  '  • 

Also  erhält  man  för  Ä  die  vier  folgenden  Wertbe: 


|347  .  11  .  2.»» 

Ä "r» 

' ..'33fc^ 3»  .43,02 


r.  • 
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Weil  San  aber  Pi-^f^'  P9«tii(f.  cos^  6  negativ,  also  iV^  neg^tkr 
ist,  well  ferner  «lii(P-r  Q)  iißg^tW  of  4  einQ  poeltiT  let,  so  let 


*  • 


I  K 


1  '  '  l 

D^ativ,  und  weil  quo,  wie  leicht  erhellet»  C08(P— -^A)  re«pecti?e 

«.«•,»* 

positiv,  . 
ist»  so  Ist  V^r  respective  . 

negativ 


Aleo  kann  bloss 


negativ 

positiv* 


^     |347«  11'.  2".20 
^       .  38.43.02 


geeetit  weiden.  Aus 

f^^m^k-f^'^  3470.  IK  2«,90 

erb&it  man  aber: 


und  aus 


ergiebt.  sieb: 


T"^  «^=316.27.19,79 

« 

« 

330».  38'.  ^"»l 
es »-»'=»-»3*43.  37^38 

0)  =  230.  27'.  32",82 
tt's:307  .  11.  10,20  ' 


Berechnet  man  nun  hieraus  die  Correctionen  des  Standes  der 
Uhr,  80  erhält  man  fiSr  die  ersten  Wertlin  voo  : 
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I       m  43*.  48*^1 

az=2n  .  44  .  54,88 
•  •  •  c«i-|-c=243.  28  .  37,29    .  • 

3)  81  .  9  .  32.43 
^  l^".  13"**  Ö4%49 

16  ,  8  .  2S  ,00 
.5  .  30,49 

3600-         44  .J2^40^1^ 
(3600— lÄ')  =  2g(r  49  .  37,29 
S)  83  .  36.  32.43 
'i^  m.  43».  1^,49 

16  .  37  .49,00  . 

5  .  29,49 

Die  Ulir  ging  aUo  hiernach  5">.'ä9^49  zu  langMin. 

Für  tlie  zweiten  Werthe  vod  uf,       hat  mau: 

« 

0)=  230.  <27'.  32",82 
.  «==211.  44.  54,88 

3)  15».40«>.  49«,85 

16  .  8  .  25,00 " 
27  .  35, iS 


••I 


«'=295«.  22'.  IT^^SO 
a00<»-a»'=  62  .  48.  49,80 

:   ;  »)  40,  ao. 4r:si 

3)  16«  10"».  13-,  85 
16  .  37  .  49,00 

Hiernach  wäre  also  die  Uhr  27'**.35sl5  la  geschwind  gegangen 
Ffir  die  ersten  Werthe  von  co,  co^  war  folglich: 
Verspitimg       Ohr  ss:B*..29«,49. 
Ffir  die  «weiten  Werthe  von  m,  ,m*  war  dagegen: 
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iMofem  mMi  üao  «u.der  Aj^mikm  hsnehügt  ist,  das«  Ab  Vkt 
M  wtit  berichtigl  war«  dim  sie  eioeti  so  gros&n  Fehler  wie  den 

iedteren,  d.  h.  dne  so  grosse  Abweichung  Ton  der  wahren  Stcün»- 
zeit  wie  die  letztere  oicEt  h^ben  konnte»  wird  man  filr      oi'  ote 

beite  ersten  Werthe  Uranien»  d.  h.  «an  wird  *  '-^ 

1  •  •  • 

« 

o>-=  31«.  43'.  42" AI  ■•  •    .     .'  .  •.. 

mf^i  t  27  -  im 

setzen  müssen.  Dass  riickj^ichtlich  ihres  tliglichen  oder  vierund- 
zwanzi^stündigen  Gangs  die  Uhr  genau  berichtigt  sei,  und  iu 
dieser  Beziehung  ein  Ührfehler  nicht  Statt  finde,  ist  im  Vorher- 
gebeoden  der  ICfirze  wegen  angenommen  worden. 

Wir  haben  das  obige  Beispiel  so  vollständig  gerechnet,  um 
die  Anwendung  der  im  Obigen  entwickelten  analytischen  Kriterien 
mit  möglichster  Deutlichkeit  zu  erläutere  j  in  der  Praxis  wird  man 
ridb  Öfters  kürzer  zu  helfen  im  Stande  sein.  Es  kam  uns  hier 
duaaf  an»  dnreh  strenge  thetretiseke  Kntwicfcelungen  die  eigent- 
liche Natur  des  Problems  in'  recht  heiles  Licht  zu  setzen ,  wo* 
ktth  naeb  iinMrer  Meiaoqg  «noh  der  Rrajcia  wesen^icli  gsnfitpl 
wild. 

••  .  •        •    ' ,  • 

j.  16. 

■  • 

a 

Wir  wollen  nnn  duiiii  dle*iac'S*  ^  Air  den  Fall,  wenn  ein  und 
'ttelhe  Geatiro  iwei  Mal  lieoliachtet  worden  ist,  gegehene  Auf- 
lv«ag  dnreh  ein  Beispiel  erläutern.   

T3nter  der  Voraussetzung,  dass  die  Uhr  rücksichtlieh  ihres 
tätlichen  Gangs  genau  berichtigt  ist,  sind  die  Formeln  zur  Be- 
ftimmung  der  Polhohe,  welches  Element  wir  der  Kürze  wegen 
jetzt  ftUein  io  s  Auge  üässeo  wollen,  die  (bigenden: 

S&fi(4{t<'-—    0  =  eosdsin  ^  6 , 


aintr = sind  sin  ^  0  sin  j  (A  4*  A')cos  |  (A  ~  A")  • 

1  : 

tiop=:cos^  Ö  V  siD*sin(*--Ä — A')  8in(j — A— t)  sin(<  —  A' — t) , 


sin^s  1  =  ; 

sin^  6cos(4ö«— jO« 


8b 


"  •^^«9o«.j^A+ik'+t    •    •   •  • 

Ii-.»..'.  ... 

Das  beobachtete  Gestirn  war  die  Sonne.  Nach  allen  nuthi- 
gen,  hier  keiner  Erläuterung  bedürfenden  Correctionen  waren  die 
beiden  genommenen  Soonenhöhen: 

1,  Äi=sa6.33.  21.0   .  . 

Atao  war  der  ZeitaDterselued: . 


tK4  mit  blM  aber  fo  Sl  mmOm  nm  15«,89  MM.  Hhk 
madrt  asf 

1  Stand«»  1  lÜBato»  1  Secvade 

reepective  ' 

;«...f.*  ••  yt  .1    0>,(Mllft;JP*,9IOB;  0«,0002; 

•Im  aäf  a*.  36^ .  44*,8:  I 

.  isao+o-.38+i)',oi=ise9;=is7, 

Pahor  Ist    .     •  ' 
und  folglich 

3^  =  19.  38.  18.7 

•  •  > 

zu  setzen. 

Die  Dßeliaatkm  der  Soom  war 

a=— 2«.  14'.  nO; 

also  iat  i-  . 
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logsio  j^ö  ==  9,5228925  ' 
log8iD(450  -^|t)  9^225618 

TZ  i  SS  25.38.35.8 
:s  51.  5.13,6 


Es  ist  abo 


A  s30».41Ml''3 

Ä'=26.33.21,0 


1  ==51 .  5  . 13 ,6  ;j     n  • 

A-A'=10.  7.50,8        gC'^+Ä^-.dl.  J7.1ö,4 

2,=204. 19.46.4         Lä^A0=5.  3.65,4 
*=102.  9.53,2  * 

Ä'=  38.55.20,4  ..... 
t..-A— 14.33.37»8 
«— A'— 34.3I.I8,r^  * 

Falglidi.Ut:  . 


II« 


logmDd=8,5912065. 
.  log  siii^  6  =r  9,5228925 

log  ain    (A  -f- xs  9,7196810 

iogcwy(A--A0i*i^ft9Ö83«»'^'  ^ 

logsinu=7.83l9806„  ' 


und  feroer; 


TMl  UV. 


1 


logßiu  {s—h—h')  =:;^7981438 
logsin  (t~^—i)  =  ^,3953939 

o,gai7e4ft«-a 

log8ioo= 9^753043 

Es  ist  also  .    .  , 

.-I«.      .  I 

(K>.23'.2(r,9 

t>i=  +  13  .  43  .  38.8  ..  .t.i.  .,.._. 

u  + 1>=+ 13  .  20  .  17.»  :i=  +  «•.«'.fiP.» 

M— vs— U.  «.iW.7  j    •••i:.  - ^1-  ■• 

und  in^d^  Fofmel^   —       .»M  '  !.'••-. .4 OL- 

1  1  »  . 

2si^  j(iii:©)coSj  (M=Fr)     *  * — 

8109=:  j  ■  ^         ■  1 1  : 


liefern  folglich  die  nntereii  Zeichen  «ÜHihar  idWerfniodbalÜvei 
Werth  von  sfai9»,  4er  hier  umoliwig  M,  weshalb  man  also  dii 
oheren  Zeichen  ^^^W^H^  Kü  o! 

<l-Sai«n2-(il-ft>)«os|(u~r) 
siny=  j  

seUeomuss.  i>e||WltfM«9i  ,x  wol 

iog8iiij(«+i)=&,e6*ew9  ^*  ^ 

j  log.cos(450-2»)«=:0,9489!5ßQ- 

logcos  2  (u~o)= 9,9966962  9M7IS19r 

19,3620921 
9,4718191 

log8iD9=9^9087äß  9=51«.  a'.  37",5 

.#1/  ii  Mt  i' 
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.ÜMeiT.  Beispiol  iisll  äQB  Btohbieijfeet^T'S"An#tt4tdh6^ziir 

jjeo^rapbischeBi  Ort  ä  best  iinini«tef;  Cr^tHVi^«'!»  ITÖIK' 
8.  279.  eutleiiDii  und  dort  naL>h  der -Methode  Towß^ttwes  he>^ 
rechnet  ß o hiienberger  lindet  am  Eude  f/>:2s51**.  O'i  50^, 
und  dieselbe  Angabe  findet  sieb  auch  in  Littrow's  theoreti- 
sdier  und  praktiscber  A^t?«»ttüiMe.  TbeilL  Wien.  1821, 
S«  188.,  wo  dieses  Beispiel  gleicbfalls  tm  EriSutening  der  Me- 
thode TOD  Doo^^  beoatzt  ^ir^y  iäber  ohne  es  Follständig  ans- 
zurechnen,  indem  das  Resultat  Wohl  mir  aii^  üohn<en  her  ^er*8 
obigem  Buche  entnoniruen  ist.  Dieses  Resultat  ist  aber  lalscb, 
und  der  Fehler  konimt  daher,  weil  ßohnenberger  am  Ende  der 
Hechnuog  (S.  282.)  eine  ganz  andere  tSonnen  -  Deciination  in  Ad- 

-^2«/mfl8M<:0tatt  4^^^.i|",a-  •mft4$ii«»>M  BbdeV'lvi^^ 
forderlich  war,  dieselbe  Sonhen>-l]^öHbath»n  wie  ani  AÄfa^ge  Iii' 
Arnvendoog  gebracht,  so  wOrde  er  In  seinen  Zeichen  gefunden 

ü=  36«.  42'.  13",7»)  , 

Aeq.  Hohe  =  WTWVSBT?"-^*«^»"" 
Bqeite  =  51  .  3  .  37,3 

sehr  nahe  mit  dem  vorher  nach  unserer  Methode  erhaltenen  Re- 
sultate abereinstimnie*duii<Oie.  io»^!Bdiratobev4e^<Jlünl^tthM^ 
gelegte  genäherte  Breite  war  crenff  genommen 

darf  man,  wenn  maln  die  ISäheriAigsmethode  vpa^jp>ouwe8  an- 
wendet, nie  unterlassen,  di^se  Methode  wenigstens  zwei  Mal 
hinter  einander  in  Anwendung  zu  bringen,  um  sich  von  der  nahen 
Uebereifistimmung  der  beiden  erhaltenen  INäherungswerthe  zu  ver-' 
sichern.  Thnt  man  aber  dies,  so  wird  die  Anwendung  dieser 
IWlerungsmeÜiode  iinmer  weitläuis  t^u^faULep,  insofern  man  sie 
nicht  durch  ^n"  G^brauclr  i»Mmderet''Tareln  al)kurzt.  leb  habe 
immer  die  vorhergehende  ganz  genaue  iMethode  in  der  Anwen 
dung  sehr  bequem  gefunden,  und  ziehe  sie  für  meinen  eiffMen* 
Gebrauch  jeder,  streng  genommen,  immer  mindestens  zwei  2aal  in 
Anwendung  zu  bringenden  Nähenifigsmethode  vor.  c*'*^" 


*>  Uebrigiyis  i^  ab«  bis«  bot  Bob^^^^i^rg^f  Hk^^  nodi  efai 
anderer  liUclüiäogtfelildr,' IIa  SU 

'  AiiJ5r=9;fT<»776 
vvrl^.'JQoMbllberger  angiebCv  '    ......in    'tlf.i    *  '/ 

>s«»b  «»li"'^  «I'hIi'/..-»       I     jw  — 3ti<'  42'  ■  -d  ' 

^=36".  42'.  t7",2 

gebort«  leb  fahre  dies  hier  an  j  '^elK  B  ohnenberger*«  helcannkea  Buch 
immer  noch  haufi«^  von  angeheiulen  Beobachtern  gebraucht  wird,  und 
•ach  meiner  (^^leich  naciiiif r  t'ulffpnilc^  Ji«feehnung  de«  vorhergebMidea 
Beispiels  aadi  der  Hetnode  TonBonwea  wegea. 

6« 
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Will  man  das  vorhergehende  Beispiel  nach  der  Nähcnings- 
niethode  von  Douwes  rechnen,  so  nuiss  man  mittelst  einer  genä 
berten  Poihühe  cp  zuernt  die   ^eniiherteB  Stunden winkel  o,  oi' 
mittelst  der  Formeln 

G)'— a>=0, 

j                  81 D  ij-  (A— AOcos  1"  (Ä  +  A') 
8in  j((»'  +  ö))  =  j  ' 

wo  A  die  in  der  Nähe  des  Meridians  genommene  Huhe  bezeich- 
nen  soll,  suchen.  Dana  ündet  man  den  zweiten  genäherten  Werth 
{(p)  der  Polhühe  mittelst  der  Formel 

1 

cos  { S — ((p) } =sinA  +  2cosö  cos^sin  ^  ca* , 

wo  man  aber,  wenn  man  sich  bloss  der  gewöhulichen  trigonome- 
trischen Logarithmentafeln  bedient,  am  besten  noch  einen  Hiilfs- 
winkel  i//  mittelst  der  Formel 


sini/; = 2cos5  cosg)  sin  ^ 
berechnet,  und  dann  {(p)  mittelst  der  Formel 

cos  { 5— (9) )  =2sin  2  ( ^*  +  ^ )  cos  ,j  (A  —  1/;) 


oder 


cos { ö—(<p)  I  =2sin  ^  ( ^  +  A )  cos  ^  {yj  —  h) 


liudet. 

Im  obigen  Beispiele  war  nun 

Ä=36o.  41'.M1",8  <=23«.37»-.  4',D 

A'  =  26  .  33  .  21,0  /'=2l  .  1.19,2 

20.14'.  9",ü 

Auch  weiss  man,  was  vorher  zu  bemerken  nicht  nOthig  war, 
dass  die  beiden  Sonnenhöhen  auf  einer  und  derselben  Seite  des 
Meridians  genommen  wurden.  Mit  Rücksicht  hierauf  findet  roan 
nun  für  die  oben  angegebene  Verspätung  der  Uhr  ganz  wie  vorher 


.  •     e=ia'  — »=38».  56'.  37"^     .  .  ...  i 

uitil    .  fni  I'     ..  ..»  1 

•,,f.,r>.:-.-;  .J;.  f  ^  :re=19  .  28  .  18,7  '  "  -. 


r  «Ii 
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Alt  geaiherte  breite  nebiüeii  'ji  ir  . 

■  9^610  ~i(y. so: 

ao,  und  führen  dann  mit  hier  sweckmässiger  Anwendung  der  de- 
eadischen  Ergänzungen  die  ttecbouog  auf  Iblgende  Art: 

A+V  =63. 14.32,8      '   "  4(A  +  A')=t3l«.  9?'.  t6».4 
i-A-sW.  7.60.8  ■•»•••-••• 

afC*-A')=F  5.  3  .86,4 

.    -  •  '  .  .  ".— !  V|.«.  I.». 

log  sin  i  (A-ÄO  =  8,9459242 
••/Vi  .  .  f. 

^.  lo^cos~(A-|-A')=9»U302013 
'i.  .'   .  .!  .  cciiogcosd=Q,WI03307 
ciiiQgsui^e=:0,4771075 
crf  log  cosy  =  0,2028237 

I-»«:  •/  •»«  ..  .1  ii-."'-,  '  «r     •    .    :        '  '-^Ji     I  .**|«*..vi 

Sil*  '  I        •  •  •  • 

'••.I  •      »:j  .  I ..     I  •  mJKsL^mfifff,^        j^od"»?)!  .. 

»  I'..  ;*       .III  I'  r»  ^«  ••«.«1  »'  • 

Iog2=0,3010300 

.  • .    .  ..I   .      •  logcbe9»aB^^797l76»      •      • ' 
log.8in|tf»::^(W4S0B 
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*     1^=^  O^i  4)^.  6c2\6!  HÜ  oli'iilöin'j  AI 
Ä  +  i[;=36  .  42  .  4,4 
1/;=36  .  40.  19,2 

M.  .  il»    III  I»;; ;  VI«  ^   '**i(yi4^'(fJ^18  .'Sfl".    2  ,2    ^'  "  * 

t^;)=l8.20.  9,6 

log2  =  0,3010300  • 
log8iii2(Ä+i^;)  =  9,4980//5  .  - 

logco8|(Ä— 1^;)  =9,9773705 
log  cos  { a— (9))  I  =  9,77^780 

d  _(g,)  =  -55o.  17'.  42",  6 
\_Jj+i630.  17'.  42",6 

'  :UW».  »  .  33",6 

Da  diese  Polhuhe  von  der  angenoipmeDen  Polhohe  um  meh- 
rere Minuten  abweicht,  so  w(irclie  es  tiomerbin  nuthig  sein,  die 
vorhergehende  Rechnung  nochmals  für  die  genäherte  Polhuh^ 
9=51^.  3'.  33", 6  zu  wiederholen,  und  einen  dritten  Näherungs-i 
Werth  der  Polhöhe  zu  suchen,  denn  hur  auf  diese  Weise  wird 
man  den  erreichten  Grad  der  Näheruni;  prüfen  können.  Auch 
weicht  die  jetzt  gefundene  genäherte  Polhöhe  von  der  durch  die 
oben  geführte  genaue  {Dehnung  gefundenen  wahren  Polhohe 
immer  noch  nahe  um  4''  ab,  so  aass  also  eine  solche  nochmalige 
Wiederholung  de^  "Näheruhgsfechnung  in  der  That  auch  keines- 
wegs überflüssig  sein  würde,  was  wir  jedoch  hier  füglich  unterlassen 
können,  da  es  uns  hier  ledigtlich  um  die  Erläuterung  der  ali^e< 
meinen  Methode  durch  Beispiele  zu  thun   ist*)   Ist  aber  eine 

*)    Weil  ich  jedoch  die  l)eilxcfi|»de;Rerhnung ,  bei  welcher 

p:c8ctKt  wird,  aiisgefiil^i  J^e,,  so  yv}\l  ic^  dieselbe  xnm  Ueberflus«  nocl 
hersetzen. 
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Wiederholung  der  Näheningsrechnang  nüthig,  so  scheint  es  immer 
vorzuziehen  zu  sein,  die  Rechnung  gleich  ganz  genau- nach  der 
im  Vorhergehenden  entmckelteo  und  durch  ein  Beispiel  erläuter- 
ten Methode  zu  föhren. 

•  • 


.I».-   IfM'jxi  ti  •jisttih*iVit\  .M       .M-  .!  l  t   i-i  -rr.U  \<it. 

'.  'li  j  Jil'il  . '.'  .      '  '   •  ^         ,  •*•  ,*.*••>     •»  ('    ••:*;!■•  f'-'.  ^fMiii 

lilvh  im.       .  a-  ;  /CrilogcOi^ »=0,0003307,  'ji'iii.-.  iJi  h  iiljiii 

Crf  log  coay  =  6,2016842  > 


*   *  '  j-(«'+«)=2lo.  2'.  4T",7  ' 


»  ..  ...  i(-'-»)=W.».  18. T.  ..  , 


0.4T.  14,6 

logcos^  =9,T08nM 
*•       •  '  ]ogtin^=  6,3750891 

••!  " 

(A-H>)-i8  .  21  .  0,4 

•  ^     .       •        •  iS 

t  *      .  '•   ^'  ,>.   . T  >i  »1.^     ..^i  Vif-« 

•  •  I  ■    .  •'itiiK/.   IIS**:*»'  11  ^  üTi^r  *  .  • »    t'  *;     •  'rii«  «i^niav.«« 

«•»»■•  .*   ni  "lt||tos^(A^*^><C:t^7860fe    '  •    V\*  j  •»•In 

■i'j     ••„•»••        iogcos       ^^)|  =9J^7i7^i4^«K',  ^- i«>4/.x  5?!»««  »Hiil"  ••• 
'         .»J-  .•       .ir    l-iit"»,  i»  •i»!*!in   »•»•Ii  h,u** 

|L^9)=:  —68*.  IT'.  47^1    .jini-r  l- 
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fi.  16. 


Auf  das  in  6.  13.  und  §.  14.  berechnete  Beispiel  wollen  wir 
nun  auch  die  in  §.  12.  gelehrte  Construction  anwenden ,  wobei  ich 
bemerke,  dass  ich  niicn  bei  der  Ausfiihrung  dieser  Construction 
zu  dem  Auftragen  der  Winkel  und  Linien  eines  mit  einem  Nonius, 
der  Minuten  angiebt,  verseheneu  Boussolen -Transjiorteurs  und 
eines  sogenannten  tausendtbeiligeti  Maassstabes,  welcher  letztere, 
nicht  sehr  sauber  auf  Messing  aufgetragen,  keine  sehr  grosse 
Genauigkeit  gewährte,   bedient  habe. 

Damit  &  positiv  werde,  setzen  wir  jetzt: 

£=16««.  37"».  49«,  A  1=330.  33  .  0", 00; 

<'=16  .    8  .  25.  /4'=50  .   3  .  38,70; 

und 

«=2950.  22M7'',50,  d=  8».  22'.  35'',45; 

o'=211  .  44.54,88,  d'=20.  10  .  56,02; 

so  ist 

ö=15(«-0  — («—«')  =  — 76«.  16'.  22'',62. 


(  +  530.  17'.  47",1 
^       I—  2  .  14  .    9  ,0 

=     510.    3'.  38",l 

Dieser  Werth  der  l*oIhöhe  weicht  von  der  angenommenen  genäherten 
Polhöhe 

51".  3'.  33", 6 

nur  bloM  noch  um  wenige  Secunden  ab.  Der  oben  gefundene  genaue 
Werth  der  Polhöhe  ist 

5lo.  3'.  37", 5 

wogegen  der  vorher  gefundene  Nnherun^^swerth  nur  noch  um  0",6  xu 
gros«  ist.  Streng  genommen  würde  niun  die  Näherung  nun  immer  noch 
einmal  wiederholen  müssen,  da  man  noch  zu  keiner  vollständigen  Ueber- 
bereinstiiumung  mit  dem  zum  Grunde  gelegten  Mäherungswerthe  ge- 
langt ist,  woraus  sich,  wenigstens  nach  meiner  Meinung,  ergiebt,  da«« 
die  obige  genaue  Methodo  der  Näherungsmethode  in  den  meisten  Fällen 
vorzuziehen  ist,  wenn  man  die  Näherung  bis  zu  einer  völligen  Ueber- 
einstimmung  zweier  auf  einander  folgenden  Näherungswerthe  treiben  will, 
was  doch  natürlich  eigentlich  die  Strenge  und  Schärfe  der  Rechnung 
erfordert. 


Google 


I 


Weil  die  Hube  h  auf  der  Ostseite,  die  Huh^  4'  auf  der  Westseile 
des  Meridians  geoommeD  worden  i^l,  so  idt''^'  <- 

od  h  der  Fennel 

nur  X==0,  -^IV  4^  v0eto'«lBW>  ist  also  oiealMur  i=-f  1  zu 
selzeo,  welclies  giebt: 


«=  8«.  22'.  35",  45  ^=330.  33'.  0",00 

Ö=8l,  37.  ;24,55 
900— ib=:ö6.  27.  0,00 


90O-Ö=81 .  37.  ;24,55  .  j^.  ,l|p?^*5FÖ§;n.Ä7  .  0,00 


.....     „„ Jf», ,.4.s>4^  =  (W»'74)Tt^rr*)f-. . » 

•    •/  24,55  =(üOPp^—<ÖO?--A);  i     .:..;.  / 

;  et.  «t.  Ö,t>-<Ä5-U90«>-^  +  (90^  -M-»^ 

*-     .  1*11'      >  M-     :  ::  •••.}•»   V'«'.»        i         ':\*Hf  Uli 

:  »;      i    *{  MiJilH'*'       «I '•• 

DO«— d'=69  .  49  .   3,98         90O-Ä'=39  .  66.  21,30 

W^'^m.  56 j  21,30  n\l  «».JiUw 

m.  45  .  25,^ = (fiO^O + (yO«>-A') , 

9».  öa'.'4«Jil8e=(90ö-^)^  (90^05 

2l,34=yU9go-.^0^(W^-A')|. 

es«--»'=:383P.  44' 

f  I 

iod  ,      »    '«'-^-.  *  -r:;  -». » 

•*  . 

m^r.'.  III...  ^HWr-^>'¥(ß^r^i^^Unm.v)il'fiU  ^ui.  du.  Mi 

I  t(90t»-d)-(90o-A)|=12  .30; 


{ (900-5')  -  (900-/01  =  J4 .  56-, 


also 


K.N  I  I  .•n.l4aiig.y<(900--5)-f(90O-Ä)  1=2,610 
tang  J I  (90O— d)  -  (ÖO^— A)  |  =p,223 
tang  i  { (900-d')  +  (90«— A'))  =  1,422 


.  1. 


Die  Construction  auf  Taf.  I.  ist  mittelst  der  obigen  numerischen 
Werths  ganz  ^»ach  der  }fi  $.  12.  gegebenen  Anleitung  aus^^eführt 
worden,  und  die  betreflfende  Figur  bedarf,  als  vöHig  durch  sich 
selbst  verständlich,  keiner  weiteren  Erläuteraog.    Der  Radius, 


für  welchen  die  Tangenten  aufgetragen  worden  sind,  ist  ein  preus- 
sischer  Decimalzoll.  Die  Durchscnnittspunkte  der  beiden  Kreise 
sind  C  und  />,''urnl  ihre  Entfernungen  von  dem  Punkte  auf 
dem  Maassstabe  gemessen,  finden  sich: 

^        OD  =  1 , 240 '  " 

welchen  Linien  als  Tangenten  die  Winkel 

entsprechen i  •  ~Oie  erste  Etltfer^ung  glebt  also  . 

■  •  >\  ■  'I  (lg^:ig,i~ld>  -•  I  g,= 1^ .  J'r, 

und  die  zweite  Entfernung  giebt    '''  ■■■i::  ■  l'.  lu,. 

■'■  •, 

^(90»-g.)=45»-^-()p=51«.7'.  ,„ 

I 

Da  sich  aus  dieser  letzteren  Oleichiing  ein  hier  nicht  zulässiger 
negativer  Werth  von  cp  ergiebt,  so  kann  bloss 
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t..  tl.l/ 


sein.  In     13.  tat  gefundeo 

M.QMllMtlOnsg^tir  .i^/  III  11'/  >r,n    .m-f>  ft  #  Ii.'/  Irf-Mil  Mr»/ 

•i"  .ilfi  »^i:*;  H'Hiß  i!:»i>i'^ßfrTmif    5»rtjJi'  «•  «t*         Hi,l>!«>il  m'iIm 

A  glaube  abetf K  dfiteitiaaiii'teii  fAilt^«i4«iiil  fl«Qli  »u^^ecei  iSiHt^ 
Mi  bei  AmdOlitm^i^kr  Gdti^tnj^tiw  eioie  «och  bessieri^  lUeb«^ 
nmufay.  iH  i lüi'Jw r  Co— WctMn  iitid.  Ij^^jbii^  h|ii<ii  iüHOißkm 

Für  den  PunJct.C,  w^sfctAw  |il^iH»a|»ren,JPftJ)ivh©,^i?4^ricla,Hifi* 

MgUcb  Dftcfa  f.  13. 

taiig  j  Ä  =  ^f'(o+»')=^^  cot  j  e  =  n^^f  ^* 

«o  Dach  dem  Obigen 


logcot|>6=10,10510Bg« 

iogll=  1,0413927 

logtaog^  A=r  9imS7l55» 
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2 


Also  ist 


tÄ  =  g^(a)+a>')  =173  .  23 


1  4)iss315  .  J6 
^*  31  .  Sl 

was  uicht  viel  von  dem,  was  wir  in  §.  14.  geAinden  babeo«  ab- 
weidü«  wenn  mao  nur  nic^t  uobeachtvt  lisst,  daM,  mm  ^ 
io  §.  14  war,  jetzt  natirlich'  reapediflB      » ist 

Ich  halte  die  vorhergehende  Construction ,  'namentlich  in  der 
Erweiterung;,  welche  ich  ihr  für  da£i  Problem  in  seiner  allgemeiD* 
sten  Gestalt  gegeben  habe,  und  da  sich  auch  aus  ihr,  wie  ich 
gezeigt  habe,  leicht  die  8tundenwinkel  herleiten  lassen,  für  io 
tfceoretUrtiiher  Rficksicbt  «ehr  bemerkeDCtwerth ,  glaube  aber  auch, 

%vreekM98illg«>  AnmadtHlg  "in  der  Praxis  ^  van  >  ihr  machen  rItfaM 
dfirfte.  Ea  wOrde  sich  selbst  leicht  ein  besonderes  Inatnmieat 
angeben  lassen,  durch  dessen  Anwendung  die  AusfiihniDg  dieser 
CönStruction  noch  mehr  erleichtert  werden  wdrde^    <  •    •  i>  ' 

Vielleicl|t  findet  sich^  der  .eine  oder  andere  Leser  veranlasst, 
Aber  ein  solches  lutMmiiit- Weiter '^nacllsadeoksn  und  da«  Eigeb- 
nias  mitsutheilea. 


t 


.Li         »fi'i  il'»i».  .■ 


I 


r<\  .ii« 


I 
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U. 

Velkir  dl^  Bed^isuns,  niiter  w^hOtet 

Ton  dem 

Henm  Pffyfesiot^|](x.  Hessel 

MB  der  Unirenilit  n  Marburg. 

« 

••'Kif-  II*  :       «•»/  •    in*  •/:!/. 

4 

Lehr  tat  1. 
WenD  e  die  Ginod'ialil  des  aatfirlich^n  Logaritk- 


:v^a>v7*)  . 


ist»  auch 

gleich  viel  welchen  W^rtli  Ikaii  der  Zahl  x  gleht« 

Beweis.   Es  ist  a'>a;,  vtenn  xJa^Lc  ist,  d.  h.  wenn 

•'■    .     .       •    .  •    t.i  ^.  *  »:!••. 

ist 

Da  aber  diese  Ungleichung  für  jeden  Werth  von  x  ^elteß. 
soll«  so  muss  sie  insbesondere  auch  für  jene  VVertbe  von  a:  gel- 

ten,  *welehe  die  gtOevleii  «Weilbe>  ves  •  üefmi« 

«VI 


«  _ 

♦)  Ve=:  1,444568....  weil  «=2,718S818....  •  •  .• 
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Um  diese  to  finden  sei 


Ix 


Es  ist  dann 


rfy=-^— und   ji  


Setzt  man 


also  07  =  0  ist,  dass  daber^^i^n  ^^^>  aiso  a=VVi8t,uDddas8 
wall  fOr  a?se  aadi 

dae  iMgatife  GiOaaa  iai,  der  getaadeae  Werth  Ton  —  =  —  ei^ 

ix 

Mazimam  von  -z  Mia  mtae* 

Um  alMT  za  nntersaehen,  ob^för  poaili?(»  Wertiie  vea  ^^kela 

anderqiitt(yi^l§»riit«giogawi^>l>J<wianüv#a  wfbf  wdkeaüawn  *4 
ael  > 


l)    ^=e-fi,  also3f=-^ 
Es  ist  daan  ..  ^ 

und  dieser  Werth  ist  für  jedep  positiven  Werth  von  f,  der  zu: 
sehen  bis  i=QD  liegt,  aicliw>btets  negativ»  weil  /(e4-Ö>'  ^ 
also  >J  ist. 


2)  Ist  andererseits  -   *  •  ii>'-         i:.!  -  t 
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«  =  «-1»  also  y=^^^f^> 

Ii 

wobei  iyO  und         algo  nnd^O  ist,  so  ist 


imd  da,  für  t^^^iiaM.^ft^Wk  alm  <1  tot,  fo  ist 

auch  hier,  bei  Hl  Wacheeft)  atqh;  zwischen  £  =  0  bis  £=e,  d.  h. 
beim  Abnehmen  von  ttf»1i|6ben  d?=:e  bis  x^O,  der  Werth 
von  dif  stets  negaÜT,  also  ^  stets  abnehmeDd,  so  dass  «  iwi- 

scben  a;=e  und  jps=0  keinen  Werth  mehr  erreicht«,  dec  wäre. 

Es  ist  also  zwischen  ^=0  bis  ;i?=oo  der  Werth  von  t/=  —  t 
welcher  so  xsse  gel^M»'  diii;^der  Werttb'-^  « 

„    tr     /e     1  u 
Ix 

der  grosste  Werth  von       und  es  existirt  zwischen  diesen  Gren 

Ix 

zen  icein  anderes  Maximum  von  —  • 

X 

Es  muss  also,  wenn  fiir  jeden  positiven  Werth  tod  x  stets 

1  •  - 

sein  soll,  /a>-*  also  a>     e  sein. 

s 

Was  nun  negative  Werthe  von  x  betrifft,  so  ist,  wenn  anor 
positiv  ist,  ohnehin,  falls  0?=— o  gesetzt  wird,  stets 


eioe  positive  GrOsse,  mithfai  stete 

a-«'>— e. 
Auch  ist  ohnebin  a^=^l  also  a®>0* 

e 

Es  ist  also  für  a>V^ e,  für  jeden  Werth  von  x,  stets  a*>ar. 
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Anmerknng.  IN«.vitiebtig8teii  maaaulieD  gehörigen  Wertke 

Ix  * 
von  X  und  von^=  —  sind  folgende: 


:r=0 

OD 


^=0 


1 


Ii  .! 


i 


.  ,  ..Maximuni 


Meo  vo«  <PV  iti 
4**  iher^  "  f 


V. 


4  • 


Werdie  iBind: 


V    '««i/  lt.. 


1 


^=0 


s  A 


=— HC*. 


•  Ii  •  I 


^       t         .»     «...  .  •  » 
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♦       •      « *  ^ 


i  "MUT 

Udler  drei  Haaptarten  Jboy^^h« 

mensystemen« 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel  ' 

Aus  dem  im    vorherge|iendea  Aufsätze  bewieseoeo  Satze 


äe^  93.) 


»Wenn  a>V^ «*),  «o  ißt  für  jeden  Werth  von  x  stets 

^ebt  sich  als  interessante  Folgerung   eine  merkwürdige  Eiii- 
eiiaog  der  Arten  von  Logartthmensystemen« 

I   Man  ersiebt  nSmlicli  sofort: 

I)  das«  es  Logarithmensysteme  ftlebt.  in  deAeol  jede  Zahl 
f)  gita«  als  IhB  Loe^uMM  (log.ar{:Z)  ist  Es  sind  diess  mlls 

ene  Logarithmensysteme,  deren  Grundzahl  a>V^ e  ist;  fiSr  disse 
it  also  bei  jeder  oeüebigen  Zahl  Z  stets 

Z>log.art.Z5 

■ 

iMs  dsoigeniäss  issbasondevet 

1)1)  im  nsttiriiehcm  Logarithmensysteme,  vi^o  a=ä(rts29  718S6L*< 

•    ilso  o>V7 

•>  1,4445681   J  .  .        •     '  ' 

ise,  Mih  iZ^iZ  s^m  muss; 

...  .    •  •  ^    ^  »•••• 

•)  #:=«J182818...  and  Ve  ==  1,444508  .V*  / 
[TktU  MV.  ♦  T 
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dass  ebenso 

1,2)  im  Briggiscben  LogarithmeiiayaUme,  wo 

as5lO>  VT 

M,  aucb  Z>log2  sein  muas; 
2)  dasa  es  elo  LogaritbmenByateni  giabt,  in  wdcbem  dl 

e 

Grundzahl  azrV^ist,  welches  die  merkwürdige  Ei^fenschaft  be 
sitzt,  dass  in  ihm  ein  Logarithmc  existirt,  welcher  der  zugehuri 
c;en  Zahl  gleich  ist,  nämlich  der  Log  6,  dass  aber  Jeder  ander 
Logarithme  darin  kleiner  Ut  als  die  dazu  geböjige  Zahl.  | 


SO  ist 


also 


logarte=e. 


i,2)  Ist  femer  Z=a«<s=e    ^^^s»,  und  es  Ist  ir  ^  1  •  iri 
niebt  =1,  SO  Ist  a;.s<s'»  also  log.art.Z<Z;  denn  wi 

x,e^e* ,   so  musste  l^s  suo  aber  üOk 


jj',         •  ^  •  Auen      -  •        •  .  .    "  ' 


aucb 


«  • 


*      f  t  . 

ist,  und  demgemäss  fiir  .-r — '1=0,  also  för  a:=  f 
y  ein  ISlinimuni  (nämlich  ,v— c)  wird  (indem  fiir  f^cfe^ 
■  •   V  r4»»  ;>  1  i^>  beim  Wachsen  v«n  a  der  Wertk  v< 

wftcbst,  bis»  bei  xss  +  »,  aoch  jvrz^sso»  wir«!  . 

auch  für  jedes     das  positiv  und^-^sl  ist»  beim  Alt^ 

men  tob     der  Wmllk.rm    WSabtt^.hls,  M  aessz^ 

aneb  jf^-^rpr  =oo  wiid)»  so  folgt«  dass  fiir  Jed«« 

\qoJ 
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) 


'. :       -  *x  "i!  ff-  !•;  e  _  ■     ( : 

sitive^,  das>  oder  <lisf,  beia=\^ e,  auch  steti 

}  .oder  e'>«.«  «da  nuHL 

Iii» 


ZaU>lag.aTL 


Da  ogn^  .^bkiehui^  ßifi  ^ineü  negativen  Werth  von 


«,  «»•«>^.e  ist,  90  ist  bei  a=V<r  i 
0ch!edene,  l^^aritiuiini  frieiaer  als  dl 

Zahl : 

;  V  <«k*>oi  h^i  *•  « 

log.art.e^e» 


eder  Toa  -|-e  ver- 
e  dam  gekMg» 


Jftg.art(cdb5^)<(cdb^)..,:  . 

3)  dass  es  Logarithmensy steine  a:iebt,  in  welchen  auch  Lo- 
arithmen  exiättr^n,  die  grösser  sind  als  die  dazu  gehörigen  Zah- 
(oebea  siiieKii  d^r  asidiBr  betreffenden  Zahl  und  neben  anderen  die 
ab  die  betretmdeii  Zahlen  sind).  Es  sind  diesa  die  Logarith- 

steoie»  deraa  Grandsahl  a<Y  e  ist 

-L  ^        ^  r 

Ut  üamiXph^'  t^e  <6%  sp  ist,  4^3=^,  alsf^s  ii       )  f 

^  »"it.'.'  u  u/. 

Es  ist  aber  zugleich. foriier,  ilaik  Z=sa^^szt*  ist,  auch 


d.h.  log.art.Z>i^  V.' 

».t*  IV»):    M.  • 


V«  J 


»hIs  v«sh 


QUO  z.  B.  nir  «=4  gefunden: 
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a)    für  0:^4,  auch  \o^,e'=nea:, 

80  das8  iogZ>Z; 


SO  daB0  Iög2<2. 


•   •  • »  »     •      ■  < 

Anmerkung.   Was  das  Logaritbmensystem  anbelangt»  des- 

mh  Gnmdzabl  a=V  e       (  bt»  in  welchem  Zssa'*«=e'  ist,« 

==1,444568) 

ist  hei  Ihm  Io^.artZ=elfZ/d.  *k.  iliaA'  erhält  den  log.art.Z,  wem 
man  den  natürlichen  Logarithmen  von  Z  mit  der  Grandsahl  t  «let 
natürlichen  Logarithmensystema  multiplicirt 

Auch  folgt  ans 


und  dass 
dass  also 


=(eilO).y, 


{ 


log  •  art . 

e  _  {  Z=(«7lO).log.brigg.Z. 


e 


'  4 
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'Uui  -Uli  -  :  n:'!:'       JL  »Jiiiü..  ■  •     .  ,'. 

SEiir  elementoren  Ünadratur  def» 

i!''  ■••  •      -'Kreises^      .  • 

Ton  dem 

'    '  ttörrn  Professor  Dr.  Ö.  Schlömilch  * 

•n  der  techoitchen  BilduDgsaDstalt  zu  Dresden« 


  r 

Bezeichnen  wir  mit  En  die  Fläche  des  dem  Kreiae  eiogeschrie- 
benen  regulären  TiCcks  und  entsprechend  mit  Un  die  Fläche  des 
umschriebenen  regelmässigen  Vielecks  von  n  Seiten,  so  finden 
zwischen  den  vier  G  Vrif  E^n,   ü^n  bekanntlich  fol- 

gende Beziehungen  statt: 


mittelst  deren  man  aus  En  ün  zunächst  E2n  und  darauf  Un 
zu  berechnen  pflegt.  So  einfach  diese  Formeln  an  sich  sind ,  so 
ist  doch  die  Benutzung  derselben  zur  näherungsweisen  Berech- 
nung der  Ludolph'schen  Zahl  etwas  mühsam,  da  man,  bei  n=4 
anfangend,  bis  zum  32768Bck  gehen  muss,  um  7  Dezimalstellen 
von  7c  zu  erhalten;  dieser  Umstand  hat  bereits  Herrn  Prof.  Kunze 
zur  Reproduktion  der  Gregory'schen  Näherungsforraeln  verAii- 
lasst,  welche  schon  beim  '2S[)Eck  dieselbe  Genauigkeit  darbieten 
wie  auf  jenem  Wege  das  .*Vi7f)8Eck,  und  es  können  die  Freunde 
einer  synthetischen  Betrachtungsweise  die  genannte  Darstellung 
gewiss  als  Muster  derartiger  Ableitungen  betrachten.  Um  aber 
auch^  den  Verehrern  heuristischer  Methoden  zu  genügen,  gebe  ich 
hier  ein  Seitenstück  tu  jener  Darstellung,  dem  man  Mcnigstens 
die  Kürze  nicht  absprechen  wird. 


102 

Um  zunächst  bequemere  Formeln  zu  haben,  führe  ich  die 
reziproken  Werthe  von  En  und  Ün  ein  und  setze: 

1*1* 

3)  i£;=^"'  -ün= 

wodurch  die  Formeln  1)  und  2)  in  die  folgenden  übergehen: 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Arithmetik  darf  man  für  da« 
geometrische  Mittel  zweier  Zahlen  a  und  a-^d  das  grössere  arith- 
meti«^|;Mij|tel  iiehmeQ^  wenn  der  dabei '^nt^[ta|«t|)4i^  Bf  bk^^  vvel 

eher  weniger  als  ^  betrigli  fiofl.YQilangten  Grad  von  Genauig 

keit  nicht  beeinträchtigt^).   Benutzen   wir  diess  von  irgend  eine 
♦  * 

Stelle  Ut^a,  E»T=a4-d  ao,  so  finden  wir  4er  Reibe  nach: 

r      '  i     ■  ^     '  -  :  >'  .(• »  »   (••  1  jIT 

*)    Es  ist  nariilich  identisch 

and  folgliuh  ,  durch  Weglassnng  voo  ? ,  sm]) 

Sei  ferner  f  der  Fehler,  welcher  begangen  wird,  wenn  man  tti 
^ra{(l-\-d)  «Jtts  zu  grosse  a -{r -d  ictat,  to  hat  man  , 


1 


oder  ^ 

.Und  daraus  ergieht  sich  durch  beiderseitige  Quadrirun^f' .  ". 

wenn  man  linker  Hand  a  für  a^d  setzt  and       weglasst,  wodo 
illc  lliiXe  Seite  zu  klein  wird  ,  -   •     .       ».i  h  »  *    .  .  • 

.«»•;:.•••• 

*  •.  .    •    .  l, ,         •  , 

4UerHU8  fol^t  HCT  im   Texte  heniitztr  Salz .   dass  •/;  M^ffU^jer- ni^ , , 
trägt.  '  . 


Digitized  by 
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•f     •.;•»;  ii\  T  »•!  •.  • , 
*     "  1 


■  t 


•  ••  •« 


*  1  •  J 
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«•  «to  ^«  I 

Das  Gesetz,  uach  welchem  sich  diese  Ausdriicke  bilden,  ist 
lieiclit  VI  öhom/ben:  i»  Wertb^  vmi  17  entlMUlesikiMiefi.'afaMr 

■*    J  ,     '     ]j  'jin^*  *»i        'II  Iii 

rad  die  zngehOrigen  Wertbe  von  E  differiren  nur  darin  von  Ustju^* 
ibr  ietstes  Glied  das  Doppelte  von  dem  letsten  Gliede  des 

f  CTbeärigt.  IMe  gemeinsduiftliche  GfSnse»  gegen  welche  die  it 

*  1 

Bod  V  convergireri ,  ist  ^,  wenn  wir  den  Radius  des  Kreises 

sl  wf/lmmk\  M  eigiebt  eieli  4mm  «Ke^-Ferael 


■li  wenn  man  flbr  J&  nod  V,  ihre  Werthe  setzt,  so  findet  umm/ 
■r  «  db  ttiehl  iMe  Niherangsformel 

^  31;;.  17, 

dab^  begangene  Fehler  beträgt  weniger  als  ^  >  d.  h  wem- 

Sfirie 
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sij.    -" «iETBr- 

Um  diese  FehlerbeetiimBiiiig  etirae  bequemer  ra  nuM^ieB»  beaw- 
ken  wir,  daee  fiir  <>3  auch  iS«>JS^,  d.  h.  £§^^%/i^  und  je- 
denlalls  I7«>3^iet;  demnach  haben  wir  , 

27  .    •  •  2 

und  folglich  betrügt  der  beim  Gebrauche  der  Formel  Q  begangene 
Fehler  weirfger  ab  ^(C^«~£«)*«  Htertaeli  Ult  ee  seh»  leicht  die 

Ludolph'sche  Zahl  schon  aus  Vieleckeli  von  geringer  Seitenzahl, 
mit  vieler  Genauigkeit      berechnen;  m{tn  hat  z.  B.  für  £  =  256 


mithin  Ist  In  diesem  Falle  der  Fehler  kleiner  als 

1    28     6,25  • 


40.  1©«--  10»  ' 


1 1 


woraus  zu  ersehen  ist,  dass  man  aus  und  U^,  wenn  letz- 
tere auf  eine  hinreichende  Stellenzahl  berechnet  sind,  acht  rich- 
tige Dezimalstellen  füf^^  erhalten  kanai  'Diese  flOch tun». Askleu« 
teneen  mögen  die  Bnmehbaikeit  der  Formel  A  s«r  Genüge  ba- 


•  •       •  • 


»     •  .1  .  .  .1 

I 

•       *  *       ,  «t  »     •  «i 

III  I  III— ü—**^'  I  .     ;i*'\t«%P4  < 


I 


•(■• 


f      _       ^  I 


j  .   •  t  • 

/  • 

I 


M   II,    I  .  ;  ;  •• 
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BeMerliiuig  illHsr  •dSetCwuKWveK  der 

¥on<  dem 

Herrn  Pri^fessor  JDr«  O.  JSxhlQmilcli 


.  H  .     .  :  ■  •        .  ■)       .  *    •  ;  .  "1      /  ■  :  •  •      .   •  v 


.        >    •          •  •  •  ■  I 


l   Zufolge  eiees  Theoreise«  yod  Rübe  eonversirt  od*  di 

r 


oacUeM  der  Gräozwerth  «oü 

ffif^hr  oder   weniger  als  die  Einheit  beträgt.    Man  kann  diesem 
Mze  noch  eine  etwas  andere  Form  geben,  weiche  in  vieiea  Fäi* 
so  beguem  sein  .wir  nlmiici^  -in/  .         •  • 

•MifmM  oder.dBrendrl  di»  Reihe,  jenachdem 

t  — t  *"** 

•  »• 

ier  fcMiMr  tais  die»  BMMfi  tfiiMitJ  Niitt  ist  aher 


I  I 

t  -t   .  "  1 
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imcl  folglich  der  Gräoswertli  hienron  gleieli 

[  Lim  ^'^^7^  *  P-*"» t««»-^!) » 1  • 
Nach  dem  bekanoten  Satie.  das»  fOr  unendlich  abnehmende  d 

Lmi— jf-==l 

ist»  Itet  eich  der  Grftnxwerth  des  ersten  Fahtere  heetinmien,  lodern 
man  d=<^-— nimmt  nnd  Teraussetstj    daae  die  Dlfferens 

tn^tnM  nnendlich  abnehme.  ^Di^  Entsdimong  der  ConTergras 
oder  Divergenz  hängt  jetzt  nvr  noch  von  dem  sweiten  Faktor 
Lim|»(4i — ab,  nnd  diess  giebt  den  Sata; 


•  •    Die  noendliehe  Reihe  -       *  ^^'^> 

convergirt  oder  divergirt,  jenachdenider  Graoz- 
Werth  Yoq  nitn-^tn^i)  grösijcr  od^r  klein  er  als 
die  Einheit  wird,  vorausgesetzt,  dass  die  Dif- 
ferenx  tn^tn^i  sich  der  Gränze  Null  nähert. 

Setzt  man  aus  der  Gleichun«:  3)  rückwärts  für  in  seinen  Werth 
iiun)i  80  führt  der  vorige  Satz  auf  den  folgenden: 

Die  unendliche  Reihe 

+      + "»  +  «?  +  '•"         i.,=.M.O  .. 

eoDvergirt  oder dirergirt, J«Dachden  dcLrGtlai' 
Werth  TOB  •    '      :  ••  •      r.,-  ^ 


VMfl+1  / 


mehr  oder  wendiger  afla  ^^e  Einheit  lletr&gt. 
\   .yera^s^eaet(t:ivird  hierbei^  allerdings ,  dass  ^  H  1 

sich  der  Gränae  Null,  folglich  ^^^^  der  Grenze  1  iiähere,  aber  es 

liegt  darin  keine  Beschrfinfcuug.  Bian  weiss-^toSmllch,  dass  di« 
Reihe  «6  +     +  atc.  convergirt   oder  diverglrt,  jenachden 

Lim  — ^  kleiner  oder  grosser  als  die  Einheit  ist,  und  man  wird 

das  obige  Criterium  dotlr-  «Mr  hi  'detaa'i dPalle  anwenden,  wo 

hm^^  =ül  ist  mi  wanj  wb  de$Ä>*egen  q^ph  eipev»  andeieo 

•HI 

Kennzeichen  umsehen  muss.  Mit  anderen  Worten,  die  oh'igc 
Kegel  tritt  erst  da  in  Kraft,  wo  dm  gewöhnliche  Regel  versagt 

Wenden  wir  diess  z.  B.  auf  cüe  Reihe  * 
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;  .    *:  •>!,;•»•  '■•><  •  •\  II-  ':r,T.I)   ,   >      '  ;        t  Ii  \»   f       *\  ii*»tjlit-/i 


itod  (oiglkb  «ofiTeirginl  ditt:JB«ftliA  fiin>>l«  ^te  bek«i*it\i«lu ,  J»  .u 

,..  '/    i'.'i'il'f  "'I  iti     lliil»;  i:»')    l;t   J      .  il  >.ii91lll')H 

•*•;•    •     -.i{-<«  /  ir    .•:ntHfili**j  iss'»  i>  .v.  .u»  ,(\v  .Vi  .Ay 

i  II  •    •  -     /#  Ii"  /  I  ;  I.  «:  ;'t  I     »  'iIsM'j  .  '•ii'}:l!tiii>Iiti## 


VI 


•II*»  «<:  • 


W**»         .  •  I.i.    ..[,  .ül')"!*  tili» 

Vel^iugsaiifsal»«  ArHSctam^' 

•        .     •  !  -Iii«»  .  Ii  ^:  .  /  .  •    t  •  .-r»    I  ,!•  *  I  •.»  ...      .  .iji,  • 


BiMangtaMlilt  «i  Dre«4ei, 


1. 


•oll  die  folgenden  den  4leoaietrle  der  Lage  angehririgen 
»Dschaften  des  Dreiecks  und  Vierecks  beweisen  und  die  Ter« 
;e  des  PriDeip4k'4t(*  iMpmUlt  UmiPi:  ;«etlipre€beBdeD  Corre» 
MftrtflHen« 

1)   Von  einem  Dreiecke  abc  eind  ^i«!  ,3  Seiten  a6,  6c,  ca 
rerlSogert,  bis  sie  eine  wiilkührlich  ausserhalb  gezogene  Gerade 
in  den  Punkten  p»  q>  r  achneiden.   In  Jedm  der  Fnokte« 
"HM  (a,  ö,  n),  (6,  c,  q)  ,  (e,  a,  r)=^ooostniirf  man  den  jedeema- 
imten  naimonlflchen  Punkt,   welcher  swischen  die  swei 

,  D  awret  geMOTlayPnnIrtll  tiliU;  Heinsen  &,  b',  a'  4ie  so  cnt- 

lütndtneo  dcei  neuen  P«nk%|»  «€|pM'i40ll  eifib«>diewGe|»d#||.  ^m*'« 
Hl»  cc'  In  einem  Punkte.    •  i 
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2)  Die  vier  Seiten  aby  bc,  cd,  da  (ünes  Vierecks  sind  ver- 
längert, bis  sie  eine  willkOhrlicb.  ausserhalb  gezogene  Gerade  ws 

g,  T,  $  acbndden.  Conslruirt  man  wie  Toniin  die  zugehS- 
rigen  vierten  harmonischen  Vnnkie  ,af,  b^,  &9  df  ta  den  Punkte- 
Systemen  (a,  bt  p)f  (b,  <C$  'q),  etc.  so  b^stfminen  tfie^blbeo  ein 
Viereck,  dessen  Gegenseiten  a'b\  c'd'  und  6'c',  d'a'  sich  in  zwei 
Punkten  f  und  ^  der  willkührlichen  Geraden  mo  schneiden;  zu- 
gleich liegt  /  mit  a  und     ß  mit  h  uii4  d  ie  .  eiueff  Geraden. 

3)  Sei  wieder  abcd  ein  Viereck,  h  der  Durchschnitt  von  ab 
und  cd,  k  der  von  bc  und  da*,  veHüogert  man  die  drei  Diagona- 
len  ac,  bd,  hk  des  so  entstandenen  vollständigen  Vierecks  bis 
sie  eine  wUlkfihrlleh  ausserhalb  gezogene  Gerade  tce  'm  q,  r 
echneiden»  und  construirt  In  aen  Punktesystemen  (a,  e,  p), 
(6,  dy  q),  (h,  k,  r)  den  jedesmaligen  vierten  narmonischen  PunKt, 
welcher  zwischen  die  zwei  immer  zuerst  genannten  Punkte  fällig 
so  liegen  die  entstandenen  drei  neuen  Punkte  in  einer  Geraden. 

Welche  schon  bekannten  Sätze  folgen  hieraus,  wenn  mao  die 
wUlk'übrliche  Gerade  uo  unendlich  weit  wegrücken  lässt? 


1)  Man  soll  einen  gegebenen  Kegel  mittelst  einer  Ebene  so 
durchschneiden,  dass  die  ihrer  Fläche  nach  grusste  Parabel  da- 
liei  zivi|  yfirf^|«|f  Jioqpmti  . ..:    •     . ; ^?  d-y  '5 

2)  Einen  gegebenen  Kegel  mittelst  einer  Ebene  so  zu  durch- 
schneiden, dass  der  Rotationskörper,  welcher  entstdity  wenn  man 
die  als  Parabel  vorausgesetzte  Schnittfigur  sich  um  ihre  Achse 
drehen,  Ijltaist^  den  urteieu  coblaehen  Inhalt  befcoinint    .  . 


I»   •  •  •.        III  'Ii     i.l'    M«M  {{»/.*. 

•  >  Aifl-thmetieekee  »Tbeetcrnr;;         -  --'•i 

3ei  N  eine  beliebige  ganze .  Zahl  und .  in  ihre  Primfaktoren 
VFf|iKf^»>  M  n>a^^Stzen  kantf:     ^  *  /  V  ^. 

"  .   J  »    ■■   ,'\  ;••»'»  • 

»'■•'•'        •-'  ..'     .  »       •.    I.  :*  ■<  II'»  {:•    .   {i*»h'  •  •  i 

seieii  ferner  ,  P^.-.'.Pn  die-telatlven  I^tnzahlen  m^fi ^  Welche 
kleiner  als  IV  selbst  sind  (#\  =  1,....P„3riV'^l)i,  ee'*gllt;  filr  die 
ifiumme  ihrer  mten  Potenzen  die  Formel  -  ai'»  • 
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1 


Hier  bedeuten  m«,    die  BinomialLoefBzieuten  des  ganzen 

menfen  m»  2^,  Bg,»„  die  Bernonlli'selMB  ZsUeo  der  Rellie 


nacD. 


Wenn  y:=,f(x)  die  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogene 
Gleiebaiig  äner  ebenen  Curre  beselclinet,-3|!rel^he  sidh  ins  Unend- 
Bebe  binsns  erstredLt  und  immer^  mdkr;  yon  der  Ab^dsseUsdise 
entfernt  [^(od)=qd],  so  ist 


.1  II»»/   .  .11.. {  -in»         i  \  , 


■       •  ■ 

I       I  i 


ie  Gieiehung  einer  asymptotischen  Curve  zer  ersten;  .ik-«Bd>A 

bedeuten  hier  wiilkührtiche  ConsUnfun.  Für  y=z  —x  z.  B.  wird 


4  TÄ* 

und  diess  ist  die  Gleichung  der  Hyperbel  als  asymptotischer  CurTe.' 
[l>er  Begriff  der  Asymptote  ist  hier  yeraM^emeinert  und  als  rela- 
tiver genommen;  swei  Cnrren  y=(p(4r)  ued.  hsissen 
asymptotische  y  wenn  y—7f  flir  nnendAich  waclisende  x  gegen  die 
Gdbiie  Mnll  convergirt] 


.!.•  \y.  ' .  ....  • 

Man  soll  die  nachstehenden  Formeln  ableiten,  welche  zur 
Berechnung  der  Lndoiph'srhsn  atohi  sehr  bequem  sind : 
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ferner 


+  100'*+3a00"'"34LHMV  \ 


.  3033^-  ■ '     2  /  144  \  ,  2^  /  144  \« 

+  100000 ' '  +  3  Uooowv  ^  a^uooQOo^ 
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Aufgabe 

Ton  Herrn  O.  B  ermann,  KendMatoa  deehSliMeii  Lekmrte  n 

Cobleni. 

1)  Die  Spitze  eines  eine  Kugel  vom  Radius  r  umhüllenden 
Kegels  hat  die  Entfernung  d  vom  Mittelpunkte  derselben.  Wie 
gross  ist  der  Kui)ikinhait  des  ausserhalb  der  Kugel  liegenden 


-!•*!»..  '  -'jl  .  |,3.  !   i:;'      \  >  i  Ii-   .  .1  »  'i     I     ;  fj|«i  !'} 

'•'diiÜMIlltaiP   J'^'y (•^***')**  i      i  1    -5  •>   •  '*   "li  :} 

2)  Ein  Pianet  vom  Radius  r  hat  die  Entfernung  d  von  der 
Sonne»  deren  Radius  tvlr  mit  12  bezeichnen  wollen.  Wiegrosa 
ist  der  Inhalt  des  ausserhalb  des  Plaoeten  liegenden  Theiles  den 
KehMclMkttenke^elsi?i.%  «..n)  «.  'ir.'.%..i.  •  i-..ti  •  «!•;• 

hii/#  Ai        >.   -  i  TtT^  (d^R'{'r)^      '» «'"lid;! .       i  ..M  »♦ 
Renultah  J^  -^^  

3)  Eine  Kugel  hmk  -BMfu  r.  JP^iMtt  in  einen  geraden  thg^ 

stumpften  Kegel.   Der  Radius  des'  K^rührungslcreinM  ist  ^  Bji- 

";»**'««Rei>»l*at5'  '  "'^  *     •';  ' 

'Alt   .•/«•••    »   '»I  »II  1^1*.  9i  I'.'..' !  .   .*l  ms:»'/  !  :.n*/»' 

i  .  *  *      «.     •  .1  1.*.  '/  .U.  ! 


•)  Der  Einücnder  glaubt  in  den  drei  folgenden  Anfgsben  Dse« 
sie  eein  wollen,  safge«(eUt  sn  hilieB. 


Ii*  1"    III  n*f-    t  Iii  I  I  nwwi— — ^   i    '  .i*      oDJIii  »>!•<' 
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,      ■    '      .      .  Iii 

\  M  I  8  c.<e  lies. 

lieber  ein  Integral  in  EuleVs  Theoria  motus  corporum 

solidorum  seu  rigidorum.  ' 

Von  Ilerrn  Doctur  J.  P.  Wolf  er«  zu  Berlin. 

In  §.  723.,  Pag.  202.  von  Eulers  theoria  motus  corpo- 
rum solidorum  seu  r'igidorum  wird  als  lutegral  des  Diffe 
rential« 

.  ..  M'lt 

folgender  Werth  angegeben: 

,  /--^Ccos/\ 
l=£+are.mn.^  ^Sü— > 


wo  E  eine  Conetnnte  ist.  Dieses  Int^ral  sdieuit  nicht  richtig 
in  sein,  wie  man  auch  ilurch  t>Mrenmtioii  sehen  Icann,  indem 
man  daraus  nach  einiger  Ümformnng 

erhfilt.  Um  nuA  das  oben  gegebene  Dlfiferenti^l»  weiches  man 
auch  so  schreiben  kann:  ' 


—dljC-DcoBl)  .    .  •  . 

sin/.  Vsin/»— (C—  D  cos/)« 

zu  integruren«  bin  ich  foigendermassen  an  Werlte  'gegangeii. 
•Setit  man...  ,  x 

V  />costeX(/>-.Ccos/),  "  • 

Wo  t  ^ttae  i^ene-'V^tMlid^hclle  ist,  so  «rhilf  man  hieraus:  ^  '  ' 

und 
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und  wenn  man  diese  Werthe  in  das  gegebene  Differeotiai  eubsti 
tiiirt,  nach  einiger  Umformung: 

LdL  xrmnc^ 


Um  nun  ferner  die  Integration  zu  vereinfachen «  setze  man 
wodurch  •»:•  w.i-^ii  um 


•     r    ,  » 


wird.  Endlich  setze  man  ^ 
und  wir  erhalten 


also  ^ 

.♦i.i 


.       l^JSi^m.4S'[-J'  .     ...   .J  . 

Nun  muss  man  noch  von  2  nach  und  nach  zu  den  ursprüngliche 

VeränderUchep  zurückgehen »  und  es  wird  demnach 

«       \    '  •  *.*  ''' 

*  •    j  *        ^*    ,    i  ^    ^       *  ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 

_  V 8in^«-(C^l>e€^y    V i--Ci4-^l>coc(»^(i+/)«)co8^, 

D-Ccosl  -  -^>-    •      ^'D^Ccosl  ' 

WO  £  eine  Constante  ist.  Durch  Differeiitiation  kann  maiv  sie 
a  posteriori  leicht  überzeugen,  dass  dieses  Integral  dem  gegeb'< 
nen  ,Ui%efttiale  entspric^^ .      .  .  .V.\ 


(.1  »: 
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1  •  %• 


/ 


•  •      •  >  »  . 

WtMJL 


luti&nmehmwkg  ttber  die  Form 
Wnrzelaasdrackes  der  iKleichuni^  des 

ntep.  «fades; 


.  •    ..    .      ♦  • 


Herrn  L.  MoBsburger, 


-I-  «^«»-^0,0^«+ .......  +am^  +  Än-i^r  +  e„=0....  (1) 

•  •  •,  ••     ••        •  ji'».    •  ». 

(^e  Gfeicbung   des  7iten  Grades,   worin  Gi,aa»  f^n  bekannte 

loeiBcienten   sind.    Im  Allgemeinen  soll  zwischen  diesen  Coef- 
Neoten  keinerlei  B^ie^unj^-  siattfin4eii. '  •      •  \     -  j 

Nehmen  wir  zuerst  den  specielfen  Fall  an,  dass  alle  Wur- 
zln der  Gleichung  (1)  einander  gleich  ^eien^.so  ist»  weno  ar"  eine 
>ölche  Wurzel  bezeichnet: 

'  ^/  &•  . 

I       .  n 

^Qch  lässt  sich  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (i)  ynter  nach«!«« 
mder  Form  darateliens 

biffereutilren  wir  die  Gleichung  (2)  (n~^)mal  nach  einander  i  so 
trhalteo  wir:  •  '     *  * 
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=wra-i  4(11— l)a,«^&|.  (N—S)  a,«>-»-|- —  f 

=ii(ji- !)«■  -•+(»— -2)oi*"-»  +  »«—+11  »N^ssO.....  (4) 

F"(«)=iKii-lX«-a)(»+^)""' 
=i»(li— IX«— 2)a:»-»+(«-lK««-8K^— 3)«i«"-*.-~.+ä-'''-l«»-»=''(^) 

i^«-»)(aj)==»(»- i)„^,$u4  (4r+^)'«»l!i(n-- 1)  ..,..6.4«»  I 

+  (jt  -  l)(n—  2)  4.3ai:r«  +  (n  — 2)  (n  -  3)  3.20.0:  (  "(^) 

ift*-ti)(a?>==ii(«--l).....4.3^;r+^y=«(ii— 1)....4^^  )  ^^^^ 
+  (jt — — 2)..^.2aia:+..+(«-  2)(»k-3)  2.1  .«^  ssO) 

+ («  - 2).....  2. 1.  Ol  =0  j 
D«  in  den  Gleiclmngen  (1),  (2),  (3),  ...(8)  die  Auftdrücke 

.n-l  /      ii.\n-2         •  • 


..... »(«  —  1) ....  3.2  + 


liir  — —  zu  Null  werden,  so  müssen  auch  die  respectire  die* 
sen  Ausdrücken  gleicbgeitenden  Ausdrücke: 

ar« + Ol        +  +  a»^  -f  ci« , 

jia^*+(«'-Tl)iriÄ^*+ .....  +2am--%»+am^, 

»(n  -        2.ar + (n— 1)  (»'-2)  .....2.1  «1 
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SUhMMm  'm  «ritt  fkiiii  (0), ....  (2),  (1)  erhilt  inao»'ff«iii 

Kiirze    wegen    die  Resultate    dieser   Substitutiouea  durch 

' .  i 

Nehmen  wir  nun  wieder  an,  die  Gleichung  (1)  habe  lauter  un- 
gleiche Wurzelu»  und  es  sei  jc'  eine  solche  Wurzel,  eo  wird: 


^+9iifli,öa,03,  On\  (10) 

m 

6ein.   Die  in  <Ier  Klammer  eingeschlossenen  Coefficienten  werden 
in  verschiedenen  Potenzen  und  Verbindungen  mit  einander  vor-  , 
kommen,  und  diese  Verbindungen  und  Coefficienten  -  Potenzen 
werden  wiederum  in  verschiedenen  Wurzelzeichen  eingeschachtelt 
sein.  '  .  i  '       « ". 

Essind  aber  nachstehende  Eigenschaften  des  iniFunktionszeicheu 
9^  enttialtenen  Ausdrucks  (10)  ohne  weitere,  Beweisführung 

ab  gültig  voraiiszasetzen :  /  > 

1)  MuiJs  sich  der  unter  dem  Funktjonszeichen  begriffene 
allgemeiue  Ausdruck  in  Nr.  (10)  auf  alle  möglichen  i^ecieHeniFälie 
anwenden  und  redoeiren  laesen,  wenn  er  för  den  allgemeinsten 
Fall  (nämlicli  för  des,  wo  i^le  Wurf^l^  nn^tieich  ainc^  giSltüc  aelii. 
soll.  Daran«  (»igt  •  .  '       »V,      7  ^  i- 

2)  dass  sich  auch  der  In  Nr.  (10)  gegebene  Anedruck  auf  den- 
jenigen FaU  züHlcfcfihrea  lassen  niues^  ip  ^^^h^m  .i^lk.Witnelo 
als  flclch  itogeitommen  werden;  In  diesem Flitle  iedaclH''Melf  Wer 

die  W'urzel  der  Gleichung  (1)  auf  a:'= — ~i  mithin  muss  bei  der 

Vöhiuasetzung  gleicher  Wurzeln  die  S^inktfon'gyj  |cr,,  o.^»  ös»"-**«! 
verschwinden.  Nun  finden  aber  lur  diesen  Fall  nur  die  Bedingungs- 
gleichungen (D)  statt,  und  keine  mehr,  und  keine  weniger;  »vürde 
nun  der  Ausdruck  (pi  {Oi,  a^t  €i^f..„an\  dadurch  zu  Null,  dass  an- 
dere Coellicieuten- Funktionen  als  die  in  INr.  (9j  oder  wenigstens 
«olvhe,  in  weleb^  die  In  Nr  (9)  nicht  als  Faktojren  enthalten  wft- 
reii/nettif  Jenen  Jn  Nr.  (9)r  zu  Noll  wurden,  oder  eii^lgk  V6h  de- 
nen in  (^0  vorkommenden  sich  nicht  auf  Null  reduciiHan  iiessiW» 
80  entstünden  im  ersten  Falle  zwischen  den  Coefßcienten  Oi,  cr^,... 
...an  Gleichungen,  die  der  Voraussetzung  gleicher  Wurzeln  nicht 
genügen  würden,  weil  nur  die  in  ^9)  aufgestellten  dieser  Voraus- 
setzung genügen;  im  andern  Falle  wurden  einige  der  ßeziehungs- 
gleichungen  mangeln,  die  iu  (9)  als  liQthwepdige. Bedingung  glei- 
äier  Wurseln  dargestellt  sind.  Axid  diesem  anem  ge£f  n^vor^ 
dass  die  Io  (9)  enthaltsnen  Funktionen  aUe  In  dem  Ausdrack  (lin^f^ 

8*  f 
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der  unter  dem  Fuiiktionszeichen  begriffen  ist,  vorkommen  müssen, 
'Widriffenfalls   der  allgemeine  Ausdniek  einer  Wurzel  Ton  einer 

Gleichung  des  «ten  urades  mit  n  TerschiedeDen  Wurzeln,  nicht 
»atif'ilan'i-epieclellen  Fall,  ven  n  gleichen  'WanEefai  •?edaciit::frMd«ii 
.k2infte,^d8S|s,al8o  die  Warzel     der.Cfleichiing  ^1)  unter  der  Form: 

fiegriffen  sein  miiss.  >  ^ 

Um  einige  Anwendungen  von  dem  eben  be^rieseneii^^Satze  ale 
Erläuterung  zu  geben,  so  sei: 

die  gegebene  Gleichung.    Hier  ist 

'      F'(ar)=2ar  +  a|=0. 

'Dies  giebt  «sr>^& ; -^dieser  Werth  «ven  «  in  der  gegebenen  Glei- 
.«hiing.^ipbstltirfrt»  giellt:..  .  „.,./..         ,         ,  ;.  . 


«       •*  /  'i'  Iii  . 


Es   ist  aber  in   diesem  Betspiele  it=2,  also   n — ^2  =  0,  also 

=  J  Wglich  hat  nach  Nr.  (11)  d^r  Wfirael- 

frerÜiar'  die  Form:  »■  .       :  .    .  :  II 

{    ..    I  '  ..  "i  1      •    I»..-,  /  •     1  »      .  '.. 

,'=-1+,,  jf(-|)j  oder^'=:-;'+»,  ...  . 

.,    •       .       »-II  •     ,!«•'..    ••'..Ii-'  ;  .  .> 

ivelche  mit  der  wahren  Warzel  a?'  =  — ^  +  V  rr  —  öl*erein- 
stimmt* 

'.     .  '     \  Hier  ist  F'(ar)=i3i*  +  2a,arVai—0,  (b) 
•  -    ♦    •       '       /'';(a;)=6a:  +  2a|=0.  (<?) 


Aus, der  .letzten  Gleichung  erhalten  iiir  a^:^^',  dieser  Werth 
vw  w  hn  '(ü)  und  (6)'SttbStitiilrt;  giebt:  \         •>  /' 

Nun  ist,  wenn  man  in  Nr.  (llj  n:^3  setzt,  *2=:1,  }i*-<*3=0; 
folglich  ist:  : 


•1.  «  ir  1- 
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'""3  |V"3 — V  3  ~  Tf    V\  *  * 

•b«^  wairo  Wiin^'.4er  C^^huog  (a)  i«t     '   ^  * 

•  t.  •/    1,:  .  t    •  .       •   *»: .     ijM  .         '  r 

t*  •.  tu  -  .  *     ^1   •  t*mi  17«'». 


/a,«a  2a,»       \    4//«,«,    -JV  «Y 


Aus  der  Veriyleichung  dieser  Ausdrücke  zieht  . u^u  t^c  üelMy- 
eiostimmuug  der  durio  euthalteoen  Funktionen. 

sind  in  der  G^iciiiui^t  ■       t  •       >»  . 

«  —  1  gleiche  Wurzeln,  und  ist  a  eine  der  gleichen  Wurzeln,  hin- 
t^egen  diejenige,  welche  mit  den  übrigen  Wurzeln  nicht  gleidh 
ibi,  so  wird  die  Gleichung  (1)  ijnter  dieser  Voraussfetsuuig  zu  :  :  • 


Differeutiiren  wir  diese  Gieiehaeg  (»— 2)nai  nach  eioaoderl'Vo  er- 
liftiten  wir: 

P(ar)  =  (71  - 1)  (a:  H-  +  «i)  4-  (a;  + 


=ii(ii-.l)Ä«^+(it— l)(n— 2)aiÄ»-»-|.  +2J«,-,=0....(4) 

=n(ft-l)(w-2)«i*-»+(it^l)(n-4)(ii--3)aia;«-4+..+3.2^ 


F:»-3)(d:)=(w--l)(^^— 2)....4.:3(.r  +  ß)2(^+«i)      *  "  ' 

(»~^)(it-'l)(fi«--2Xfi'-3>..U<^4^)' 
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=«  (n  -  l)(n— 2)  i,x^  f  (n  —  l)(n— 2)  3«i  jgß  ) 

+  (»-2Xn  -  3).......  2.  La,=sO  f  «^"äÖ  iti,. 

Dt  Ib,  den  Gleiebanffen  (2),  (3).....(7)  die  mf  der  Hplnii  Mto 
«k  COtlÄlieitsMieli^a  bäh^  TMie  Or  ^a»-^  m  MI 
Werden»  keil  alle  Glieder  Jev  Fel^r  ar-f  krt=0  haben,  «Ad^sfe 
aeeb  die  auf  der  rechten  Seite  des  Gleiehhelleielciieos  liefiadK* 
cImii  Tlieile  zu  Null  werden.  Der  Werth  ven  u  beetlipnt  «ich 
aber  am  der  Gleachnng  (7)»  welcbe  sieh  nnf 

ledncirt 

Bezeichnet  mau  die  Wurzein  dieser  Gleichung  mit  und  a", 
ee  erhäh  man: 


Einer  dieser  Wert  he  von  er  muss  die  (ileichongeri  (2),  (3)*...,  (T) 
befriedigen,  weil,  wie  wir  soeben  gesehen  haben,  jede  d*?rueiben 
eine  Wurzel  ortrr^a  hat,  und  einer  diener  beiden  %Vertbe  gleidi 
a  sein  mu88.   Wir  nehmen  nun  an ,  a'  «ei  der  Werth,  der  diene 
'BgeneeMI  fteeKst,  also  gleieii-^'«  M/irfr  etbeie»  wll»  ans  @> 
(3) ••••.(7)  dnreh  Snbatltntien  folgende  Bedingungsgleichungen: 

•••••• 

/^(a')=0,F'(aO=ü,F'(«')  =0,  F»~3)(a')=Ö  (10) 

•  •  • 

Wär/e        a^;s:-^a»  «e  b&ttea  n^it.        eo;  .      |        .  . 

.  » 

•       •  '  .      ■  ■ 

Die  Gl^chnngen  (10)  und  (11)  können  nicht  gleichzeitig  stmit- 
finden,  weil  nur  eine  der  beiden  Grössen  ti  und  gleich.  -^« 
sein  kann:  finden  daher  die  in  (10)  Atatt>  se  aind.  die  in»ClLÜ,jm- 
gultigy  und  umgekehrt 

Nehmen  wir  nan  wieder  wie  in  $.  1.  an,  es  seien  lanter  an- 
gleiche Wnnteln  in  der  Gleichwig  (1)  vorhanden,  und  boEeichnen 
mit  X*  eine  solche  Wurzel,  sn  werden  «vir  beweisen,  daaa 
Amdwwlt  Ür  die  Wnraei     feigende  Foim  bat: 
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Ifl  diesem  Ausdrack«  WsekhneB^^/^^il^/L^MtAM 
ahiTInmI  mmk  ■inlwjuwfnr  Fwihttwua, 


-'jr  redacireD;  diese«  kann  aber  nach  J.  1.  nur  statt  linden, 

)      i    •  I'» 

:  I 

selbst  fiu^fatiooeB  voo.f^  ("  «)* -^'^""^^(•^ 

sind;  im  ersten  Falle  muas  aber  entweder  den  GMAangeii  (10), 
oder  aber  jenen  im  (Äl)  §004^  werden;  .da  aber  0§tmSA0  FäUe 

eintreten  können,  wo  a'sr  — «  ist,  so  wie  auch  wieder  andere, 
wo  a^'rs — «ist,  so  muss  der  alleemeiiie  Ausdruck  in  (12)  so 
beschaffen  sein,  dass  er  sich  sowool  auf  den  einen  als  auf  den 
andern  dieser  Fälle  anpassen  iässt;  dies  kann  aber  nur  dann  ^e- 
«chebeD^I  wenn  F(a')  und  F(a") ;  F(a')  und  F^af') ;  P  V)  und  /^'(O; 
I.  e.  w.  In  einer  solchen  Verbindung  vorkommen ,  dass  dadurch  sowohl 
tir  ^st^m.  nie  Dir  fsz^Or  be^oUieh  den  Oleicbnngen  (10) 
oder  (Ii)  genM  wir«t  IKeed  Verbindongen  kSnnen  aber,  wie 
leicht  ersichtlich  ist,  keine  anderen  efein,  als  F(a^<  t'i'^h 
F'(o').F'(a"),F'V).  «  s  w.  Würde  nun  eine  einsige Fonktien 

(iieser  Produkte  in  dem  Ausdrucke  ^2)  nicht  vorkommen,  oder  andere 
Funktionen  als  solche  dieser  Produkte  vorhanden  sein,  so  würden 
J>ei  der  Voraussetzung  von  n  —  l  gleichen  Wurzeln  (und  zwar  so- 
wohl für  c'  =  — a,  oder  für  cf"= — «)  zwischen  den  constanten 
CoelBcienten  def  Gleichung  (1)  Bedinguitgsgfeichungen  entstehen, 
die  (iSr  0^=— a  den  Gleichlinge»  (10)  und  Iflr  a^=— a  den  Glei- 
dinmn  (Ii)  widefepreöhen  würden.  Well  endlieb  bei  n— 1 
Rainen  Wnrneln  der  Auedmck  im  FonIcÜeneseieben  der.GM- 
^■f       ideM  Null  werden  dmff,  nod  dennecb  die  tSelcnlitigen 

Ä»*0.FCcOI=0,/i|F(cO.F(«'')}=^0,/JjF^(^^ 

. — /«-»{FC- 3)(«').F(»-3)(a")|=0  }  --.(i?) 

wie  wir  so  eben  gezeigt  haben,  für  n  —  1  gleiche  Wurzeln  etatt- 
knim  aAeea»  eo  nfieeen  diene  Pfodnirtnnfiinfctiennn,  die  In  dem 


Ausdrucke  (12)  durch  eine  besondere  Klammer  eingefasst  sind,  durch 
das^eicheH(-f  )oder( — )  (oder mit  l>ciden  nach  einander,  weil dieGrunde 
für  ^as  Vorhandensein  von  jedem  dieselben  sind)  mit  deo  andern  vor- 
kommenden Funktionen  verbunden  sein;  und  nicht  durch  CHultipü- 
ijfc^on,  oder  durch  DiF^ion;  deun  .Nwäce  diese  ei^igeipl^mmeitB 
Summe  von  Prodaktenfouktionen'diiteh  MultiprikatbA  rmlt  diu  aii- 
del'n  vorkommende^  Funklfooen  verbunden,  so  würde sm  Fall  von 
n — 1  gleichen  Wurzeln,  «vegeA  der  (jüeichungen  in  No.  (13),  der 
Ausdruck  im  Funktionszeichen  cp^,  <ler  Gleichnnc  (12)  verschwin- 
den, was  offenbar  nicht  sein  dart;  wäre  aber  jene  Produkten- 
sumrae  in  (12)  mit  den  andern  dort  verkommenden  Funktionen 
durch  Division  verbunde^^  so  würde  der  Ausdruck  im  Funktionä- 
seichen  <p^  "im  Fall  7i;^l.jdc|iphier  Wurzein,  w^gen  No.  (l^),^aor 
endlich  gross;  was  ebsp£lts.  im  AUm^eluDjeD  nicht. seU  Um: 
mithin  kann  diese  Verbindung  nur  .ipi^elff  der  Zeichen  (Hh,)t<mB 
(— )  stattfinden.  Dass  übrigens  diese  aadem  Funkliaiieii»  mit 
welchen  jene  Summe  der  Produktenfunktionen,  wie  so  eben  er- 
wiesen wurde,  durch  (f)  oder  (— )  verbunden  sein  müssen,  keine 

«Kl«.d.F(--^),  f{-^).F«'(-^)  

sein  dürfen,  wurde  schon  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  erwiesen ; 
auch  folgt  dies  unmittelbar  aus  dem  Beweise  in  §.  l.  Aus  diesem 
allem  gebt  herFor,  dass  die  In  d^  Gleldiang  (12)  aafgestellte 
WarzetÜ9rm  einer  Qteiehung.des/ nten  "Grades  den  Anforoerangeo 
und  Bedingungen  'xon  n  and  M^t  »eichifn  Wttrsdln  duremm 
GonOge  leMt0t:  .  _ 

•"Wir  wMlien  'dieses  in  einem  Beispiel  neigen. 

Es  sei  wieder  die  Gleichung  '  *    . '  * 

gegeben,  so  haben  wir  wie  in  6.  1.  .  • 

»  •  *     /^(a;)  =  3ar^  +  2#<ia.  i  f/2=0  .  .  ...  .  ..  .  .  (b) 

Die  Wuraelu  er'  tind  o*  dieser  Glelchniif(.  sind : 


3+\^3V 


'   ■    t  •  *  • 

Werden  . diese  Werthe  nacft  eini^nder  in  (a)' eingefiilirt,  so  erlieft 
man:  i  . 

.;./-«--L(^--¥-'.)-u^-(¥:.".)ai- 
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.  1  .1')' niii-»'»        .1  !• .      -    '    :  M  «... 

8etit  man  aber  io  Mo.  (12)  ii=:3>  und  wendet  beide  MdMÜ  (4*) 
ood  (— )  an  9  eo  kommt: 


V  • 


i 
I 


odn 

^        ...      .  .  • 

i  Diese  Form»  verglichen  mit  der  wahren  Wurzel  der  Gleichung,,  i 
(a),  welche  am  Ende  des  §.  1.  beigefügt  ist,  lässt  leicht  die  üeber- 
einstimmung  beider  erkennen ,  wie  ülirigens  die  Funktionszeichen 
<P2  und  fi,  so  wie  die  im  Nenner  vorkommende  Zahl  %  bestimmt 
werdeo,  Bi  erden  wir  .gegen  das  Ende  die^er  jÜntejrsiichaDg  noflli^  aeben. 
•  I  <•••*•  •       •       1        •  . 


^  3k  . 

Wir  haben  in  §.  2.  die  Beschaflfenheit  einer  Funktion  zu  bcr 
stimmen  angefangen,  welche  dieselbe  haben  muss,  wenn  sie  dazu 
dienen  soll,  einen  Wurzelausdruck  einer  Gleichung  des  7{ten 
Grades  mit  lauter  uogleichen  Wurzeln  darzustellen.  ,  l^is  jetzt 
sind  von  diesef  Flombnoo  noch  ItcÄne-'  weiteren  t'ostalate*  verlaogt 
worden,  als  dass  sie  sowohl  jedem  der  eioaeineD  Fälle  von  n, 
ynd  von  7i  —  1  gleichen  W^nrzeln  insbesodere,  als  auch  beiden  zn-. 
gleich  Genüge  leiste.  Das  Gesetz  der  Bildung  der  Wur^elzeicheo« 
die  in  diesen  Funktionen  vorkommen,  wird  einstweilen  ganz  un- 
berücksichtigt gelasKcn.  Wir  gehen  daher,  abgesehen  von  diesem 
Bildungscesetze ,  zur  Bestimmung  der  Erfordernisse  über,  wo — 2 
gleiche  Wurzeln  in  einer  Gleichung  des  72ten  Grades  vorkommen, 
ned  uoteninehen  den  EinfÜMNi  der  elob  ersehende^  ReeelUrte  a«# 
die  ße^'affenbeit  der  Funktion,  welche  den' Wnreelaasdraek  de^ 
Gleichung  des  nten  Grades  mit  n  nngieicben  Wuvzeki  darstellt^ 
Zu  diesem  Zweck  nehmen  wir  an,  es  seien  — und  —«3  die- 
jenigen zwei  Wurzeln,  welche  weder  unter  sich,  noch  mit  irgend 
einer  der  übrigen  Wurzeln  gleich  sind,  — a  hezeicboe  eine  der 

2  übrigen  gleichen  Wurzeln  der  Gleicirang:  ' 


Znlolgß  der  oi^g«^  ABiM^me  gAt  diaM  CiftjlGliiiii^  flbet  »; 

Differentiireo  wir  diese  Gieichuog  (ii^3)iuai  nach  einander,  so 
erhalten  wir:    .  *      :        •;  *    •  . 


7 


I 


=«(«— l)....6ur»+(ii— t)(ii-^  ^.aia:*+(«-2)(«— 3)  1^ 


l>-4)tai)==:Äi(» + Ät(flr -Ir«^» + + «)* 

+(«  —  2)  (w  —3)  3cj|  or*  +  (»  -3)  (»  -  4)  .....2fl,  a:| 

+(11^4X11— 5)....^..2.1.4t90 


=  it(«— 1)  4j:»-f  (n  — l)(n-2)  ^a^x^  (  ..-...(31 

+  («^2Xii-3>.....2<i,a: +(^--3)(ji- 4).,,^..2a»=0' 

In  den  drei  letzten  Gleichungen  bezeichnen  Ai,A^,A^,l 
u.  s.  w.  die  CoefBeienteii  der  Potenzen'  von  a-i-a,  deren  n&bc 
WfWfÜ^cgflimiMing  fihrigeiir  «miOlhig  Ist; 

Auch  in  diesen  Gleichuneen  wird  der  auf  der  linken 
6esi  Gleichheitszeichen^»  befiiidiiche  Tbeil  für  ^rsz  —  a  zu  Ni 
weil  alle  Glieder  denMihe»  a^t^ogO^mm  Faktor  bnheu«  mit] 
atfMW  mA  die  «if  der  Mlitert-Sete  «leUllMilMieiclirf 
Mndlklle»  TheUe  sii  Nnll  werde«,  wettn  ^^=3  — a  witd.  ji 
kann  daher  för  den  FaH,  dass  n— 9  gleiche  Wurzeln  in  ^ 
Gleicbaog  (1)  vorbände»  wimd,  und  wenn  ß\  ß",  di»  W^mj 
der  fileUaifg.  Nu.  (7)^  ehe  von  der  CWeboiig 


Digitized  by  Google 


123 

sind,  wie  in  §.  2.  scliliesse«,  daas  einer  der  drei  Wertb^  ß^,  ß'\ 
^,  welche  X  aus  dieser  Gleichung  erhält,  wenn  man  ihn  in  die 
Gificbungen  (^),  (3), ...  (6)  statt  x  einfuhrt,  diese  befrtedisen  muss» 
^eil,  wie  wir  soeben  gesehen  haben,  jede  dieser  Gleichungen 
eile  Wurzel  a:= — hat;  nehmen  wir  nun  an,  es  sei  /3'= — «, 
10  erhalten  wir  au8  .(2),  (3X—(6)  folgende  Bedingungsgleiebungen : 

' ,  •  •  *  *  • 

Ware  aber  ß^^^z^u,  odef  ß'^=^—a,  so  würden  wir  die  Bedia- 

guügsgleichungen :  .       ,  ,  •  . 

..   ■  • 

F(/J'')=:O,F'03O=O,f^(|S")=O  jR«-4)(/3'')  =  0  .  .  .  (10) 

■     F(ß''0=0»W)=ö,F^(/J'^)  =  O,  F(''-4)(/3'")==0   .  .  (11) 

trbalten;  jedoch  müssen  wir  wohl  bemerken,  dass  Gleichungs* 
Systeme  (9),  (10),  (11)  nicht  gleichzeitig  bestehen,  sondern,  wenn 
iie  GleichoJigen  voa  einem  dieser  Systeme  stattfinden ,  so  beste- 
hen die  in  den  beiden  übrigen  Systemen  nicht. 

Nehmen  wir  jetzt  wieder  an,  es  seien  nur  nngleiehe  Wurzeln 
« der  Gleichung  (1)  vorhanden,  und  es  bezeichne  x'  eine  solche 
l^orzel,  so  wird  der  Werth  von  x',  wie  wir  sogleich  beweisen 
||rden,  folgende  Form  haben: 


(12) 


*  .1 


!j:ifiin^o./^(n.^\n^fii^w.^\i3'')./^'(n^,....  . 

 fn-siF  (»-4)(j30.f^"-4)(|J'')/>-4)(|r)|]^ 

In  diesem  Ausdrucke  bezeichnen  (pztfi^fi  fijf^,   Funktio- 

deren  nähere  Bestimmung  sich  aus  dem  weitem  Verlauf  der 
ptersuchung  ergeben  wird. 

Dasf  in  dem  Ausdrucke,   der  m  dem  Funktfonszeichen  9)3 
jlbalteii  ist,  die  Funktionenverbindung 

'  \fx\F{u').F{€^')\,U\  F'(a').F'{a'%  /•-sl^^"-^ )(«').  F(«-4)(a")t1 

^'Wraen  muss,  ist  in  §.  1.  und  §.2.  ausführlich  bewiesen  wor- 
dass  aber  mit  dieser  noch  die  Funktionenverbindnng 
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mittelst  des  Zeichens  (-|-)  und  (— )  ?n  Verbindung  gebracht  wer 
den  mu88«  f^eht  daraus  hervor,  dass  der  aligemeine  Aufdruck 
der  W  urzel  der  dUeichunor  (I),  wenn  sie  nur  ungleiche  Wurzeln 
bat,  sich  aul  den  Fall  Äuiücktühren  lassen  niuss,  wo  n — 2  gleiche 
Wurzeln  in  der  Gleichung  (1)  vorhanden  sind;  dieser  Fall  hal 
abev-  eine  der  Gleichungsgr  uppen  (9)^  (10)  oder  (11)  ^ur  Folge ; 
imn  lAm-  amfM  (Ttti^a, -eder  iwck*- p^^-^^a,  eder'>MMI 
ß"'=—'a  sein  kann,  so  kunnen  wir  wie  in  {.  &  MtfiMHMn»  dM^ 
in  diesem  Falle  die  Gieiciiinigen: 

f,-,|J?V-4)0J').F:«-4)(|3'0.f^»-4)(i3''')l=O  ) 

nicht  nur  richtig?  5;ind,  sondern'  eine  hothwendige  Folge  der  An 
Dahme  von  7i— 2  gleichen  Wurzeln  in  der  Gleichung  (1)  sein  miiss 
sen,  und  dass  diese  Produktenfunktionen  in  dem  Ausdrucke  (12 
vorkoninien  müssen,  wenn  jener  allgemeine  Wurzelausdruck  siel 
a,uf  dei^  speciellen  Fall  von  n — 2  gleiqhi^n  Wur^j^iq  anivendei 
limen  ^pll;  dass  diese  Produktentunktionen.mit  deq  ▼orhergebeq 
dijd  4u!:Rh  .i4ie  Z^iebfiD  (+)  «»4  (— )  v^vadeii  sein  vaßßsfi,^ 
wird  ganz  auf  gleiche  Art  wie  in  §.  .2.  hevrieims  wf^raus  die,94jQ| 
tigheit  der  Form  des  Ansdracfcs  io  Nr.  (12)  hervorgeht 

Sind  y',  y" ,  f,  ytw  die  Wurzeln  der  Gl^lchnng  j 

i^»-4)  (a:)=7i(n~l){7i-2)(n-^)x*  f  4(/i— l)(7i— 2)(ii-3)aiX3 1  , 

80  können  wir  ganz  auf  gleiche  Art,  wie  in  §.1.,  §.2.,  §.  3.  zeige 
dass  die  nachstehende  Wurzelform  einer  (ileichiing  :des  riten  Gr 
des  die  Bedinguiigejt  von  HjU  —  l.n  —  1  und  n  —  3  gj<|ichen  Wu 
zeln  enthält,  und  sich  daher  auf  jeden  dieser  speoieu^  Fälle  a| 
iwi^dea  Httfl;:«'  ß',  ß\  jS'^  Jlabeo  hierio  ihre  früheren  B 
deutnngeo: 

•:i  •        .  ».        •  ''(Ifi) .  . .«  •••• 

1 J:  [/it/'(a').^«")|,/,tF(a'^.^'(«':;)-l.  ..../•-^t*X»-5)(a').l^»- 

I  Äiz-X/;- W  >'(r")*'(J"')»^«(* V)-*  (y")-^ '(y")-  -«-''(y 
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.C^heii^  lYK.ifffdMok  wiideinjpmgen  Falte  Aber,  wo  in  dei.Glet• 
t 


fiber: 

'  '  '         '  i-  'i  .:  :  .  ■  'i»  .'  •  .'. 

worin  der  Kürze  -  wegen : '        '  '.f.l  >\'li //       •»  i',.;  m 

:'.       •■■5'/.'".''  .•■  .       •    '■    -.Iii:!.  .i-    •  y  \\{     '  •• 

/{a:)=(.r  f  ai)(ar  +  «5j)(:r+a3)  (ar+an-j)  ...  (3) 

gesetzt  wurde. 

Durch  Differeiitiiren  finden  wir: 


•     1  ' 


In  dieser  Gleichung  müssen  beide  Theile  für  x-=.  —  a  verschwin- 

♦ 

den.   Sind  dalse»  v'i^vW',.MV.»(«--J)  die  Wnfzeiii-  der;'Gleichili|^ 

•  '  ■  I  •     J    •.      ......    <*       ' .     .  .  ■  y     .  • .    <• «  V    'I '  .  ; :  1     i:  .  ,'  '. 

;  .  i  .1.  .  •  •    '•    *        •         ^  '      '     ■».•..•  '.»  1  ?.  ' 

60  «Qtt's^^-eiiie'  dieel^  Wiiml^  eH  .s^  daher  f^=r-^^; 

«0  nmss,,wenn  man  i;'  statt  :r  m  die '  GIfeichuiig  (1)  oder '(2)'eiii> 
niifl^  sie  i&uF  Nüir  redytirt  werdem,  d.  fi.  es  moss'  ' 

.:  :     M-M/»!.   >  v.i,  Ir      F0r5=ü  .-i-'r;-,S^  i'.'.-'i'.V'.  (6V' 

seiv^'eadoiMieii  ibik  FflHe  eintreten;  wcl  entweder  v''ss->-«,  oder 
v^'=— «(  n.  8.  w.  sein  kann;  in'#esbn'  VMen  mdeate  dtton,  nie  in 
{.  %9  fespective: 

-.^  •       \      I        /^(v")=0  .'.^^V.;  (7) 

¥i^)^^>.  \ .  /. .;. ......  (g) 

'.hl 

F(*<— D)  «0    .  .   (ö> 

sein ;  der  allgemeine  Ausdruck  muss  sich  aber  nicht  nur  auch 
auf  den  von  zwei  gleichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  reduciren 
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und  anpassen  lassen  ,  sondern  es  müssen  selbst  diese  speciellen' 
Fälle  alle  in  ihm  enthalten  sein,  d.  b.  für  jede  der  "Wurzeln  v', 
v",  v*",  ....,v^*— 1),  es  mag  eine  beliebice  von  ihnen  =  —  <x  sein, 
80  muss  aus  ihm  die  entsprechende  der  Gleichungen  (6)  (7)...(9)  de- 
dpdrt  werden  kOimeii;  aa  aber  diese  Gleichnogen  Dicht  gleich-l 
zeitig  statt  Heden;  eeedem  im  -GegeetiM^r  'wenn  eine,  z.  Jk  dte 
GJeichung  (7),  statt  findet»  die  übrigen  alle  niclit  etatt  tindeo ,  io| 
y^rd  '.diesen  Fordeiuligen  nur  dann  entsprochen  werden  können, 
wenn  In  dem  allgemeinen  Anndracke  ffir  die  Warsei  0*  der  (Glä* 
chung  (1)  das  Produkt 

eder  feine  Fuoktieo  dieses  Predeels  feilMeiait   Dieses  ProdaU 

oder  eine  Funktion  desselben  muss  mit  den  vorhergehenden  Funk- 
tionstiieilen  Im  Wnrselaiisdnicke  durch  die  Zeichcä  (i-}  önd  (H 
▼erbenden  sein,  was  gans  eben  so  wie  hi     2.  Iiewiesen  wird. 


■  ■ 

Th^ls  ans  den  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Grteden 
^leils  ans  dem  sichtbaren  bilduugsgesetze,  das  sich  in  den  gefim 
dkpnen  Wurzelausdrucken  des  §.  1.,  §.  2.,  §.  3.,  §.  4.  offenbar  aus 
spricht,  endlich  theils  auch  aus  dem  allen  diesen  Entu-icklungei 
zu  Grunde  liegenden  Grundsatz,  nämlich:  dass  sich  der  Au^ 
druck  eines  W u rz el Werths  einer  Gleichung  des  7ite' 
Grades  mit  n  verschiedenen  Wurzeln,  auf  all«  spect 
eilen  Fälle  von  n,  n^l,  »-^2,  n  — 3,  ....3,  2  gleiche] 
Warsein  serOckffihreii  lassen  mnes,  d.  Ii.  dass  jener  äl| 

ß »meine  Ansdrock  so  besdhafen  eein  mnss,  dass  die  elnaeln^ 
elationen  zwischen  donCoefficienten  der  Gl^chiing(l)>dQrch  w  eich 
diese  specielien  Fälle  charakterisirt  werden,  so  zu  8agen  implicit 
in  jeneqji  aJ%emeinen  Ausdruck  vorhanden  sind,  oder  docD  %v( 
nlgstens  aus  ihm  deducirt  werden  können,  glauben  wir  berechtif 
zu  sein,  dem  Wurzelwertb,  welcher  allen  diesen  speciellen  Fälle 

von  n,  n— 1,  w  —  2,  3,  2  gleichen  Wurzeln  genügt,  welche 

also  der  wahre  Ausdruck  für  eine  Wurzel  der  Gleichung  Nr.  ( 
ist,  wenn  n  verschiedene  Wurzeln  in  derselben  vorhanden  sin 

a^nde-Ferm  gebeoi^miL  Iritanen»  wenn  wir  anf  ide»*  SMofamswedl 
"die  Jgfcftrige .  IMiffcsirfct  nsiunxp  t  ] 


n 


+&  iF(j').F(f").Fin.F(yt^]  +  

+  

+  .......  ' 
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''(^^)-/'rf*X«').i'J(«")t-HiW.*V")-W) 


«•  V. 


1+   •  

■t-X[F(v').F(v'.').K(/')   .  .  ..  .  F(vj^i))l 


•     •    •     •      •  • 


+»■-1  <  4.         .  .   

:;:::;;.:::;::::m;:;.v;.v... 

I      -1-  II.  s*  w. 

I    Die  RfllheaMm       GMet  Mcht  «b,  mmfit  4tr'SS«idi€B- 

«febMl  «rschSpft  ist    Die  Buchstaben  ß",  ß%  f  

|iB  diesem  Ausdracke  haben  die  frühere  Bsdcuhing.  Hinsregen  siad 

Lfi,  Fl,  %  Funktionszeichen ,  die  nur  durch  Wurzelzeichen 

argestellt  werden  können.  Man  »leht  aus  der  Betrachtung  dieses 
.iosdrucks  für  eine  Wurzel  der  Gleichun«^  des  Ttten  Grades,  dass 
ilemselben  noch  eine  Bestimmung  der  Warzelzeichen,  nebst  ihrer 
feborigen  Verbindung;  fehlt  Die  Bestimmung  derselben ,  so  wie 
%  einiger  Zahlen  -  CoefÜcienten  wA^len  in[\t  im  folgenden  Paragra- 
i^hen  an  einigen  GleielMUigeo 


U  £•  «ei  die 


o;*  +  «X    +  0»=^   (*) 

fegeben.  Ffir  diesen  Fall  erhalttii  wir  MMlital  r«iyitfvMid«ii  Am« 
hmkt  i»  (.  tt.,  weU  fi=s2  Igt, 


wir  dßMen  m  4^  In  ^  Gtdchnng  (a)  statt  ar»  m 

wfar: 
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mitbio-  iMMloliiiet  hier,  dts  FmktioMcAclmi  91  die  QltadittiviinMl, 
folglidi  ist   .  . 


f  —  —   -L  mi    _2  O^.    -  I 


2)  £•  sei  die  gegebene  Gleichong: 

■ .,   (a) 

Ea  ist*alm  nadi  dMi'Andintek^.iii  §. 

oder  wenn  wir  die  bereits  io       2.  gefundenen  Werthe  %'oii 
iBidVan  F(0f),FXi^  gebr«oebeii,  eo  Ist: 

Da  diese  Wnrzelform  alle  möglichen  speciellen  Fälle  unter  siel 
begreifen  niuss .  also  auch  die  mit  zwei,  und  drei  gleichen  Wur 
zeln,  so  wie  auch  jene,  wo  einzelne  Coefücienten,  ai,  a.2  ode 
«3,  zu  Null  werden,  so  nehmen  wir  zuerst  an,  es  sei  x  —  —  n 
eine  der  drei  ungleichen  Wurzeln  der  Gleichung  (ci),  so  werdei 
die  beiden  andern  x=: — u"  und  x^^mi"  durcb  iehie  Cänichmii 
▼on  der  Form: 

a^^ÄK^BatQ  (e) 

bestimmt^  wo  der  Kürze  wegen  .  *       a.     -  i    ..  *i 

Jssi^— ti,  J5=iifc-ti'Uii-V)  (<0 

**  «  •     •  • 

geeetst  wurde;  a«8*dteser  Gieicbmig'  etbelten  wirf* 
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Nebmeo  wir  jetzt  ao,  es  Mim  im  dwCleiclHiBg  («)  »rei  W«ra«b 
gieick»  so  folgt-m  (e),  dm  •    '  ' 


•  •  • 


» » 


leii  Bim.  Ans  (6)  folgt  ^er  nach  §.  2.,  daM  flfr  swei  gleiclie 

jebiiiii&&;  die  ßetliogungen  (/)  uud  (jjr)  müsseo  nothw^adlf  id«i«i 
^  aaiii»  dalMT  AMI«»,  auch  * 

Kn.  Es  wurde  aber  in  §.  2.  bewiesen ,  dase  im  Funktionszeichen 

fi  kahl  anderer  Ausdruck  der  DoefliciQBien  üg^  4%.  und  1^  als 

•  .    •  ,  - 

V  ~27^T~"«y  

ftitiHwi  «da  kam,  mHMo  aon  aaek  J^—KB  ndt  Aeaam  Aus- 

■ck  identisch  «oia,  daher  moM'aicb  das  Symbol  /i  dnrcb^W 
haaan,  ader  aa  nnaa 


'f  1  I 
*«     •  I 


Iii.  El8  i\  ird  daher  der  Ausdruck  (6)  zu : 

■ 

Wh  [erhalten  endlich  aus  (o) ,  wenn  wir  in  jener  Gleichuna 
=«t=sOaetiettt  * 

IWlVL  • 


Digitized 


I 


I 


Aw  (A)  erludten  wir  nator      gMtlm  ^  VoiMMMtiimg 

Die  Summe  dieser  Auedrficke  io  den  FunlLÜoiieseicliee  ^  'kmu 
aber  nur  auf  V  — 03  ziiri!ckgeföh|:t  werden,  wenp  d^s  erste  in  ipt 
eiMUillene  Glied  '''^'^)         noanM^^«n  jeUt 

nech  oobekaontea  Zahlen  -  CeefficienteD  n  verrielfiicht  lel,  inden 
iniii  dheee^Bed»  neekdefAiige  .hn  Wemekcicliett  enthaltene 
Aoedmck  eine  andere  Aeademng  erleidett  darf;  eetten  wir  also  iR(A) 

-(^  -  ¥-«0  (^'-¥-f")' 

so  wirdfj^nes  iiir  %  =:<4=0  zu  ^ni^;  >eaa  eAUt  «Iw  iue  (i^ 
statt  des^Aeedracks  (A:)  ftlgendea: 


Ans  der  Verglei^hung  voii)^  folgt,  dass  ^weder: 


.  •  •  •        •  •  f 


ed^r  •  • 

*  t  •  « 

sein  mnss;  lisst.man  die  ietztere  dieser. Gleidrangen  gelten,  ^ 
lolgt  IIS— diei$er  Wertl^  in   d^r   erj^teri|  ^uiifttituirty  gi| 

■{■      9   welcher    Werth    unbrauchbar    ist ;    set^t    man  abi 

•  '      .  •  •  .     •  } 

^nog  -f  2  ^""""^ daduri.'h  wird  aber — na^ — 

—1^»  mitbin  ist  a^'ss^^t — Og}.  Uieraos«  und  aus  (0  folgt: 

•  s  /  iroraus  bervoraebt»  das«  das  Symbol  9^  die  drjtte  Worsfel  vj 
V;  stellen  iboss.  fis  wird  also  «Br Ausdruckt 6),  w^nn  man  das  en 

^^}'\  9»       3  mnltlplicirt: 
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8 


-^^3^-\  ^-3---gr-g,^  -^S7r3"""V. 

3 


Es  vmlelrt  «icb  ¥oii  Mftst»  ^Uw  nJemand  einen  so  langea 

Weg  zur  Auflösung  einer  Gleichyog  des  Sien  Grades  einsebltfea 
fird;  allein  es  bandelte  sich  maik  Mer  gar  nicht  danim,  eise  neue 
kflüsung  der  Gleichung  des  3ten  Grades  zu  geben»  sondern 
firem,  theiU  eine  Anwendung  des  in  $.  5.  gefundenen  Aii^fdrucks 
!u  machen ,  theii«  auch  um  ^inen  altgemeinen  Weg  angeben 
i'nnen,  aas  Unbestimmte  in  jenem  Ausdruck  ani>ebbar  zu  machen. 
^  fudlich  nicht  %ü  leugnen,  dass  si^hjnit  dem  huhein  Grad 
äoer  Gleichung  die  Sphwi^iigk^iten  diesj^r.  Bei»timmungen  ver- 
Mreo;  allein  es  Isf  deeh  m  *MuglicbMt- Yerhsnden,  gerade 
tS  difseni  Wege  sn  einem  allgemeinen  Wnrselhlldungsgesetz  an 
jtlao^en,  (welches  allein  nocn'  fehlt),  was  auf  dem  Wege  der 
iKobiDation,  wie  ich  fest  überzeugt  bin,  und  pvas  erst  ein  neidich 
n^chienenes  Werk,  in  welchem  die  Gieichongen  des  5ten  nnd 
ken  Gtades  gelöst  sein  sollten,  aber  es  halt  stellt  sind» 
erwiesen  hat»  niemals  geschehen  wird. 


132 


il..  .  .         •  '/**'* 

  I 


»  • 


Ueber  Paul  Haleken'«^  Darstelluniir  dei 

sewSlunUebeB  .AsflSsiuis  ^er  cnbii 
sehen  Gleichungen  durch  die  earda« 

;  T.    .  ^  •  ..•  .Ii!  .  •     .  . 

Paul  Halckeri,  Aritbmeticus  zu  Buxtehude  und  Mitglie 
der  Societät  der  Kunst-Rechner,  oder  vielmehr  der  im  Jahi 
1690  gestifteten,  die  Kunst-Rechnung  iieh-  und  libeiide 
Societät  wa  Hamburg,  au»  weldiar  spiterblii  die  jetzt  ikhI 
dort  blühende  Gesellscbaft  .aiML  Verbreitung  der  math^ 
matischen  Wissenschaften  hervorging,  in  dieser  die  Kane 
Rechnung  lieb-  und  Abenden  Sodetit  der  Haltende  genanii 
und  nicht  zu  verwechseln  mit  seinem  Bruder  Johann 
Ihro  Königl.  Maj.  zu  Dännemark  und  Nonvecen  bestelltem  IVlath 
maticus  und  Arithmeticus  zuUtersen,  in  der  die  Kunst -ftec 
nunaj  lieb-  und  übenden  Societät  der  Harrende  i^enannt,  hat 
seinem  viele  schöne  Problemata  un<l  andere  sinnreiche  I>5n| 
enthaltenden  Buche:  Deliciac  Math ematicae,  ober  Math* 
niatif(^el  6ittneit«<lonfect,  beflei^enb  in  8ftnf|ttttben  Dier  ui 
fieBentifg  atttferleffnen,  sunt  gar  itunffrei^en  Alg 

brai-,  ueometri-  unb  Aatronomifd^en  ^uffgaietl,  mit  ^1 
Ten  !üa1iU^rn  Solutionen  unb  Regula  geiierrt,  ittfanbc 
^cit  einer  curieusen  (Erftnbung  ber  L ogarith raorum, 
ber  Quadratura  Cirruli,  na^  ber  unenblic^en  SRd^erun 
unb  anberit  ^innrc id;en-<5acijen  me^r  u.  f.  xv.  ^illlen  lMeb% 
Sern  ber  Mathematifd^en  Söiffe nfcfcaff ten,  infonberbeit  \ 
(gblen  9lc(^en  =  Äunfl,  gut  tool^lgcnuinten  (^emüt^ g*(5rge t^;^ u 
auffgetragcn  bon  Paul  Ualcken,  Arithmet.  in  ^^^urte^ul 
in  ber  Societaet  ber  itunftre^net  btm  «^altenben.  3u  bc f  o; 
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mn  Bei  3o^ann  ^inrtc^^  mf>lütmui)t,  ©(j^reiB*  unb  meiert- 
mifin  an  ber  ©d^ulen  &t  Nicolai  unb  bei  leben  3unfft- 
Ifmtll^tcit  bet  ÄunjlUebenben  Societaet  in  «gamburg. 
Haaburg.  1729.  8.  dl»  caidM^isdkf  Fonnel  naek  «iiieni  v^u 
mm  gegenwärtig  in  den'  Lefcrbilcbe^  ae^  Algebra  gewOhnfIcAeD' 
rerschiedenen  Yerfnbren  durch  eii^e  blosMi  Babetiti|tion  entwi- 
ckelt, welches  nAth  merner  Melnüng  noch  jetzt  gekannt  und  bei'm 
Interrichte  angewandt  zu  werden  verdient,  weshalb  ich  dasselbe 
in  diesem  Aufsatze  mit  verschiedenen  von  mir  selbst  hinzugethv 
Den  Bemerkungen  den  Lesern. des.  Archivs  mittbeileo  will/ da:  ei^* 
wohl  noch  wenig  bekannt  ist:'    '  *  "  '* 

Wemi  a  vod  6  postAve  tirlteaea  lätichnen,  ao  kam  eine 
]oo  ihfmmjifrf^itigBi  ^Hede  auf  bakaoiittt  M^eise  baM>  «nbisf^h«. 
jwiebinig  nur  unter  einer  der  vier  folisendeii  Tonnen  anflrptanr 

Weil  aber  die  dritte  und  vierte  CUeichnng  durch  die  Substitution 

ß=—jl  in 


-  : 


•  II!        !      •    .  •  '  . 


Ii 


mehen;  a#  iat  Unr»  duM  wir  ala  apaeilMb  veraeliiedeae  Far* 
iMtMeaa  dtta  beiden  GMehungen 

I  Madbten  bfaneheot  wie  andi  Paul  Balcl[en  diul,  wobei 
icb  xn  bemerken  iel,/das8  die  Coefficienten  ^  and  36  atalt  der 

M  gewöhnlichen  a  und  6  liloss  der  Veieinmchung  der  später- 
p  fojginid^.yatpialn,  wegen  glayst^  Ton  Yam.hi|feia  e|IWllfiib|;t 


.  I'    •  •  •    •      I  •    I     Ml  '» 

Betrachten  wir  nuo  zuerst  die  J^orm  .  *  ' 

NMmi,  iadein  whr 
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1*1'    -'..'i  il  »!  i;i  ...        .    .*[••#  :i  *  :  •••  -s,*  fn-r'  » 

sj^o  .  .weojn  wir  auf  beiAen  iSeUeh  ateil^  6leiclltlä^  Ult 'iil^'MtÜfl^' 

eira-uM  «uthäM^.      Meli  ^laili^^^f- ;;  ;;''] 

•  •••••iJ  «      i:  "ii:'.-'?**.X  .  -  "^fl  T/Yä-.»  ff  A  :»im  n 


•«=V(*±V^6«+a»), 
und  folglich,  weil  oach  dem  Obigen 


a 


Mi 


a 


'  i  "V» 

•lio»  wenn  nao  Zähler  and  NeoMr  des  letsln  BrodMi  mit 
aoltiplicirt:  .!'>:.  •«!  <U      .•!  '* 


1    ..M  .  -         \|  .  — 


wo  ee  nun  genfigt,  bloss 

iUk'll«tt6fa:  Mittelst  di^sar F^^dlfllst  ^ibh  1h  di^^ih <^äni§(itiu 
eine  teelle  Wnrsel  der  gegebenen  cubischen  Gleicht^^  b^iAq 
nen;  und  wie  man  dann  ferner  die  beiden  anderen  WurMln 
det»  ist  bekannt  "  ^ '  ' 

Wenn  ferner  die  Gleicbung        -  - 


Digitized  by  Google 


las 


inefcea  gtki» üir  ♦         -.  t*.^*  •    >  // 


m  • 


sfld  edtaii«!!  dadiircb;  4ie  Gleich uog       .-. .  >i.  .  .  ..| 

•    •   •  i  •  I 

ben«  WM  •icli.4UifMte«ttMt;  .  »        •  •   i  •.  .*  « 

■ 

IilMii  wir  dicM  Gfoldiong  wie  eine  qnadrattiebe  ChMlng  luiA 
••eiSieiit  eidb 


also 


ud  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 


•     •  r 


.  ./TS — 5.  .       -  a 


•       *  • 


Zilller  imd  Nimer  4tm  •letsten  Bmeiie  mit 


«dUpücIrl: 


f 


es  Bun  wieder  gendigt,  bl<|as  ,  i 


TVeoD  ,^*-^a'  ^0      so  kann  man  auch  in  diesem  Falle  imm^ 

eine  reelle  Wurzel  der  gegebenen  cubigchen  Gleichung  berechneo« 
nnd  Trie  mam  dann  ferner  die  beiden  andern  Wurzeln  findet,  ist 
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im 

We&o  aber  6^-*a<<0  tot,  co  criAtiit      ^knatl  < 

unserer  cubischen  Gleichung  unter  einer  imaginären  Form,  und  doch 
lässt  sich  auf  folgende  Art  leicht  zeigen,  dass  gerade  in  diesem 
Falle  alle  drei  Wurzeln  der  Gleichung  nothvvendig  reell  sein  müs- 
sen. Da  nämlich  jede  cubische  Gleichung  als  eine  Gleichung 
eines  ungeraden  Grades  neth wendig  mindestens  eine  reelle  War* 
mI  fetUüfiDiiss,  90  woim  wir  Ac«*  iMile  Wwail'iMNrar  catt* 
•cheo  Gleichung  durch  m  bezeielinefly  «o  daw^alMi     ^  *  -  i 

aad  foigiieh  .•,#...•,...•• 
oder 

o?'— 3ax  — '  26  Ä  (df — na-i-  »*— 3a) 

Ut*  Daher  sind  die  beiden  andern  Wurzeln  unserer  -cubiacheO) 
Gleichung  mittelst  der  quadratischen  Gleichung     ,     ^     »  { 

SU  bestinmieii*  Die  Aaflusung  dieser  Gleichung  giebt 

•        \-  .•  •  •   •  . 

Weil  nun  wegep  der  Gleichung 


.11*   1  .»'•*»2Mi*-*vS63sD  I... 

oiMilMr 

,   ,  .26  1.3,6 

und  folglich  i 


»  « 


1 

st,  so  ist,  wenn  o  negativ  ist,  offenbar  a  —  j  (^^^  nicht  nc^Kati] 

und  die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  cubischen  Gleichung  sin 
^diher  hl  diesem  Falle  aogeoecheinlich  säoimüich  reelL  W&i 

■  aber,  wenn  'o»  positiv  ist,  a  ~  j«*  liegatiV  *oÄct "  y     >  a  ^  ^ 

wäre  i»'>4a  oder  oi>>2Va*   Weil  nun  nach  der  Von 


Digitized  by  Google 


Ha 

A«<as,  6  <aVa  ist,  so  ist  36<9aVa  oder  26<(i.2ya,  folglidi' 
nach  dem  Vorhergehenden  um  so  mehr  36^  am.  Nuo  ist  aber 
nach  dem  Obigee  Mloalitlich     <  ^' 


II«  '.  : 


also,  well  wir  angenommea  baben^  daee  a — j,        oegativ  eei« 

|~->  ja,  d.  i.  26>aio«  was  dem  vorbergebeoden  26<a(»  wi« 

derspricht.  Daher  l^aon  auch  in  diesem  Falle  a  ---^  co'  nicht  ne- 
gativ sein,  und  es  sind  fofglich  auch' jetzt  alle  drei  Wurzeln  der 
g^beoen  enbisehen  Gielcbimg  reell,  wie  behauptet  wurde« 

In  diesem  Falle,  wo  alle  drei  Wuneln  der  gegebenen  cobl- 
sehen  Gleiebung  nothwendig  re^lt  sefai  mtUsen,  die  durch  die 
Formel 


•••• 


. .  I  •  •     • :  . 


gegebene  Wurzel  derselben  aber  unter  einer  inuglniron  Form 
uftritt,  eucht  nun  Paul  Haicken  die  Wumel 


oder 


•4«       •      <       •    ■    I  ■ 


irklich  auszuzidien;  sein  auf  einem  gewissen  Probiren  bemben- 
ks  und  eewiss  in  allen  Beziehungen  buchst  eingeschränktes  und 
mangelhaftes  Verfahren  lässt  sich  aber  aus  den  Beispielen,  auf 
velche  er  es  anwendet,  nicht  mit  hinreichender  Deutlichkeit  und 
Bestimmtheit  entnehmen,  und  kann  daher  hier  nicht  wiedergege- 
len  werden,  was  auch  bei  der  Jedenfalls  grossen  Maugelbaftig- 
telt  deesetben'oMfti^nfltBeik  fmde,  da^iäm  wem,  daä 
•ich  dergleichen  Kubikwuneln  auf  eine  ,sehr  leichte  und  elegante 
^Veise  mit  Hfilfe  der  goniometriadiett  Fbnctionen  und  der  in  voll- 
tändiger  Berechnung  schon  vorliegenden  Tafeln  derselben  berech- 
ien  lassen,  was  auf  die  elementarste  Wdaefieiieicbt  auf  folgende 
iit  gezeigt  werden  kann. 

.  *  • .  . .  * 

Setieo  wfar  . 

r 


o  ist 


I.M  » 
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1  '  '       J    ■     l    ,  •   ^  '  ' '  •  .     '  ■ '  » 


I.  «    \  * 


Quadrirt  man  nun  auf  beiden  Selten  ^  sd  wird 
also,  wenn  man  addirt: 


•  •  ■  t 


» » 
d.  i. 


oder 


I  .ti  :  .1.1-        ...    ;  ;.     ••  ■    :  i- 

««  +  j3« = ü«  +  3p*m>«  +  ap«io*  +  MJ« , 


•  •  -  » 


c«+w«  =  V  + 


und  folglich 


4    •  < 
»  ...» 


Daher  ist  man  berechtigt 


aid«r  "  ;  ' 

•  .     I  ;         I       i   .  .  \  ■■  ».■....• 
zi^  setzen,  was,  in  die  Glekhungen  .        ',  i  i 

gesetzt,  giebt: 

siny'V  3sinqocoS9)*V^ a^-|-/S*=:of, 

3sin9«cog9Vtt*+P*  -  cos 9« Va*T^= 

oder 


siny'— 3sinqp  cosqp«=  y:===  > 
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.    .  N^r  .  •  Ii  :U'  ff» 


Bekanntlich  ist  aber,  was  durch  die  ^ementarsten  gomometri- 
icbeo  Formela  sogleich  zu  beweiseb  ist: 

i  •  tk  I  "t  *  I**  '  ä  t 

•..iiii  l  •<  ioo8^o2ti€>M|^*«^3co«9>iMii9>?;    ;    nv.i  •  'It 
*?     '.ii'if*'»  .•••Ii'»/  siM,.  if«"  i.,p  '  Ol»  ......  :Iui*  .1  it\  j.m' ♦»*'*.  !•  *i 

»     "  3  ./ 


and  foigliisb  auch  . , 

•1.  l:.  .      Ii  i«  \  M  I  :  *  .Ii  •*«  I  «i  I       1  •    'i  t'i   II«./   M.,  !.t1    I  tj 

-«».I         I   .Iii«»  I  Ii  .         •  .       *  i.  "     '!•..•».;,  u  { 

Mtaiiyt  MaUai  VikuS^  %fhilt  'Si^y  iBsb  Ihdk  '^gp  * WnM^nM' >v^MMu  $ 
hat  Bion  aber  9»  ao  hat  man  anch  ^. 


«tax  alD^ .  V^i^^Tl^,  «'^  coag»  .V^  +  fi^ 
ood  demnach  auch  "  *  ' 

in  Kückaiciit  auf  uoaere  ohige  cttlMadbe  Gieiebuog  ist 


folglich 


und  daher 


1  w 


so  wie 


ta«gd9 


FarMT  iai 


altasain^.Vo«  «seoa^tV«; 
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foiglleh  nach  dem  OUgen 

Die  weitere  Discussion  dieser  Formeln  unterlasseo  wir  luglich 
bier,  da  dieselbe  allgemein  bekannt  ist 


Hält  man  die  Eiofuhmag-^der^  g— i— friidien  Functionen  für 
der  Algebra  zu  freradaräg,  so  kam  nan  den  vorhereehABdeoFaU 
der  cubischeo  Gleichungen,  den  man  bekanntlich  den  irredu- 
Gl  bleu  Fall  SU  neonen  pflegt«  auch  auf  folgende  Art  behapdein. 


Aus  der  Form  der  Gleichung 

« 


erhellet  nach  einem  bekannten  leicht  ganz  elementar  zu  beweisen- 
den Satze  von  den  Gleichungen  (Supplemente  zum  mathe- 
matischen Wörterbuche.  Tbl.  II.  Art.  Gleichung.  S.396.), 
dass  dieselbe  jederzeit  eine,  aber  auch  nur  eine  reelle  positive 
Wufzjel. Ji^y  4ie  wir  von , /nun  .an  di^cli  ^  selbst  beseich||ieii  wollen. 


Wey 


ist,  so  Ist 


oder 


■  # 


also 


V 


•  ••• 


3«+ 


und  bezeichnen  wir  nun  die  Brüche  oder  Grössen 
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•  •      .      •  • 

der  Reihe  nach  durch 


M  lässt  sich  auiflnt  4affch  gan^  leichte  Schltae»' Aber  die  wir 
hier  iägUch  hinweggehen  kAnnen;  neigett»  tes 

« 

T 

*  '  • 

V.  e.  w. 

HO  daes  also  jede,  zwei '  einander  beoacfabarte  Gheder  der 


^1* 


zwei,  wischen  sieh' lassende  GrSnzen  sind,  and  es  l^ommt  |etit 
por  darauf  an,  zu  untersuchen/ tdi  oieee  -Giftneen  einander  ins  n 
jedem  beliebigen  Grade  nahe  konunen  können ,  weil  sie  nur  nnler 

dieser  Bedingung  ^ijfi  sicher  zum'  Zweck  führendes  MHtel  »  .^r.mijt 
VJein  beliebigen  Grade  der  GepfMii8kiail.«emifekenMl  i«'lieBacl|pa«t 
^  die  Uaiid  geben  köoneo« 


Es  ist  aber  augenscheiniicfa  iu  völliger  Allgemeinheit 


•der  ' 
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folglich  .PKOh  einein  bckamitcRi  itr^mefbcben  Satsa: 
Das  Product 

ist  aber  offenbar  immfr  gr^MMn^  ala 

d.  i.  grosser  als  Gv^.aya,  fol^icb. 

ii6   ^  1 


und  folglich,  weil  im  inredacji|ii^  Falle*  den  wir  jetzt  bier  alleto 
im  Auge  baben. 


«»<«^  6<aVa» 


ist»  jedenfoUs 


« « 


26  1 

abb  nach  dem  Obieen,  immer  blot^s  in  Rücksicht  auf  die  abf«* 

luten  Wertbe  der  IMfferenzeii  ^»fi>«^:Eb  uud.  j^ii^  rwi««;  * 

»  • 

Es  ist  also  bieroach-  ,  : 


ar^ — üt^ 


  ^  3^4 — ^5 

^5      ^ftS  » 
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1^ 


^6     ^6  '  A 


I 


II 


alio»  «ita.  lii«i:»H«  «agiei«k  0rboil^t:. 

•  *    :     '  i  a.r       *      .*.    •  f.  * 
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B«DMii41icbe  wa9hfi|eo^  »o  ist  klar,  dass  die  Differenzen  . 
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u's  Unendliche  abnehineo»  wenn  man  nur  die  Reihe  derselben 
weit  genug  forteeU^  I  •  ,  .  * 

I  •  • 

ffieran«  Mkt  mali  dqii,  dam  inltMat  des  Auednicks 
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eUe  letlle  fotAUkw  Wi^iM»  wildb«  «e  cwMmIm  (^iaiduni 

JederseH  nothwendig  hat,  Im  kteduciblen  Falle  toiiner  durch  An- 
niberoM  mit  jedem  b^MiMi  Grade  der  Ceaaiilgheit  tocehart 
werden  feami,  «ad  da  dle.fintei 


3V3,  (3V3)*.  (3va)»,  (3V3)S  (3^3)*,  

nämlich  * 

« 

(3v$«saiv3, 

(3v3)4=:729, 

(3v3)«=:  19683, 
C3v3y= 59049 V3, 
(3v3)s=3lQ144I, 
a.  w. 

schnell  wachsen,  so  scheint  auch  die  Annäherung  ziemlich  rast 
fortzuschreiten ;  aber  die  succes^iive  Ausziehung  der  Quadratwu 
zeln  wird  immer  Schwieriskeit  machen,  namentlich  wenn  tm 
aieh  bei  dIeaeiB  GeeebXft  mdit  der  Logarltbroea  bedienen  wolll 
und  die  goniometriaolM''  Uwaaiat  leiebte  oad  alegaole  Auflteafl 
wild  daher  immer  in  der  Praiia  bei  Weitem  Torsnsieben  «ein.  ' 

Wie  man,  wenn  man  die  eine  Wurzel  der  cubischen  Gli 
chung  kennt,  die  beiden  anderen  finden  kann,  ist  bekannt.  i 

Die  Znrdckfdhning  der  enbiaeiien  Gleicbniigen  daitb  die  Sm 
stitntiott^n 

xss— —  oder  X'ss,  — 

•  <  •  •     • « 

auf  eine  quadratische  oder  wenigstens  auf  eine  Gleichuii|^,  i 
sich  wie  eine  Gleiebung  des  swMlen  Gradea  auflOaen  iässt,  j 
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soviel  ich  finden  kann,  ganz  Paul  Halcken's  Etgenthum  und 
im  Obigem  von  demselben  entlehnt  v^orden;  das  Uebrige  Ut  Zu« 
tbat  von  meiner  8eite. 

Zam  Schlnss  will  ich  der  ErgStaBlichkelt  wegen  noo  noch  an« 
führen,  wie  der  genannte  alte  Arithmeticus  in  seinem  Grimme 
über  den  fatalen  Ca^ns  irreducibilis,  aber  doch  auch  mit  einer 
gewissen  Freude,  dass  er,  wie  er  wenigstens  zu  meinen  scheint, 
bei  der  Jieseitigunsc  desselben  einen  Schritt  vorwärts  gethan  hat, 
sich  über  diesen  Fall  der  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen 
«Meprlclit.  &  63.  seines  oben  erwähnten  Mathematischen 
Sinnen-Confeets  sagt  er  nftmlich: 

,,99ig^te^et  gelc^ret  wortot,  trie  man  bie  Cubifc^en  Aequationes 
na(^  i^rcr  ric^ticjcn  Demonstration  au3  tDal^rem  ©runbe  solviren  foll, 
babf^  biffeö  baö  mü^fömj^e  unb  ivi^tigfle  ij^,  bie  Cubic-3ßur^cln  auö  ben 
iiinnniiis  ju  extrahiren.  ift  aber  eine  beutlict^e  Otegul  baoon  gegeben, 
laf  man  foI(^  Extractlon  l^ii^t  unb  ^alb  beniesten  lonn.  igki  btr  gtDcbtm 
«nb  brittm  Slegul  mtb  man  angemcnfet  l^abeH:  ^omc  baferofi  bfr  Cnona 
m  bem  britten  ^^etl  ber  Ba^l  3a  graffn:  ift,  ald  ba9  Quadrat  »on  bcr 
^dfflt  Ut  lebtgm  Bal^l,  ba§  olg^awnBinomia  imperfecta  !mnmm,  boran 

ber  snrdifd^e  ft^eil  alö  V" — a  gMi|  .-un8^i(!t  uni^  hbsurd  fid^  eriieigct, 
be§tt?egen  auc^  bie  3a^t=^ünfller  mit  fettigen  tiid^t  gerne  trollen  fc^offen 
i^ahm,  gUid^  mie  em  Bimmerman  cfai  unoittg  fnaßrig      *&ol|  Dcnnfibet." 

il^er  berühmte  ( ardanus  i)at,  um  folc^en  n?ieberfpen{tigen  ^um^en 
m  tm  fß3ege  ju  geben,  im  !25  Cap.  feinet  X-^uc^d  16  particular-fRe« 
guln  gefe^et,  »on  welc^m  er  au^  ^onbflt  im  2  Cap.  fdni«  Su^«  De 
Re^la  Aliza,  atlein  eS  roirb  babun!^  bie^ad^e  nic^t  geboten)  S)<mn  koan 
man  nad;  fold^en  Olegeln  algebraifd)  procedUet,  [0  (ommt  man ,  tviebei 
auff  foli^e  nn^^cfd^iffte  ninomia,  bleibt  alfo  ter  .Jlarren  im  Jto^tjtecfen, 
bertregen  i|l  bi^r  bcffer  «Kittel,  afd  bftj  man  bacJ  ^ercf ,  ü?ie  cd  bU 
otöentlict^e  Solution  giebet,  öDUfül^re,  tfie  bm  nacj^  unfer  Extractions 
O^egul  fold^e  ungefc^iäte  Binomia  ftä^  gan^  fc^icfUdb  unb  tDo^l  tractirm 
laffen,  wie  folcl^ed  ma  bm  angeführten  (^xmpüxi  genugfam  tf\ä^\Mt"*) 

5  . 


*)   Vom  aber  doch  nicht  redU  klar  gewonica  icC*  .  .    .  >  {.  ^ 


.  I  . 


10 


II 

Theil  XIV. 


Digitizca  by  Cjcjü^Ic 


146 


1  •  •••••  *• 

•  *•  •  ff 


Sur  Xlie<H4e  der  Veilieii. 


H  )    Hemi'  Dr.  O.  SchlSnileb, 


Pro£»M^c         höJMren  Mathematik  und  Mechanik  «9  4er  techaUdb« 

Bildungsanstalt  zu  Dresden. 


i. 


M^hr  Im  Gefilhle  alfa  In  Bontse  des  wirkHchen  Nacitr«liif 
liaben  die  Verfechter  einer  «tr6Bgereii  Behandkng  der  uneiitindMD 

Reihen  die  Behauptung  ausgesprochen,  dass  man  bei  dem  sors- 
tosen  Rechnen  mit  jenen  Formen,  wie  es  z.  B.  Ohm  förmlich 
sanktintHrt  hat,  zu  jedem  beliebigen  noch  so  absurden  Resiilfate 
gelangen  könne;  im  Gegensatze  hierzu  wollten  Ohm  und  seio 
Anhang  geltend  machen,  dass  solche  ^Absurditäten ,  wie  man  sie 
tbatsioilieh  aofWeiseo  konnte»  niir  von  einer  widerreehtücben  Spe- 
sialiainiDg  der  Bncfaetabengrussen  herrührten,  mit  anderen  Vitudiß, 
es  wurde  nne  verboten,  in  Gleiehnngen  «le 


dae  s  fSr  eine  allgemein  gedachte  Zahl  anzusehen;  .r  «ollte  otf 
der  „Träger  der  OperatfenM^,  ein  allgemeinea  aaalytiachtf 

Symbol  oder,  Gott  weiss  welcher,  grosse  oder  kleine  Unbekannte  sein. 
Ich  will  mich  an  dieser  Stelle  nicht  auf  die,  allerdings  niciil 
schwierige  Erörterung  einlassen,  ob  eine  Gleichune,  wie  die  vorhin 
genannte,  nur  einen  Sinn  hat,  wenn  x  keine  Za£l  sein  soll, 
ob  es  überhaupt  möglich  und  denkbar  ist,  mit  etwas  Anderedi 
als  Zahlen,  gleichgültig  ob  dieses  Andere  allgemeiner  oder  spe- 
zieller als  eine  Za£l  ist,  rechnen  zu  wollen;  diese  Untersucbuod 
gedenke  Ich  einer  noch  zu  achreihenden  Philosophie  der  fMfm 
matlk  anfsubewahren»  dagegen  will  ich  nachweiaen , 'dass  iBaD'it| 
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der  That  durch  die  Ohm  sehe:  Leichtfertigkeit  Alles  berausbriDgen 
bon,  namentlich  den  Sat^,  dass  f(fi^v)=f(ß  —  u),  wobei  ft,  u, 
f  und  die  Funbtifm  /*  willkühriich  sind.    Ich  oemerke  dabei  au»- 


MekMi»-dMfliidikai«i'I^flfiiiDg  a^€^  ha(te  und  keine  8pe- 
»aUainBigen  TefoeliBiey  die  etwa  den  Tiiger  der*  Opf mtfonea  sur 
Zahl  degradiren  könnteo,  daS»  iek  Alio'  6ue'  Bettachtaug  amM%, 
i0  jeder  OlNBUiiier  för  jiffitig  ^i^wh^am.mpNi.  . 

Zufolge  des  Taylor  schea  »SaUes  ist  immer 

»         •    •  •  I  « 

woför  nach  Ohms  Bezeichnung  geschrieben  werden  nrilgeQ'^''-  '  > 

4 


nng  mit  «i ,  a%  etc.  beseickneD,  nl«p 

l)     .       — ^=a|  (iP— «)  +  Ga    ~  «)*^  +  «)^  +  - 

Qr  die  a^chfoijg^nd 
i  Rellie  als  cooYe 
^tittT—  "Erhellt  mm^kei^e^^td^td^:  CpÜclmns  1)  a 
mt^  wo  erfailt  mn  Ane  neae  Crleichaog  Toa  der  ronn 


01^        Hachf '  !  i  :,n...,. 

ete.  etc. 

^lan  rnultiplizire  jetzt  die  Gleichungen  1),  2),  3),  4),  etc.  mit  den 
'  r  der  Üand  noch  iio^i|tifB«49%.Ci|ei](iaientoa  4t»*<db 

ist  durch  Addition 
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oder  hm  gehOr^er  Ordmiiig  oach  den  Pdlenien  von  dr'-^loc: 
==^ifl,(a;  — a)  '     .     •  I 

Andererseits  hat  man  safolge  de«  Taylor'acbao  Sailen  filr  jede 
FunktioA/':. 

6)  (o;-«)  +  ^  (^^«)«  f     "  (^)»  +  ..... 

Dinae  Cüeicliung  halten  wir  mit  der  vorigen  zusammeo,  indem  wir 

. '  •     •  . 


•  •  . 


«    t  < 


etc. 


setzen  und  aus  diesen  Gleichungen  die  vorher  unbestimmten  Coefli- 
zienten  Ax,  A^,  A^,...,  bestimmen.  Diese  Bestimmung  ist  jeder- 
zeit mSglich,   weil  die  obigen  Gleichungen  in  Beziehung  auf  Ai, 

A2 ,  A^       nur  vom  ersten  Grade  sind ;  man  findet  aus  äer  ersten 

tikichaoe  Ai,  ans  der  zweiten  A^,  aus  der  dritten  A^  u.  s.  f. 
Somit  wird  nun  die  rechte  Seite  der  Gleichung  5)  mit  der  rech- 
ten Seite  Yon  Nro.  6)  identisch  and  wir  haben  daher 

Ag  (qfm—qki)  +  ^(9* — 9>«0*  +  4i  (yi— jP«)' + ........ 

oder  endlich 

»  .  :  .  ■  ■  '     •  . 

d.  h.  also  in  Worten :  jede  Funktion  fs  kann  In  eine  Reihe  Tcf 

wandelt  werden,  welche  nach  Potenzen  von  <ps^(pa  fortschreitet, 
wobei  (px  eine  beliebige  Funktion  und  «  eine  lielieliige  GrSsft 
bezeichnet. 
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Man  fvird  mir  gevi?i8is,zu|^t^eii,  daas  bei  dieaer  Rechnung 
nicht  die  geringste  ^pezicilisirung  vorgenommen  worden  ist,  und 
gleichwohl  enthält  der  obige  Satz ,  in  dieser  Allgemeinheit  auspfe- 
sprochen ,   alle  möglichen  Absurditäten  in  sich.  —  Da  nämlich 
I  die  Funktion  (px  beiiehig  ist,  so  kann  sie  auch  beliebige  Maxima 

und  Minima  bekommr~   ^  ^  '      i  l-    -j— 

Iffidmm  Irale  «in  1) 

hinaus  .wieder    _   

hatte«  und  ee  eine  ooendlicbe  Menge  «uBammengehörlger 

(irusaen  u  una  e  der  Art,  cbaa  ist.  (8eiir  leicht 

sieht  man  diess  geometrisch,  wenn  man  die  Curve  construirt, 
I  (leren  Gleichung  y=q)x  ist;  man  braucht  nur  parallel  zur  Ab- 
I  8cis8enachse  eine  Oerade  zu  ziehen ,  welche  die  Curve  zweimal 
I  schneidet,  dann  sind  — u  und  ft+t?  die  Abscissen  der  Durch- 
;  schnittspunkte).  Setzen  wir  nun  in  der  Gleichung  7)  erst  x=^^ — 
dura  «=z^-f     60  ist  zugle^ich 


r  oeliehig  ist,  so  kann  sie  auch  belieüi^e  iviaxima 
kommen;  gesetzt  nun ein  solches  Maxwmm  oder 
ein  lilc  »rlsi£*},  m  aiaimi  d)»  Fvnfciioii  9«  fiber 
rieder  Nelben  TbelE  der^Werth«  an,  die  aie  frfiher 


'  •••••  f 


und  da  9)ju-a=7/tt«>  «o  folgt  auf  der  Stelle 


Bedenkt  maii  nun^  däss  erstens  ft,  u  und  r  GriiSsen'sVnd, 
welche  nur  in  Beziehung  auf  cpx  Bedeutung  haben,  dass  zwei- 
leos  sehr  leicht  eine  Funktion  9«  zu  finden  wäre,  welche  fiir 
tUlkuhrlich  angenommene  ft,  u,  die  Bedingung  (p^^u^^ix^ 
'  Ite*)  und  dass  endlich  dritten^s  fx  in  gar  keinem  Zusam- 
banee  mit  steht,  also  völlig  willkührlicb  genommen  wer- 
daif,  «o  erhellt  auf  ditlles  daaa  die  Gletehune  8)  reiner 
m  ial,  wemlt  aieh  die  vGleiefaheit  jeder  awel  beHeldsen  Gr08- 
beweisen  Hesse.  Vielleicht  sind  ein  paar  BelapieTe  hieran 
ObeiABaalg.  Mao  aetae  eratiiiih     -  ^  .. 

ifit  nach  Nro.  7)  bei  gehörig  bestinp^ten  CoeAizieuten :   .  «  . 


«  .      .1»  5'  .  ii-^.i  ». 


\ 


Y 


*)  IKeeaa  ^  WwMhft  kefais  Saht  Im  Ohm'tdMa  Sfam  sa  «eb;  s. 

yx  =  ^mS"  ^i**^  <las  iai  eben  «o  allgemein  wie  x 

*     I  A 


a  eeiter»  i 


^  ■nn  braucht  nnr  rechts  und  links  Ton  der  Abscisse  f*  belieliig« 
^tredMB  •  imd  tf  ^  H*  und  P',  U"  und  r"  etc.  nbziisrhneiden  und  den 
Akditcn  — fl  und  u-\-P^  u—H'  und  fir\-V*  vtc  jedciiiiiil  «^Ifich  «grosse. 

aber  beliebige  Ordinnten  xu  geben,  so  erhalt  man  soviel  Funkte 
^  Carte  $^=^*  als  mnn  will. 
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^  Die  Bestiminiiii^  der  CoefBzienten  wHre  htey  sbfii-  leiclit^^  (k»n 
entwickelt  man  die  Unke  Seite  nach  flem  Theoreme  von  Mac- 
Lau  rin  uud  rechter  Hand  IacLm  emzeine  GUed  nack  demJikH^ 

«dzt«  so  findet  mkn  leicht  dorch  belder;ielG||e  V^rglei(^Hd|o^^ 

!•    !  »Ii  '•  :  -   I    •  ^i:*?P*Sro>  ••  : II 


»^1  • 


II'-  •» 


•  • « 
....  I     •  V  ■ 


'•k^^^.f*  ♦       ♦»       i     •.*>       Illtlll  MI.  . 

•.     Sä       ^*iM   H.«  I '»t  !|«  Hl  Iii"!! 

!  <    1    •  ,        »     »t  1«. 

11.  >s»  w.  , 

und  es  müsste  nun  die  Gteichunj;  richtig  sein,  ivofern  nicht 
zur  Zahl  spe^iaiii^irt  WitA,    Nimmt  man  emmal  x=zu  und  ^as 

äiid^  Mal  ^^t^»  ^  ^i*^  ^  teM»  iSeite  to  tieidf^-FiNei 
4Meme.,|io4iiB«n  |bat.#>lgV<*h.  .!..!  •,   ...J.  i..:- 


=  .1!./  |.« 


was  schwerlich  jemand  glauben.  \vu:di,.  /         .  '.i".  ,'!:       ,  • 
Fibr  ein  zweite«  Beispiel  nehmen  wir 

9^«=flindr,'  tfssO; 
10  mnaa  nach  Nro.  7)  sein^-         "  •  "         i  •»    i  • 

und  ^an  indet  darch  belderaeltigeEntwiGkeluog  vnd  Verglekhongi 


2 


i^a  —  Q  /"o ' 


J  l 

«^r=?='g^A  "f  j/!*o.  .. 
n.  ».  w, 
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wM  die  rechte  Seite  der  Gieicbung  10)  nicht  geändert,  und  mit- 
U»  folgt 


!  ■ 

Doch  genug  von  diesen  Absurditäten,  deren  Zahl  sich  sehr 
leicht  beliebig  vermehren  Hesse.  Vielleicht  ist  es  den  Lesern 
angeneiuner,  wenn  ich  den  Fehler  aiifil^ke,  welche  den  obigen 
Redmimgeii  AI  ;€h(widt  Hegt:  '  ;  \ 

Stellen  wir  die  Gleichungen  1),  2),  3)  etc.  so  dar,  dass  die 
Reiben  rechter  Hand .  pndlioSi^  sjod,  so  müssen  wir  die  Reste 

t       ,  II  lU 

derselben  berfickeichtigeii;  penn^  wir  let^ter^  Rm$  Ai»  Ai  etc. 
80  Ist  ffiditag: 


9«— 9.:«a|  (r— «)+flj|{fl^-?«)*+«|(«-^+ 

1 

II 


u.   s.  f. 

und  die  letzte  dieser  GlelciiuDgen  s^i  , 


Addiren  wir  diese  Gleichungen  nach  Multiplikation  mit  dcii  ünbe- 
süjiHBten  Ceeffideiiteii  A^p  J^y^^m»  I^.^U  vvemi  snr  Abkänuiag 


Ax  (9«— flPa)  +  A2,  ((ps — qPa)*  +  -^3  (SPjr— 9«)'  +  •-• • 

+  
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und  hier  lassen  sich  allerdings  die  CoedGzienten  Ag»  ^«^ü« 
ebeoso  bestimmeD  wie  früher;  man  erhält  dtfxa 

,*  ^••  +  -^»(9*— 9»)* 

•••'      /•/  fii        -.•  fm 

=y  (*-«) + y  («-«)» +^(,^)»+ ^„ 

••      »  t  *         *  ... 

Nepneo  wir  ^deoReet  der  Taylor  sehen  Reihe,  jse  4w.iiM 

ist«  so  koonen  wir  statt  der  vorhergehenden  Gleichung  schr6ibea:| 

Ai  {fps  —  9>o)  +  4b  (9^9«)*  +  ^3  (9*— 9«)'  + 

••  •  .  n—'krAnisps  —  9«)" 

oder  endlich 


•••••• 


fs  -         Sn)  =^  +  ^1  (9x— 9«) + ^2  (9*— 9«)^  + 


Soll  nun  diese  unbezweifelt  richtige  Gl4lebwig  in  die  Formel  7 
lll{f»eq(ebeii^  se  1QIIS9  Qr  uneDdlieb  wachsende  » 


• 


sein,  und  hierzu  g^ehort,  weil  Qn  nur  von  /*,  ..Sn  aber  auch  von  i 
abhängt,  und  sich  folglich  und  Sm  nicht  aufheben  können«  da« 
gleichzeitig 

«ei.  Dicis  ist  aber  nur  niioglieh»  weiio  ^e  Reihen  ' 

9x  =  9aT  J —  9  a  +  — £2~  9  «  • 
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it 


tfi 


eonreittifen»  well  im  Gegenfalle  ^«  und  Ru  (mUbin  auch  Rm*  Rm 
ete.)  flieh  nicht  der  Gränse  Null  nähern  würden.  Obechon  nun  die 
Conrergenc  der  ebengenannten  Reihen  nothweudig  erfordert 
wird«  flo  ist  aie  doch  noch  nicht  hinreichend;  denn  wenn  auch 


ft 


L1m^=0  nad  LfaDj%i=Lini/?ii..»=:0 

ist,  60  folgt  darane  acblechteidiage  nicht»  daaa  ffir  unendlich 
waehaende  i» 


. » 


LhD  5»==Lim[Ji)?n  +  i42Ä»  +  ....  +  ^;««]==0 


sein  müsse;  es  wird  zwar  jeder  einzelne  Summand  immer  kleiner» 
je  mehr  n  wächst,  dagegen  wird  aber  auch  die  Anzahl  der  Sum- 
manden immer  grösser,  und  es  kann  folglich  der  Gränznerth  sehr 
wohl  eine  endliche  und  sogar  sehr  grosse  Zahl  sein.  Wer  das 
beetimmte  Integral  kennt,  wird  wissen,  dass  jene  gesuchte  Lioies 
In  der  That  nichts  Anderea  ala-etot^aiartlffea  Integral  ist.  Hier- 
ans  geht  klar  genug  hervor,  daaa  anaser  der  Converaenz  der  filr 
fx  und  (px  benutaten  Reihen,  noch  anderweite  Bedingungen  zu 
erfüllen  sind,  wenn  die  Gleichung  7)  Bestand  haben  soll.  Auch 
a  posteriori  erhellt  diess  leicht;  so  z.  B.  conrergiren  die  Baihea 
für  ef^  und  s^n^;  )mnier;  setzt  man  aber  ,      '  . 


e»r±  i-^At  Binx + sin*ar + ^ sl  n'ia;  +  ..... » 


woraus  folgt 


II ,  <t 


Ai  —.1 9  'A^ — 2*  '^^"j"*  A^^ 


ete. 


80  gilt  die  obige  Entwickelung  doch  nur  von  x^O  bis  :r=-^,ob- 

schon  die  Reihe  rechter  Hand  immer  eonvergirt.  —  Welcher  Ar4 
diese  noch  zu  erfüllenden  Bedingungen  sind  (damit  Lim  Sn^di 
werde),  gedenke  ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zu  zeigen; 
hier  kia^  es  mir  nur  auf  den  Nachweis  an,  dass  Ohm  in  einem 
ge.waltigen  Irrthume  befangen  ist,  wenn  er  die  Reihentheorie  auf 


•1 
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Veber  die  eleneiHwire  Cabatur  der 
FlUeben  zweiten  Orrndes. 

•  •     .        .        .      •  .  :i  •    .  •    *  • 

I 

/  Herrn  Dr,  O.  Schlomilcli, 

'  PiMibMbf  im  baiKm  IHBÜmBaHk  «od  Mecbmtiik  an  der 


II 


Die  eben  so  emfachen  als  eleganten  Betrachtungen,  welche 
mein  verehrter  Vorsjänger  an  dorn  hietsigen  polytechnischen  In- 
stitute, Herr  Prof.  Franke,  im  12.  liande  des  Archivs  mitgetheilt 
hat,  veranlassten  mich  zu  einer  flüchtigen  Untersuchung  über  die 
Cubatur  der  Flächen  zweiten  Grades  überhaupt,  nameimicli  an 
entscheiden,  ob  sich  nicht  Ton  beliebigen  in  den  Riehtnuf^n  der 
Achsen  geuouimenen  Abschnitten  oder  Kpippes  derselben  eine 
elementare  Volttmenbestimmniig  gebeil  Hesse.  t)er  Erfolg  dieser 
Betrachtung  vcar  ein  so  guter,  dass  er  vielleicht  allgemeiner  Mit- 
tbeilung  nicht  unwerth  ist,  wobei  ich  übrigens  die  Bemerkung 
nicht  unterdrückefi  kann,  dass  es  mich  sehr  wundern  sollte,  wenn  i 
nichtl  schon  irgendwo  das  nachstehende  sehr  naheliegende  Ver- 
Ckhren  benstzt  worden  wäre;  doch  habe  ich  in  alleii  mir  zu  Gebote 
Stellenden  Werkes  atchts*  dnrfiber  gefiinden.  ' 

'  fietcäontlich  sind  zwei  Volumina  aleich,  wenn  bi^de,  In  glei- 
chem Höhen  mit  Ebenen  durchschnitten,  überall  DurchscliDitte  vod 
gleichep  Fliehen  eeben,  ««as  ms»  Imn  «to  ansdrlcleen  kUmile; 
yolnmina  eipd'  gleieli,  weah  die  eotrespdndifebden  Querschnitte 
a^fiBelhe9  Reiche  Flächen  besitzen.  Wenn  Ich  nicht  irre,  ist  die- 
ser Satz  Ton  Cavalleri  als  Axiom  aufgestellt^  \mi  später  vielfach 
(s.  B*  anr  Cubatur  der  Kugel)  benutzt  wordeti;  es  kostet  nher 
wenig  Mühe,  denselben  mittelst  der  Exhaustionsmethode  zu  be- 
weisen, und  zwar  kommt  der  Beweis  in  der  Hauptsache  darauf 


Die«  iiit  gsns  richtig;  jsdndl  Ürfte  wohl  bemerkt  sn  w 

verdienen  ,  data  suent  Segner  dletet  Frfnelp  in  allen  seinen  Elementar- 

Lelirbüf'hern  der  gesamniten  Stereometrie  als  Griindprincip  zani  Grunde 
gelegt  und  in  den  Klrmentar-Unterrichi  eiogeftihrt  hat.  M.  %•  B 
Klviuenta  Georoetriae.  §.  194.  §.  258.  G« 
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hinälfs,  zu  zeigen,  dä49,  wenn /i  i  »  /'n  (He  paräliefcn  Quer 
ficbiittfläcben  des  Vokirnens  V  sind,  und  JSi ,  a^y'-'^H  die  Ent* 
fernungen  dieser  Flädiea  voD  einander  bedeuten',  die  Gleichung 
«Utt  ändet  '   ••  '  ir.i  '         '  •      '  ••••  .    '        I.  .  »!•  !.  -  I 

'  «iH».!»    »Vr-  -  -  .    •«         f'    :  it  .{    .       ,    .  n,,  ,1 

'  worin  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche  VVachsthum  von 
II  wid  die  mlend^h«  Abnahme  der  je  bezieht,  ^  ETme  Fi«l|*eid«$ 

obigen  Satzes  ist  noch  das  Theorem:  'Stehen  die  correspondi- 

renden  Querschnittflächen  zweier  Volumina  in   einem  Constanten 

Verhältnisse,  so  findet  zwischjpu  den  ^treffenden  Kürperräumen 

dieselbe  Verbältniss  stall.;.;' >.       fr«),  i 
I  »•         •  k 

■  '■  •!  ••  '     '  ■■   ■  '    ■  .•»   »    A  II.  i 

•  J 


^  Form.  *'*  '      '  V  '.I  I--  . .. 

( VRi;) '  ( 'V^O 

SO  charakterisirt  diese  Gleichung  denjenigen  Schnitt  des  Ellip- 
soides,  welcher  durch  den  Endpunkt  des  z  parallel  zu  AGB  ge- 
kf^  werden  kann.  Statt  nämlich  eine  Gleichun«;  zwischen  neu 
M  CoorffiiMitoii  OMtfx\  Mthxsy,  ^F^^  aa&oslellen,  kann 
■n  aneh  eine  CNMdkdne  /zwisfcbei  inuif  vmkem.  denM^lbeo  O'JP 
sOM^a:  und  M P^MN:=iy  venangen*/  Inden  nan  sich  irnnki 
P  einen  Schnitt  gelegt  denkt«  Diese  Gleichung  iwischen  0*M' 
and  3i'P  ist  aber  die  Gleichung  der  Schnittcurve  VPV.  httür 
Itt»  kädgi  'm  voMr*m.iFaUe        £Ai^M  mit  4ea  H«Uiaeh«tii 


L^eoken  wir  uns  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  c  beschrieben 
uod  fuhren  in  der  EntferiMing  «».mwe«  iScIipitt«  «<t  ist.  Fiäc^e 
ikaes  Schnitte« 
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im 

tUMl'«ft  fOlkÜt  9kh  dev^mt^k  i^mt  Schnitt  dft»  ^Uip^oidcv»  zu 
iifimi^  cirtf^Qii  Schnitte  der  Ko^el  wie  ^ :  1;  dkettlbe  VerMIl- 

nlss  findet  also  auch  zwi^ichen  den  entsprechenden  Körpern  atatt 
Lassen  wir  iiuu  z  das  Intervall  2=0  bis  z  =  A  durchuuireiiy  ee 
erhalten  wir  einereelte  eioei  dlkieoMiMSbey  iuiMre^  eine  ephi» 
rieehe  Zene,  Mde  toh  der  Hokf  k  Th»  Volnmee  der  RegelitM 

M  bekMMittich  (ic^A-^^^^f)]!,  nad-foigücli  dm4iiK  eUüpAoidifMjieii 
#^IW?  .    •  •  •  ..i;'  .  ..V  •   i!  .  •      *  • 

Für  k=ic  ergiebt  sich  hieraus  der  cubische  Inhalt  der  obereD 
flAfle  dee  Einpsoldes  ^tiHen,  imd  M^eh  ^äben  «r  das  gm^ 

Ellipsoid.  Will  man  das.  Volumen  einer  Zone,  deren  Bws  n»cW 
durch  den  Mittelpunkt  geht,  so  braucht  man  nur  einmal  *==2 
dann  A  =  Aa  zu  setzen  dnd  fiublrahirenx  man  erfaftlt  so  dl« 
Volumen  einer  beBebigea  :Zbnfe,'.  de^e*  Begijtaanngseben«;  nenU 
reehl  auf  OC=e  stehen?  Ebensö  leicht  u^t  es  Shnliche  Fotmelt 
idr  aotche  Zonen  zu  entdecken,  dhren  Begrinzungsebenen  aal 
OB==b  oder  OA=a  senkrecht  stehen;  es  würde  hieran  elM 
hloase  Bncbstahenverttnaehung  hinmichen. 


Das  einfache  Hyperboloid.   (Taf.  Ii.  Fig.  2.). 


•1 


Di»  GleichuDS  dieser  Fläche  ist  bekanntlich 

^*  »   •       i».  •  •     •     ,.' :  \        .  t  •  Im*  .!•....»..  *  • 


■  f 


und  mithin  der  Schnitt  durch  den  Epdpunkt.  von  %  eine  BUtpi 
mit  den  Halbachsen        *  *'      >  ■ 

Die  xkhnittfläcbe  bat  demnach  die  Grösse. 


>  % 
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Denken  wir  uns  ferner  denjenieen  Cy linder  constroirt,  wel- 
cher das  Hyperboloid  in  der  Kehlell  lipse  berührt,  so  beRtebt  das 
gesuchte  Volumeii  au»  dem  Cyltndervolunien  plus  dem  Räume 
einw  M^QMägik  .mttr|Miiii  «IM  Qi^efi^haH.M  wird 
erhalten,  wenn  man  vom  Querschnitt  des  Hyperboloides  denQner> 
schnitt  des  Cylinders,  d.  h.  die  |«;iäche  04,0B.n  =  ab9,  amhtn,' 
birt;  der  QuÄttlHittt  dte'  rihgfMli!|t«if'«l9r|^  also^* 


l  ..  ; 

Construiren  wir  einen  Kegel ,  dessen  Achse  mit  der?!Seite  eioeii 
Winkel  von  45^  macht  ,  so  ist  der .  Querschnitt  desselben  in  der 
Entfernung  t  rom  Sche'^tel  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  z,  und 
folglich  die  Schnittfläche  ™  .  *.  Die  SchVittflarhe  des  rifii^Hir- 
migen  Korpers  verh&lt  sich  also  zur  Schmti^phe«  dieses  Kegels 

wie  ^il,  und  dasselbe  mnas        den  l^orpern  gelten,  welche 

entstehen,  wenn  man  z  das  Intervall  bis       A  dorcblai^feq 

ob 

lässt,  d.  h.  der  ringförmige  Körper  Ist  das  Produkt  aus  und 

einem  KegelvolmHen,/ welche«  k  sqr  .Hl(lie jund  ^  sum  Baislsbalb- 
nesser  bat  Dieses  Produkt  wfire  demnaeli  ' 

r 

und  weTin  man  den  Keblcylindsr  vob  der  Hobe  k  damit  vereinigt» 
80  ergiebt  sieb   .  . 

•  -    ^  t » s  )  • ,  : 

•       .  »     >        •     •    :  t  j-  •  .•  '  .(    ;    !■        .  .» 


als  Volumen  der  byperholoidischen  Zone ,  welche  die  Kehlellip^d 
zur  Basis  und  h  zur  Hohe  hat.  Giebt  man  h  zwei  verschieden^ 
Werthe  und  subtrahirt,  so  kann  man  den  Inhalt  jeder  Zone  fin- 
den,  deren  Begriinzungsebenen  der  Kebleliipse  parajle(;  üufen^ 

Wüi  h^P  wfrd  d^  Volumen:  der  obigen  Zfuie  =z^a6c^aisi^gleiiel| 

dta  .  Jansen'  -Elilpsol^y  welches  man  aus  den  Halbachsen  a  ,  bi 
e  eonslrulren  kOnnfe  und  welches  des  HyperbelM  In  dcfr  KeM» 
ellipse  berllbleii  wOrde;* .  diess  ist  der  Sbto  di}s  Herrn  .Pvoreeser 
Franke.  ••  '* 
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•i;:         «i  •      •   '.f        .  ,i ,  ' .  .  I   .  )       ;     ....  »• . 

:     lüM  itolböilt*..Hyp«rb*loiiki .  (Xat  lL.Fi«. 

•  •  '    i   •  •    p    *  -i-t     .. ../  //  . 

Geben,  »vir  der  .  GMi^i^.dmc^r  Fiiicbe»  aSjnl^cli 

-e)-e)"+(0'='- 

die  Form  ,    ,    •       *  ,         .  , 

so  zeiet  sich ,  dass  der  Scboitt.  durch  den  Punkt  xyz  seiest,  eiue 

-n^^ieiEMMmm  ■  ■  .  ...  ..  .     ^  ^ 


•j 


■v^a}:--  '>v'Gj--  -  ;  ■, 


darstellt»  und  dass  mitbin  die  Fl^cl|f^.  dea  Schnittes  gleich 

sein  moM.  Denken  ^rir  ans  einen  elliptischen  Cyflnder  mit  cleii 
Halbachsen  a  und  h  hinzu,  so  Avflrde  der  Durchschnitt  desselben 
in  der  Höhe  z  die  Fläche  abit  besitzen;  demnach  bilden  das  Hy- 
perholoid  nnd  dieser  Cylinder  zusaminen  einen  Körper,  weicbar 
in  der  Höbe  i  die  Schnittfläche 

besitzt.  Construiren  \\\v  wie  vorhin  einen  Kegel,  dessen  Achse 
und  ^üite  einen,  halben  rechten  Winkel  einschliessen,  so  ^eigt 
die^er^  in  der  Höbe  %  geschnitten,  die  Schnittfläche  i'sCj  jnnd;  foig.^ 

Ilbh  verhält  sich  jene  Schnittfläche  zu  dieser  wie  -3  : 1.  Laii»ea 

#llr  z  das  InteVyaH  x^sircbfar  durt&hianren ,  so  ent^telieir  Jetaet 
^ey  KiSip^r;  der  erste  besteht  aus  eiiier  hyjperbobidischen  Kappe 
ut»4^.eiDCQi  elliptischen  Cylinder,  deren  gemeinscbaltli^e  JHö£e 
h  —  c  istr  der  zweite  ist  , ein  fthges^tuppner  Kegei  von.  flensdbM 
Höhe  und  sein  Inhalt  ,    /  ,  ; 
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.     .         .  *  ab    ■    •  '  , 

MultipUzlrea  >vir  dies^   iflit,        ^  ßrbait^u  >vir  die  K^ppe  plu;^ 

dem  elliptischen  Cylinder;  subtrahiren  mr  errdlich  «Iten  Mrtettii, 
welcher  den  Inhalt  a6(A--«)^  hesnUt,  so  kommt  der  Aosdruck 

zum  Vorschein,  welcher  den  Inhalt  der  hyperboloidischen  Kappe 
von  der  Hohe  h  —  c  angiebt.   Nehmen  wir  74  =  2c,  so  findet  sic^ 

^tAen,  d»  b.  die  byperboloidwche  Kappe  ▼on  der  Höhe  e  hat 

gleiches  VeliUDen  mit  dem  ganieo  EUipselde»  welches  aus  den 
HafliacliBao  b,  e  constmirt  werden  kann  uid  das  getheilte  Hy- 
perboloid in  üsiliev  beiden 'Spheiteln  berübii%n  würde.  —  •  Diese 
ist  das  Analegoii  sa  dsm  fär  das  einfache  Hyperboloid  geltenden 
Salle« 


•        »  ♦ 

Da«  elliptUebb  PsVkftoloM. '  (Taf.  Ii.  Fig.  4.). 


»  t 


I  >  ■ 

J>ie  Gleiehaag  desselben  ist  beJca,pntiiqh 

oder 


I  •••• 


und  mithin  der  Schnitt  durch  den  EndpunJit  von  x  eine  £iüpse 
mit  den  Haibacbseo 

•    *  .  .  • 

•  ^  . 

w  flcksittiicfae  wM  demnach  durch       *^  ^ 


ab 


Gonsinuien  wir  ein  Prisma»  aweiehns  die  Hofae:;A, 
4^  jbiio4:4ii|.M  7»  bed^!  .so  Ist  der  <himi;|in^ 

iv  ihi''B«tfeiwnig '«  ebenlült  c±~^s?r,  und  #eMa''wl^ 
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also  2  das  Intervall  z  =  0  bis  z=A  durchlaufen  lassen,  so  hat  die 
entstehende  Kappe  des  elliptiftdieu  Paraboloides  denselben  Inhalt 
>VQ  diefiies  Pfif^ma,  näuilich 

:.  i  _      ,  •  . 

i 

Fär  A  =  c  giebt  diese^  Formel  drei  Achttheil  des  aus  den  drei 
Halbachsen  a,  6,  c  con^truirten  Ellipsoides.  Giebt  man  h  zwei 
\Verthe  und  subtrahirt,  so  lässt  sich  die  Cubatur  jeder  Zone  aus- 
fähren,  deren  Begränzungsebenen  der  Ebene       parallel  laufen. 


Das  hyperbolische  Paraboloid.   (Taf.  II.  Fig.  5.). 

r  • 

Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist 

Ein  Schnitt  parallel  zur  Ebene  xi/  würde  eine  Hyperbel  sein  und 
die88  hilft  uns  nichts,  weil  die  Quadratur  dieser  Ourve  nicht  ele* 
mentar  ausführbar  ist.  Legen  wir  aber  parallel  zur  Ebene  yz 
einen  Schnitt  in  der  Entfernung  OJ/  =  x,  so  ist  die  Schnittligur 
eine  Parabel,  deren  Scheitel  in  V  liegt.  Nehmen  wir  2  =  0,  so 
geht  y  in  31 U  über  und  es  ist  daherv 


oder 


a 


Nehmen  wir  dagegen  in  der  Gleichung  unserer  Fhlche  ^  =  0,  so 
geht  2  in  JHF  über  und  es  wird 


  oder  itl  r  ~  — »- 

c 


Nach  dem  Archimedischen  Satze  ist  die  parabolische  Schnittfläche 
MUV  =  •^3iÜ.MV=^  ^a:\    Diess  lässt  sich   nicht  gut  mit 

einer  anderweit  bekannten  Schnittfläche  vergleichen  und  mAn  muM 
desshalb  einen  anderen  Weg  einschlagen.  Denken  wir  uns  dem 
x  den  Spielraum  :r=0  bis  x=^h  angewiesen,  theilen  Air» 

h 

gleiche  Theile,  deren  einer  heissen  möge,  und  setzen  der 

Reihe  nach  .r=d,       3d,...nd,  so  bedeutet  die  Summe 


m 

ceometriscb  eine  Sunime  von  Cyliodeni,  welche  die  gleiche  Hohe 
Sbtbeii  iiimI  deren  Grondfläehen  die  in  den  EntfernaBceii  a^^d, 
%^n8  ffeffllirteii  Schnitte  de«  hyperholi«dieii  Paraholmde«  sind. 

Nach  bekannten  Prinzipien  ist  der  Gränzwerth  dieser  flNmiM 
meto  Anderes  als  das  Volumen  desjenigen  x\b«eiHiitts  unseres 
Tom  hyperbolischen  Paraboloide  begränzten  Körpers,  welcher  zwi- 
schen O  und  einem  in  der  Entfernung  dpsssjb  parallel  an  jßz  ge- 
legtes Sclioitte  enthalten  ist.  Wegen 


d.  L  •  ^       •  •      •  ' 

^ifluat  man  speziell  Asa,       ffird  der  Ahsehnitt  ss  ^  von  dem 

m  a.  by  e.  constmirten  .Paralleleplned«.  .Gieht  vum  .A.  swei 
itnä  mMm^?  Vö  VKM^t  mWdeD  Ihhkit  ^ne^  ^ben 
Zone,  wel'ch'e  von' za'^f  pat'allelen  Ebenen';'  Vota  Iddr'-fiMBin 
ry,  der  Ebene  arx  qnd  der  Tläche  begränzt  wird.  Die  ganze  o|]f|> 
blb  o:;/  liegende  Zone  eihiUt  man  aacbher  diudi  Venkraelung 
<ie«  TorhIn  Gefundenen.  >.  «  uiir 

•  .'.»'>7/  II j«!.jr:i;tH0d  ü>iii'>  *>i;'»v»ii  im  i-ulti  •  .j  :i: 


*   '  i  ,    '  •  I    .  • 


; I  f  .•  !«•  •  .       .  •»*••'•/ iH     •,...'  ■1  ,•  ., 


•>  «1 

•        ■  ■ 


t\  ,»^'1.'.)  t.f.      Tu:    ».       »•  ;•• 

-  f •     i,  -i<  a  •  .«f     •  I  •     «••»••'•  IM     1^      .      ;   •     .  '    «         •  i     :  / 

|*l't      •  f      ,  *.  •!        .J     »  •  I       •!    •       .  l'r    »  .  O  •       .  ,  .  t  I 
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I.     •    '••.*.'»   •  •      !  I.*  •  .•    .  »  !     '   .       •      '    l»{Mi  n*'»i  f*  *' 

'!fi  --.'Ii  !     ...        .    '  .  ,*     .'.!.  r\i;   >/)••'    /.  <h!-#.'n 

-».•  .    ..  .      :    i'         .        ,  .'.       ...1  ii'.i!  i^i!«>(      '#1!  IM-/ 

•f  :    ,  ;fX  i*  8  :~  ••'  N — s    '        •  •   .       :  ;      ."   •  "Mir.»  U  t  t  K>  iJ'..!  > 

»!••  »•  ,*  .•  •  I.   :  n  •»  H  «noi*»  '•••1,: 


Velber  die  lle«t|miBillW,  InhaUi 

der  dreiseitigen  Pyram^^e.*) 

^       Von  dem  " 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel 

«B  der  Unif  cnitöt  sn  Marburg. 


■ 

»  $.  L  ifülftsati^.  Für  ganze  Werthe  des  4ahlen  au9^ 
j|i.l#f  »t,  «leb  auf  ,»^*i^^i^m^fitdr^  %8>v§jjg|^ 

Vtausd.   I  ...  :  ,;>      .  V  *, 

Beweis.  1)  WeU  a^2,  so  Ut  a}>\  und  a*  ^  ^2. als« a>>2. 
2)  Ist  aber  filr  irgend  ebsB  KfistlBmNB  Wcrfb 


Der  VoMUnid,  daee  bei  der  Lehre  ron  der  Beetimmnas:  de«  U* 
halU  der  dreUeitiren  Pyramide  der  Beweis  de.«  Satzes,  der  die  Gleich- 
heit zweier  dreiseitiger  Pyramiden  bei  Gleichheit  der  Grundflächen  und 
Höhen  ausspricht,  eigeotlich  der  höhern  Mathematik  ao|?ehört,  h^  mich, 
wie  schon  eine  früher  tob  nlr  fai  dieoer  Zeitechtift  «iodergelegte  Aifeiit 
hewoieta  Sllen  lu  Versnchen  Tersalasst ,  diesen  Uebelstand  za_  hoMil%ee. 
Einer  dieaer  Veriache  hat  mirh  zn  einer  Roihe  voa  Ual 
fährt,  Ton  denen  ich  hier  einige  inittheile. 

Obgleich  die  hier  rorretragene  Auflösnng  dieser  sl 
Anfrabe  die  ExhaoatioMnoOMio  fMM  T«Milot,  ao  ifn  1  ^ 
dodC,  heaonden  fa  Verhiaiaiig  mit  des  folgenden  Arbeiten  (aber  vekke 
man  unter  andern  Salomons  Grnndriss  der  höhern  Anjlrtii 
Seite  318  und  319,  Beispiele  4,  5  und  6  Tefgietchca  bm^J»  der 
Veröffenaichang  nicht  nawertb  an  sein/' 
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.  ....       '  ••      \  •  >  l 


und  a     ^  2  «.^1  'I 

so  ist  ü.a'-^>2(x'^l)  • 

>d^-|-j^«  — 2)«  ttltbiö,  ila      2r'0  mid  soll, 

Damm  ai>l,  alio  a*-»>2— 1,  so.ist  a*>2;.    .  . 
btaW  a*>  2.90  ist a^>>  3^1;  UIbo  a*>ä;  u,  b.  V 

Anch  Mta^lji  aI^o  aO>0»  vod  ir-«=— positiv,  also  >  — >x. 

^2.  Anmerkung  1.  Die  Beschränkung,  dass  a  und  :r  gaiue 
Zahlen  sein  sollen,  kann  man  weglassen,  wenn  man  den  Be- 
weis weiter  ausdehnen  nill.  Auch  lässt  sich  in  ähnlicher Artbtf- 

 3 

S*3.ADmerkung^  Wie  die  UntersnehnDg  in  der  Abliaiidi«  Nr.  II. 

'  *  '^i^igt,  80  gilt  (He  Kegel:  weil  n'^Ja:  ist,  wenn  a>  V^j  ist,  so 
'  muss»  wenn      grosser  ist  Afs  der  grocjate  Wertlr,  deb 

\  X  haben  kann  (d.  h.  >  Vc),  auch  fl*>a,-  sein. 
Hier  genügt  obiger  Satz  för  ganze  a  und  or.    '  <  , 

$.4.  Lehrsatz.  Bezeichnet  man  ein  drei«eiti^es 
Prisma  und  eine  dreiseitige  Pyramide,  welche  eine 
Ecke  e  viid  das  Verhiltniaa  eA*,  eBi  eD  der  L  in  gen  der 
dKeA)lA;d4ef  er.firdbe  sii^anitee«l4t4ilif ei«d«»  ID4^tenllftt4M< 

Kta^n  l|'ab^i,\  V   /    :  «  **-'  '*v'~ 

'    das  Prisma  dorcb 

die  Pyramide  doreb  p,  " 

indfallsc/i  in  einer  si^ichenGestaltdieLfinge  cA=^a  bat: 

das  PrisinM  durcb  P(f>i), 
die  Pyramide  dnrcb 


Beweis.  Ist* c  / /)f  i  (Taf.  II.  Fig.  6.)  eine  dreiseitigePyranildei,. 
^elohe  die  Ecke  c  lind  die  Seiten  cl,  cm,  vi  hat,  deren  Ver- 
*ältni88  =  c^  :  :  cZ>  sein  muge,  so  wird,  wenn  man  diese 
Seiten  in  a,  b,  d  balbirt  und  durch  die  Halbirungspunkte  6  und  d 
lie  Ebene  gbdk  so  legt,  dass  ilyt ^ie  Kante  cl  parallel  ist,  so- 
irobl  bg  als  dk  mit  e/^Hel  s^n/  di^<M'\laiin  Im  «nd  l<  in 


II* 


Ist 

0 


ff  and  k  halbirt   Legt  man. min  innh,aak  eine.  l^lMIfe  sa  Ii 

I«t  also  dssn,  so  ist 

Pyramide  c/im/  =  •  •  j  .*  «. 

Prisma  cabdkg  =  i^fa)»  ^ 

anch  ist  gk  nnd  6cf  mit  mi  parallel 

Legt  man  nun  durch^^^  die  £bene  bgh^  clit  ao  ist 

^    Pyram.6y»iA     a^iBr.  alao  =/i  ^(jjl  * 

indem  jede^  dieser  beidjen .  PrisimeR  jiaib  so  gross  ist  als- ein  Pa 
raf^löpi ped', ,  dai,  'die'  Ec1i(e .  6  und  die  in  dieser  fieke  ^iisamoMn- 

laufenden  Kenten  ^cA  (in  der  Richtung  ßti,  jw  cM  (in  der  Rieh- 

l  '  |.i  *       •      -  , 

tung  cm)  undnc/)  (in  der  Richtung  et)  hat. 

I*  dSs  ist  'älso   .  • '  ■  ■  1.    /  ^«   *  ♦  i  i  i  . '  I  -f   '    •     '     •  «  •        •  «  « 

^^imn^iB  2±/Mamt\    /PiUnaX    /Pyraaide\  ,  /PyraniideX 
elmi  -^KeabdkgJ^KbghmJ^K.algk  bgmk  r 


also  I      r     .  • 

•i L.,  •»♦•1*  •    i'  /cc\        /a\  '  •* 

{.  5.  Folgesats  1.  Oa  p(^<^^^^^  (indem,  wenn  nlui 
dureh  abd  eine  Eben^  l^gen  <M(rdci  die  Pyramide  cübd=zp^^ 

ein  Tli^  dte'  Pri«nias  Mdfy  Ist,  das  M),  so  folgt, 

das«i,,tven%      .  . 


„^i^^r;i^■:^>^ft»»»i'G)+''''G)•' 


Ii 
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Mio  mi^i^^jlMS  also»  =\P(cc)  ist  (indem  P(«)  sich  in 


I)p(«)>y /»(«) 


und 


] 


iit 

{..0.  Fo^gejatz  II.  Ist  .  ^  i 
«Im  . 


o  »!»     .•  •  F   .  /  .  .    Htm  rM 


Um  8. 

M  folgt  diifdi  SdbfltitiitioD 
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Weil  «bw  jwdM  der  hier  in  dieaem  Anadnuke  TorkomiMMea 
Priaaua  =jr  des  nScbst  fcTud9«r£»-^t,^  iat 


Da  aber  ferner  die  Smnine'  der  geometrUckea  Reihe 


iat«  80  iat 


p(«)=(!_^)p(.)+»i|,(^). 


alao 


1  1  /IX"  /o\  •  t» 

p  (a) = i  /»w-a  u ;  + 

Da  Dunaber  |^P(«)=.P(  ^„ )  so  bat  man  den  merkwürd^cp 
Sali: 


7.  Felgeaatz  III.  Da  nun.der  Sali 


jeden  denkbaren/ W  erth  ^iin  n  si 


für  jeden  denkbaren/\Verth  \  viin  n  gift«  ^iber  ;i(^)/so  wohi  aU 
3^(«t)  gegebene  conatante  di^^Mieeii,  aind,   ao   moaa  and 


n  n  unabhingigen  Werth  mlien«  welelM  id  heiaaen  mSgea 


Digiiizca  by  Cjcjo^Ic 


I 


1)  bl  imii  dkmn  cMstaiito  Werth  «ssOt»  «o  Ut       ,ij:i;  ioi 


2)  ^Sredligogto4it«efooil6ltBto;>Vertiftt»nkht>^^ 
er  entweder 

,  bei  jedem  Werth  vqi^    positiv,  aUo  >0,  oder 
bei  jedem  Werth  tob  n  negativ,  also  <0  etiny 

und  man  kunnte  tiBo  fiir  jeden  Werth       n    •  '    *  '  *       '  '^^^ 
entweder  w  =  -i'^  P(a)  und  constant, 

eder  und  eeostint 

setzen,  wo  m  irgend  eine  constante  positive  ganae^  oder.' gebro- ; 
chene,  rationale  oder  irrationale  Zahl  bedeuten  kann,  zu  welcher 
üf  die  Iiichat  gri}«^f,,iP0Ä)tivÄ  .g^      ^  f  jJÄon«^  #ein 
möge* 

%l)  Wäre  nun  tär  jeden  Werth  .yon  n 


90  mfisate,  da,  wie  oben,  bewiesen  unrda, 
iet^aach         ^      *     /  ^         ' ..     "  \ 


I"  Iii 


nüthin 


sonach 


d  .0 


1535*^  ST'"' 
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folglich         l"!       .().-:•»•  il^        **inui'        ".^'itf»  nun  i^I  <l 
fieii),  und  zwar  f^r  jeden  Werth  von  //,  also  auch  für  nz=zM* 

i«t,  mithin  um  so  me<^r,M<)ct^,,.   /  ..^j^^  .,i,„„iii  n^iiu  b«: 

12.4»  >ilf 

ist,  folglich»  da  in<ill  ist »  um  so  melir  noch 


»t  •«.•  f  il;  j| li'if  null  thrV/  d  !• 
in 


•  I« 


•o  mfiflste 


Ist»  avch 


/«.\       1  ^/  -s  ■'  ,11,  • 


odtr 


d.  h. 


•V.       '  )  •  » 


•i  #•  ft*l ' 
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••!«/•  >ls  ,  ii',|)iu|  j-f.lnu  jiv  I    "1        |'   '-•ilufui.'-,«.!.  ,.i  /  ^'  !•  i  m-U 
')<tof(t  fcli;  »ifw»!  A*  g«  ^        ••' ■     i  '»ti  ;j -Ml  •»«;  i.ii 

•  i'»  t)«i»ii1r./f  ,1fiii|iti  ••.'•mM  '  m  i!-.  .t" -  Ml  oi»i  )  II'»  ^ 'i;*!  I107 
■it^p^k .\ s  .rl  .1)  409 il'»oiili '>]  II |i  Ii  *>  >t|  .       iiiin'»|>i(. />Mh 

!»..».:U'>»I  (nnnit'>)  noii'iM  :5~4ii  ^  ot?'  *' »' «I»  .fi.'ili  n 

f       i»   ^ '  * '  "  i-i«''  'i  KU  t//    "iifi  Olli  ,t»oln'»7/ 

-1:»  lifii  •iiM»<,!T»  il  .?     (t'M,  .|\  0.4* iJi^'W V'J.  *  "  :'X  11  »il'u  nin:«'  ) 

'  ;?••■       •     '^i  .    ..!,   :.    ;  •  ^1-:    .  ^'  •  .  '     f  Iii  •• 

•eüiv  «>^ar  llir  j  «  de  »  Werth  Vftn  ri  ,  al«o  Auch  ^ür  i  n^,^; 
da  aber  4*'>  Af,  jtlso  6.4^^ >  JU,  folglich  6.4*'>m  ist,  ao  ist  dies» 
nicht  mOglidi*  Es  kM*mimm  .a&lididblit.  itfega^v^.tiwiiii'dXario 
absr  die  oonstante  GrOsse  w  nieht  positiT  und  auch  oicht  o^ativ 

Tihn  M>».*.i»1«»  •>«»h  .*!*»  «n*J     .1  .f' 

p(«)=3P(a); 
1 

d.  b.  die  dreiseitige  Pyramide  des  dreiseitigen  Prisraat^,  das 
mit  ihr  auf  deraelben  Grundiftche  steht  iliid  4iesi^be  Hobe  hat*). 

• 


-  J. 


Heber  das  merkwUrtfi^e  Reisplel  ^Lner 
niMi  Vbeil  pnnetirt  gelbiliileCiiiii  Ciirve, 


5. 


Von  dem     '\  /  1—  \.  /  yt^ 

Herrn  Professor  Dr.  Hessel 


an  der  UniTeraitat  sn  Marttiirgl 

.|0«.»:Bt'K:.n:r=  ?  -yjV  • ....  i-Ooi  1  »..1 

Beisi  SSeichMD  Polyedern  pflest  mao  hSnfig  die  Linien 
des  Hintergrundes  (gleich  als  eh  das  Pelyeder  darchslflhl%  ^nMf 

gleicim  iiliiea  gldiclrgriiilh  %ia4* /         i  *  ^ 
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mit  darzustellen,  und  man  stellt  sie  dann  gewSbnlicb,  um  sie  von 
denen  des  Vordergrundes  aiigenfällig  zu  unterscheiden,  als  söge- 
nannte  punctirte  Linien  -.p^-'d,^,  ^enn  jede  als  blosse  Rwe 
▼00  Panklen  eioe  unterbrochene  Lfaiie  bildet«  während  die 
Linien  des  Vordergrundes  als  an  unterbrochene  d.h.  gezoffäüm 
Lioien  dargestellt  werden.     |  | 

Fftlle»  In  denen  durch  GÜctHingqn  Linien  (Gnrven)  bestinunt 
werden,  die  ihrer  Wesenheit  nach  als  punctirt  gebildete. Li- 
nien betrachtet  werden  kOnnen,  scheinen  mir  bisher  in'  den 
Compendien  zu  wenig  hervorp^ehoben  zu  sein.  Ich  erlaube  mir  da- 
her in  Folgendem  ineine  Arbeit  liber  das,  auch  aus  andern  Grün- 
den nicht  udlnleressante«  Beispiel  eines  s<^4|ieo  Falles,  welches 


dietjClelohnng  y=Vjt.  dnrbifetet,  «itiriftoilenl  <?    i.- -t:  • 

S.  1.  Um  etwaige  grOsste  oder  iMiää-  Vfiär^  \iitff*s'^ 
zu  bestimmen«  hat  man  nach  dey  bekannten  Regeln: 

'''>i\  ••••      .iilfin^j^r.M«;  .      -»'I »Httbi.iji'.)  i.n; 


1 


s  ^  •(!— üa;).iix....(I); 

1 

•o fl'^J'ifi  r:>jvai  .('kri'>niiii|  lioilT  moa^ 

Setzt  man  l-r/!j:=0.  se  ist  /a;=l,  also.  :i:;=£=2.718....  und 

A     LuCnH  Ii  Till 


^        .?.      "T'ii'lIV    .J.i        )/J»i  I  Till 


ne 


sl,444S66 ....  I =^=0,307871)51. 

fioi<iii.I  f)ib  ••0«i:d  «mn  >:»'>fb|  inofMiylo*!  *  no7  nfiüdaivX  iri»tF 
BMdat  |4Mill'.il''itib  i'ibovt««S  >.    t('>       d*>i9l»)  »'.*»lMtuiir>hiill  «if* 


lintj 
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Iii*»  uilii  .0  ^  l»:i.r  H  -mW  «m:  1.  .  "i'i  •  r  i«;  rn\i"\,\  irt*»iii  im, Ii; 
Es  ist  also  .  'Ii'«»» 

.imtOH  IIS  1=.-  ^'yr::;y 

oder,  da  /e=l  ist.  den  Werth 

iszu  im  iiiüil»       f'i  .J  xV-  \\  iI*»i»JJ  i«»<lr.b  bii#/ 


Ähidttlk  W^rth  iy=4VV  eiu.Maximom  dcr.Wer^^^  von 

.fiiii.-.M  *:rir**  \f\  jrMii;  «loxi« j  :•  J  i*'»  i-m.«»  m;;:«!/;  im{)  tiu;:l  .*>i»'||  «»..^c  d tt  ff 


l>.d 


wir  4M  Wiei thepivion  #^biiigeii«riii4^*  wioi  ov^ii  >e;^-|;c[ii ,  X(r=:  ^  od. 

ZU  welcheo  Werthe  von  wie  V  Q;  .«^^^1  ,^aqu^f=^V!nr  ÄS 
die  erst  näher  bestimmt  werden  müssen,  geboren ;  so  schlagen  wir 
folgendeii  Weg  ein.  ^ 

hörige  y  kleiner  und  nShert  sich  dem  Wertbe  1.    Denn  wenn 

Ix   .  .      ....  ...  ix 


um  dv^  \     h  d.  h.  um 


■Me  Werth  voo  x  mSg«  nodk  so  senr  gross  genomuiea  iMideu» 

— .  'i^jtt^^yf^:^t,iW^M'!^fmiF^^ 


  Jigiliico 


Es  wird  alao  auch  «r,  fiir  J7  =  e  bis  dr=cx> ,  steU  abnehmai^ 

.  ▼^»»j^ifci  1,444566...  bis  zik  yV^öS".      ADet  Werth  yi=V«"  kann 
aber  nicht  kleiner  als  1  sein,  denn  wire  3f<riuid^0»  «bo 

äcbler  Broch,  so  konnte  nicht 

«  

aus  t/z=z^ QO  folgen ,  dass  ^^=3^  ist,  was  doch  durcb 
Erhefien  beider  awmk  dieaer  GMehung  zur  Peleiis  od 
folgt. 

•endera  es  wflrde  jf^K9%  >^*o  ^  m  melir  neeh  9*  <1  Min* 

Setien  wir  aber  jfsrl-f  d,  wo  d  ein^uoendlicb  kleiner  Bruch 

1  '  i.  *  _ 

=  ^  wi,  80  wird  sicher  also  ist  jf^y« 

=:l-|-d  =  J-|-^;  <is  aber  ^  gegen  1  verschwindet,  so  ist 
=3 1  sa  setien.  ' 

§.  i.    Gehen  wir  umgekehrt  von  x=e  allmählig  zu  kleineren 
Werthen  Ton  ^  über,  und  zwar  zuerst  zu  den  Werthen  a;'^e....>l, 

*  •  . .  .7    »I  •    :  • 

so  wbrd  dabei  andi  y^SfH  stets  idefaier.    Denn  ist  x=€^t 


und  X  <e,  so  ist  y=  , 

siEeti  neeatW,  mdim^-tl^'i/äisö  r(e-2)!y /l,  i.^.  S  Ö;  al4r<^  d. 

EswlrdStsoinnerlialbder  angegebenen  Grinsen  audi/jr  stets  ideiner, 

daher  auch  ^  stets  kleiner,  bis  endlich,  beix=^l,  auch;y=:V^  Irzlwird. 

V  fi.  5.  Die  nächsten  nun  folgenden  Werths  von  :r  sind  ächte 
Brüche,  die  immer  kleiner  werden,  so  dass  da)>ei  X'^i  und  >0 
ist;  und  man  «eht  leicbt,  dass  2.B.,  "    '  •  '  p""' 


■  1  A  •#    II  >i.,l 


1 1 1  t  rixrn 


QflNl  dasit  ailgeniem  ^/^==^^  =^  ist,  uncl  dass'^^leMr'Werifc 
mit  dem  Wachsen  von  z>l  sbnelimen  muss.  und  .dasf  midiich 

,  t-V.»  ,~V*/ 

sein  muss. 

.1'  ifi.  «II   iiT.i  in«  M       <  »       ffl»»      •  i!  "  ff  »»«.M*!!',  r  in;'  ri-  i'» 

W^Yiy,  wenn  iV>l  und  ;?>!  li^  '  ' 
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{•  Ehe  wir  jEu-d«ii-^eeativ6iir¥^]rthra  von  x  übereeben» 
irollen  wir  ^fer  i&l  mEmw^ 


positiveil 

uie  von  der  Berücksichtigung  ^er  oe^ativen  Werthe  von  x,  vor- 
erst noch  ferner  absehen  wollen.  J  ;  li  t 

Denken  wirj  uiiter  «dieser A'orau^Betzung,-  die  CurVB^  In ^  w^fcber 
die  fr^i^n  Enden  der -f-y  liefen,  die  z\i  ^—(f  t>'s  x  =  <X)  gehören,, 
für  ein  rechtwinkliges  Coordihatensysteni  coi^istruirt  und  untersu- 
chen wir  die&elbe  ^nocb  H.eiter,  .60  ergidbt/ dich  das  in  den.  f^U 
genden  Paragraphei?, , ^ntifi^iqH^jtf |  \  ,  -     ^  . 

f.  7.  Fragen  wir  zuensty  oh,  ^  4ti|  yecliiltniaa  ^«  welches 

die  Tangente  der  Neigung  des  Elementes  der  Cur\'e  gegen  die 
Abcissenaxe  aneiebt,  etwaige  Maxlma  vorkommen,  so  baben  wir.  da 

is^  falls  dieser  DifoenflAltiilMhttlf^»  giMttt  »Mti^,  M  Glei«hiilit^t 

oder,  da  se»  dass  die  he<|M«ere 

Gleichung:  *  ^*  * 


.1'..'.'  •  (J'l  r*.«  •» 


so,  dass,  wenn  ^JL~l===-;--^i  V^«.^^*  if t,  ein  solches Maximun^ 
statt  haben  kann.  tferCickaichtigen  wir  aber»  dass,  wenn  ar<e 
ist,  der  Bruch  also  H—J  eine  negative  Zahl  ist,  folglich 

= — P  gesetzt  werden  kann,  wH^  da^»  wenn  ^>e  ist»  auch 
^>lf  also  /  (f)>0,  folglich  positiv  Ist,  «nd  =-|-P  gesetift  w^r„ 

den  kann;  dass  aber  andererseits  die  Zahl  +  V^a:-|-a?*>«  ist, 
Sieichviel  weichen  positivear  Wer|b  x  l^at,  jdass  mithin 

•tels  posithr  Ist,  alse  s-|-r  geseist  werden  kann,  während 

.'i  I  ./-.:.,()  /  i  — (VS-^+ä)"  "T^.  **_i  -'  iJ 


stets  negativ  ist,  also=: — t  gesetzt  werden  kann;  so  ist  ersicht- 
lich, dass 


I 


m 

V 

lii'iiv'J  '.'fVI  V  no/  '»3ffi //  iiM'i};><i{  m»  tili:  «tw  1*1  .  ' 

-Ulf    ■  '.  'iilil'i//    ;i  )7r»j.V*)li  T  fi  ,  Vi"«         :»  •«  4  '. 

möglich  ist  '    '    '  •! 

r».i  I>//Dtt  nuH:  fir  4;<e,  feeim  Wachsen  4ef  ^ftbliiar,  von  «=0 


tM  phaico  '^h'm  p=t3Üf  während  beim  Wachsen  vonaiexO  bis 
die  Zahl  «srV'J+^+a:  wächst  vod  <=:0  bb   i^-  ' 


ein  einziger  Fall  Torkommt,  wo  ps^i  tBt,  wo  abo 

Auch  findet  nj^tn  leiclit,.di^  ^^i^ch^i^^ 

^"•\\  ^=5r  und.  a:=.l ,  , 

1      ^  6 
genauer       2  una;r=|0^ 


1;  , 


„i.  3:= 0,58  und  ^:^0,6j\ 
,9     .¥=0,58  und  jp=:^Ofii 


Zill 


trn\..»t  .r^i  »M..T  •  M  M       :     )\  .  -h;  ,1  ^      ihntfl       •  . 

il'i  ,   .!  i   I ''''  .  I....'/   ,-^i9i.^-T,t(n$  ,  't\i  Ä  ivAum  ).  »'j-  >>:    •  - 

r""  ar        ^  0,58... 


I • .      tt     "    •  • 

.  . .  •  » 
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m 

-  -=«-0,93  ohngeföbr 

»•'•:.  ,  .' i  -1   •  ^.»inir  ->      '       •    -  ^       ,1,..  .:. 

II)  Was  nun  das  fernere  Wachsen  der  Zahl  a  von  ap=^e  bis 
.T=:ao  anlangt,  so  ist  zu  bemerken,  dass 

1;  Die  Zahl  r=V^^^W^  dabei  gleichfaUs  stetA  w&chet, 

von  r=VeT?-«=0,4^)^  b|e  Ts:  V«T««— 00  <i^. 

1,1)  Es  ist  nUnnlich  T  stets  w acb 8 end,  weil  i2 ratete  positiv, 
d.  b.  >0  ist;  denn  wollte  man  annehmen,  ea  ^be  einen  Werth 

dT^O,  so  raüsste  fllr  denselben  i  >  ^ 

.I  '.;-;  .  jc     v  »  :<«  ^  ^        '».d  ui//  ni'»l)  i-mI  Cf- 


mitbin,  da  f/a;  nicbt'O  «eili'sblif;*^  'V   .  .  ,;>inY.'  u         .-.l  i«!  m-tfi 
•;nx  bnn  AV~r  Dil;:-.  '/  f. ".Ii  'yn\  'h:  '  1      •  t.\;'»^'>;) 

.1 '.tjili'){! l.'  iili!         -  i'-fi.'i-nisifi   »il)  n  J» 
1 -I- 4ar  +  4ir»;^  4  o:  +  4  j?* 

d.  b. 


1-0 

«ein»  was  niclit  möglich  i^tj  •       ^  "  '      ^     Y  . 

1,2)  Ks  ist  aber  ferner  T  st^te^^»  ^nn  wftre 

«      '      - ... 

„  •  — ^iwo  A  stets  positi?  ist, 
y=  V  *+<T^T^Ueil  r  positivsein  mussi» 

also  ■  (•.• 

so  wäre 


Digitizca  by  Cjcjü^Ic 
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1 


...5  .TO 

«U  Bmi  ab«r     positt?  mIb  mII,  wo  mam  2il— 1  Mgathr»  ftlno 

will   ,       .  \.  S,*    V  I  »»I  I«  ;i  ,  ; 

-  •.;**^<4'^4;(^Q*'  •      IV..     :  .1  ••; 

I  ii  .  ^    .»jt^  >:•.:!  V  •  ; . -^ij^li    /  •      i  . 

also  T  atoCs  <3r  sein. 

Es  ist  aber  ferner  zu  beachten,  dass 
2)  bei  dem  Wachsen  der  Zahl  ap,^ypn^  xz=ze  bis  x—<X),  auch 

die  ZaU  atat^^lridislr  VM)/'»'(0=:^biaP:==ac> 

dftM  also  nothwendig  wenigatens  einmal  P  ao  groaa  wird,  vm 
dem  betrefenden  Werth  tod  7*  gleiMb-zc-^a^ !  ' .  . 

Gesetzt  dies«  »ei  der  Fall  bei  dem  Werthe  xzizB,  und  zwar 
wenn  mehrere  solche  Fälle  vorkominea,  so  sei  x^B  innerha^ 
dar  Grenzen  x  =  e  bis  x^oo  de^  "Icfeinate  solche  Werth  tob  A 
der  die  betreffende  Glelebheit  herbeiÜHhrt  I 

Um  nun  zu  untersuchen,  ob  noch  ein  zweiter  u.8.  w.  solcher  Fall 
z.  B.  far  x:=zß-{^x,  vorkommt«  kann  man  in  folgender  Weis 

Es  tat  allgenelD        >       .  > 

t 


''•.I       •  I  .1«  W  -1 

mithin  da 


le^lich 


I 


o  iyM^cd  by  Google 


*••{•.  #   «.mJ   .1,1;,  .,.  »'f!'!!     1       *    -     .    •  »  .   ;..;)   tifl  .  'I  • 


:  .»1;  .:iJ  ««ff»X^ 


Dt  Aber  ferner  V«-f  d;*>^»  also  umsamehr  noch  2    a?-f  ;c'>ar, 
1  1  ^  1 

al^o  2Va^-|.j;g  n^ehr  noch  dT<,—  dx  ist,  so 

dT<dP  ist. 

Es  ist  also  auch  für\ar>jB  noch  immer  dT<,dP.  Daraus 
folgt  aber,  dass  die  Summe  der  zu  x^B  bis  x^B^^i  gehurigen 
auf  einander  folgenden  Werthe  von  dT  icieiner  ist  als  die  Summo 
TM  eNf  so  viäeii  ^ai^a^gebor{gea  Werthen  tod  dass  also 
beim  femefreii' WaSftseo  veA  Pnad'f  die  ZaU  P  keld  si^eltoi 
Mai  gleich  äm-MM  r  wevim  kann,  dass  dtn  ^VoA  9k  JB>9 
ow  eiD  bealinniter  Wattli  m  9,  dei  Gleicinnig.« 


(f) 


Genüge  leistet. 

Auch  i|iidctt,  man  leicht,  dass 

-    •         "  zwischen  jr=s4 


.«?         .-».  O  Iii- 


und  #=5 


genaaer  swiachea  «=s4  wid  j?ss4J5 

•  •***«'    i».  '      •  • 

iifsBs4y9  tfiiA  apss4J5 

a;=:4,3  und  «=4,4 


n 


♦ 


>.  • 


«Bdiich  avnsiAbn  dastand  a!s=4^  die  ZaU  -j^^  ana  + 
6  in  ^  ihergdili' 


Ist  aller  «= 4,36.  and 


V.  » 


/  .  _1— a?-FV^  Jr^-ar* 


ist 
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f.  8.   Es  6nden  also,  för  ar  =  0,85...  und  fiir  ar  =  4,35i;'. 
Maxima  der  Steilheit  des  CurVenetemeiites  statt,  bei  welchen  die 
Curve  eine  Wendung  mischt,  d.  h.  aus  positiver  ConvexitSt  in 
negative,  oder  umgelcehrt,  ubef^eht,  indem  (bei  constantem  da) 
bekaimtlicli  di^^  ullgem^ine  Formel  für  den  Kruounungsradias 

»Wirt  (x  •»•..,//  <%t5.  /  rf^  V    ...  .... 

4«l«Jifif«i*Mi  DUrerantw^  ab  lM«pMr  .bat,,  akt 

Mfi'»^>  liJ  -H-  4^efg«lit,  ^6i»n  cheser' Nenner  ai|0  -'^y^lii  4^ Jbergeh^ 
^^"f.  9.    Es  ist  also  die  Curvo  gegen  die  Abt«as8eBax/&  i^u 

zwischen  a:  =  0  und  a:=0,5a...  cofivex,'  '  •  *  '  *"  • ' 

zwischen  a:=0,58  und  »t=4,36...  concay,v 

zwischen  a:  =  4,36...  und  <^;Fpo  c^i^vej^;/  V 
bei  j;=:0  ist  ^=0,  \  V  * 

bei  «>tf  Iii«  d?<0  wichst    beim  WachMii  yon.^rt 

bei  x—e  erreicht  y  das  Maxiraum        sc^hcir  CMMm/* 
bei  .r  >  e  und  <  oo  Vm«^  jl  Ab-.bfiflH  iW»ffbseB  von  9, 
bei  ;e=:qo  wir(i_^=sl*  .  . 

§.  10.  SQb«tl||tim.,fr^  .fibeBbfMipt.  in  die  beluuinteii  allgemel 
•eo  Amdrficfce 

1.    •     •         '  •« 

ftr  di,  Talente  "   Tg..^  f^<«^)f+<*»^. 

Hr  die  SdUangeato  8«H«=:  ^> ' '. '  '        .  *^ 


mr  die  Nentle         \  iien»>>^yy(^+f^, 
fibr  die^SnbaofiMde  Siibn.«= 

■■■•..<  ,1  . 

die  betreffenden  Wertbe  von  iy  und  djy  und  so  erhalte 
nach  gehöriger  Vereinfachung: 


Digitized  by  Googl 


l — Ix 

.T  »'  .•  't\  *    J      <'    '       '-         *'  ^     •  *    **•  * 

.   »#'.«.    '  •  •  •^Uttf.f— 1^1^*.,  !.    ...  ,  ,.|       n«MI>'»  .Ii.'« 


, ,    •  II  •»  '  »• 


tti*  wir  .toMkeo,  dass  in  jedem  dieser  AvUdrack^  M'^GrSiss^ 
«ine  wUHfe  Rolle  «plelt       i.  .  :         •    •      -  -  »• 

Da  aber  die  Grösse  1  —  Ix  einfache  Formen  annimmt,  wenn 
[feine  Potenz  von  e  mit  einfachen  ganzen  oder  gebrocheneu  Ex- 
jMMKhiieD  Zm  6«  ,Ä?=tte^,.  c-*,      etc.  ip»»'^0'^«»  e~^,  e^...»5ai*#*  #fill^ 
eil  diOD  ise^lf^=^nU^n^  alfo  1 — £sr=sl— ii  wM,  utOtnma 
\  ifelQiMclr  fl»  In'melirefeB  'diesi^y  Fortneln  yörluimmeiiile  GiOsm 

e*"^  "  wird,  so  wird  io  diesem  Falle  jede  der  betreieiidfni  Fm» 
mein  einfacher.  .    •  .       .       '      •   St  i.  i  \ 

§.  IL  Der  wisiilinit»  Fall  fit  .MM  waatf,  al«<>  iir»JO 
:vii4«ssl  ist  Es  ist  osno 

Ä=4-V^2     s=     Norm.  irzrV^. 

19*   Cmen  wir  jetzt  zur  Beracksicliffsang  dei^.  Qega|l?sn 
»  ▼an  y  and  avdi  der  oeeativeu  \V«rt£e  Vfii     ifmr,  SQ 
iiDt  es  zuDlchst  wcfsentlich  darauf  ab«  ob     als  dne  gm'» 
ab  ¥iaB  «MtfMle  «diriet. 


f  $.  13.  Ist  ntalldi  #  eine  Mfid«  gapze  *Z/ili1,  oder  ein 
Ifeiaier  Br«eb:(d.  h.  dn  Bruch,  ddr»*^t)n  et  ...durch  AnfhebSo 
#acher  Factoren  iai  kiUe^  und  Neniier  auf  die  ahifacliste  Fem 

pebracht  ist,  einen  geraden  Zähler  und  einen  ungeraden  Nen- 
Sei  hht) ,  oder  ist  x  eine  gerade  Irrationalzahl  (d.h.  eine 
'^ationalzably  die  das  Doppelte  ist  von  einer  anderen  IrraHonal- 
i^ki)  z.  B.  =2  TT,  wo  n  also  ganz  oder  g^broclien  oder  irrational 
"~  Unu,  so  iät  '  ■        •  *•* 


o  i^M^cd  by  Google 


so  (ias8,  wenn  möglich  und  positiv  ist^  sicher  y  zwei  Werthe 
bat»  eineo  positiven  und  etnen  negativen  m  8g liehen  Werth. 

Was  insbesondere  den  Begriff  Irrationalzahl  betrifft,  so 
ist  eine  Irrationalzahl  nichts  weiter,  als  ,,eine  Zahlcngrusse. 
•.deren  VerhSltniss  zur  Einheit  nur  dareh  mendllch  groese  Znhlei 
M genau  ausgedrückt  gedacht  werden  kann.  Z.  B. 

is:ls:.a,14199^..:  1,00000 
=314159 


•  III 


••• 


Auch  ist  z.B.  von  den  beiden  Irrationalzahlen  0,13113111311 113.... 
und  0,262262^2^2022226...  die  letztere  sicher  im  Vergleich  zur  er 
steren,  in  unserem  iSinne,  gerad.  Die  Irrationalzahl  uns  also 
ein  Bruch  mit  unendlich  grosseiD  Zähler  und  unendlich  grossem 
rienner,  ufad  es  kann  hei  ih^,  sowohl  heim  Zihler  als  betin  Nso> 
oer«  gefragt  werden,  ob  er  ^rad  oder  nngerad  ist»  gWeh  wie  änm 
bei  etoem  gewöhnlichen  Bruche  gefrfgt. weiden  .'Umo. 

,  §.  14n  'Würde  matt  hierbei»  wie  whr  es  oben  stSHsohwelgeiid 
flethao  habeo»  annehmen»  dass  alle  Zahlen  (wkm  auch  alle  gt- 
hrochenen  und  alle  Irrationalwerthe  jr),  wenn  sie  in  Bi— hfam 

als —ausgedrückt  werdeu,  einen  und  denselben  (constanten), 

unendlich  grossen  Nenner  u  haben*),  so  würde  dieser  ausdrücken, 
wie  viele  dx  in  der  Einheit  enthalten  sind,  und  der  Zähler  ^  wurde 
angeben,  wie  viele  dac  in  dem  betreffenden  Werthe  von  x  enthal- 
ten sind.  Die  Zahl  u  milsste  aber  dabei  entweder  nur  eine  ao- 
gerade,  oder  nur  eine  gerade  Zahl  sein,  und  es  wurde  z.  B.  ange- 
messen'«»ein»  (damit  dm  iEinhelt  «nd  jede  andere  ganne  unsemm 
Zahl  ihre  Bedeutung  als  un«;erade  Zahl  nicht  verliere)  die  Zahl  ■ 
nie  nugajrjkd'mi  denken.    Es  fcftme  dann  aar  auf  die  Frage  an, 


ob 


»  _ 

{  gerad  oder  nngerad  ist»  nm  an  entscheiden»  ob  3f=^~T 


zivel  oder  nur  einen,  oder,  (älls  ^  negativ  und  { 

'gerade  is^  gar  keinen  möglichen  Werth  hat 

Man    hat  nfimlicfc   bei  constantem  ungeraden  Warthe  i 

1)  neim  «=  +  |.  also  y=(|)^  =^ (1}"***' 


DSM  alto  jeil^  tongliche  WeHh  Ton  X  dureh  z.  nAt 

tl 

unendlich  groscea  U  erreichbar  sei. 
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U>Mei  «prüdes  WeiKMOToii     bUss^posUlve  Wi;^  von 

1,2)  bei  geraden  Werthep  von I,  sowohl  positive  als  nega- 
tire  Warthe        »*±V^(jY;      ^  ' 

2j  ureon  «=--|,  wobei  =      (""i)  "  '  **** 

=v        V ;  •  ■ 

•■    ■    •  •  .     1.-  .      •»bm-t  »i'i    •  '     if.  •  •  .1  f. 

•Imi,4»  «  äugende  M.  m  dM»  jr^i/  ll/J^  V  llit. 

11^1)  bei  ungeraden  Wertben  Toni      bloss  nogatite'  Wertbe 


von  y,  indem  Q^" 


%2)  bei  geraden  Werthen  von  |  keinen  mSgiichen  Werth  von 
jr>  indem  dannjyssJ:^  »^^^'^  unmöglich  ist.* 

S»  15«  BerQcks^litigt  man  aller/  dass -fiir  eine  Irrationalzahl 
t  ledit  wohl  ihr  Verhältniss  zur  Einheit  <lurch  einen  Bruch  J 

[mit  unendlich  grossem  Zähler  und  unendlich  grossem  Nenner) 
iars;estelU  gedacht  werden  kann,,  ohne  dass  darum  auch  för  ver- 
schiedene irrationale  Wertbe  von  :b  die  Nenner  u  der  Brüche  wie 

-  dieselben  sein  mflssen,  berÜdMiditigt  man  welter,  •dnss  (si  bei 

Nl^em  stetigen  Wachsen  sicher  auch  Werthe  erreicht,  die  aU 
Hächemit  geradem  JNenoer  (hei  u^eradem  Zähler)  auszudrücken 

iind,  indem  i.  B.  j^ss^t  oder  u.  s.  w;;  durch  x=^z: 

ingeradem  Nenner  tc»  sei  »  andb  oo^h.  f/a  groM,  nie  .abstrfut 
lenaa  ausgedrückt  gedacht  werden  l^änn,  so  siebt  man  leicht  ein, 
^ass  man  Eier  nicht  nur  ^,  son'dern  abch  ic  als  veränderlich  den- 
ken müss*    Es  rersteht  ^sich  dab^^von,^ selbst,  dass  der  Bruch 

-  (durch  Aufbeben  der  genelnscKiaftiichen  Faetoren  im  Zfibler 

nd  Nenner)  auf  die  einfachste  Form  gebracht  anzunehmen  ist, 
weil  sonst  ein  und  derselbe  Werth  von  x  in  unendlich  vielen 
erschiedenen  geraden  und  ungeraden  Formen  in  Betracht 


iime);  dkse^also  in  dem  Bruche—  Zähler   und  Nenner  nie 

II 

lelobaeitig  (d.  b*  iHr  einen  «od  deiMelben  Werth  von  x)  ge- 
ftd  sein  können. 
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•   '  Wird  dies  vorau»gesct2t,  ao  lÄftÄ  Mt  ibIgMl« 
1)  o:  ist  positiv,  alM  jps=+  |;  dlBB  Irt    .   r  ^  ^ 

U) 


)  i  ist  gerad,  «Ii 


d.  b.  CS  gicbt  Ufr  ein  geradM  |  soiralil  «la^  M^llf« 

eineii  positive«  Werth  WB  3f. 

1,2)  5  ist  ung•^ad^e8  mag  dann  u  ^enA  oder  ungerad 


#dl^elj 
ad  seia«  ej 


bat  doch  ^  ?uw  4eii  «ioe«,  jpaügiicb^9  W^tji  , , 


■  s 

^  «  urt  negativ»  also  - »  also 


,.  '-(-i)-r=v.(-r  .  J. 

■;  ;  ,    . -.te=(-Ö'=(-i)^-.. 

•  Ist  MHi.diibei 

^l)6gorad,  also  u  uogerad,  so  'st  ^""f^  ~-*^Xs)^  ' 
gativ,  mithin  y  ODmoglicb. 

,  Ist  dagegen  ^  / 

..2^  J  ungerid  tdid'e^  Ist"  '  '  ,      -V'  ;*• 
•'.     2,2«  aucb.ii  i\n&ef  a,d,  so  Ut    .  ,  .         ,^  , 


I.  •  *.*.*. 


abo  ein  negativer  (eher  kein  fiosilivef)  Werth  * 
vorhanden;   •  '  ■  I 


u  kjui^cd  by  Google 
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9^  K  gerad,,«»  ist  •/« 

'  ■(~i);7^^)- 

also  * . 


-  W 
u 

f 


folglich  ein  positiver,  ab«r  kaHif' ifegaHter  WciMI^  Tci* 

V  vorhaDden.  .      •    ^      I  ''v' 

{.  16.  Es  gielit  also,  wenli  i  posifk,  als^  =^-|-^is(, 

I)  IndeBiQttaaMteil^fMH^'f)  ste  JWM  Werthe  tob  ss^-^q 

eiosn  dasu  gehSrigeo  W^erth  :y  ?pf  V.o » .und  |Mft.(>oilinHPi)ieiAitor 

"        q  _ 

durch  die  Gleichang  ^=  -f  V^o  bestiiiiiht«ii  PilhlLte^ bildet,  .  wena 
naa^  tft«#g  wMikM  dbihlt-;  cAW  nannterVaeBeä^Odllef  eiaea 
sasaganeii  Canreaacbaakel,  dea  wir  bereits  obaa  iiaacliriebea 

IQ  In  dem  QuAdiraat^B  10  ^  lajeiieai  geradea  Werth 

•h    ■       .       .     •  •         •  '  .        9^  ' 

einen  dazu  gehörigen  Werth  y=z — V  q  ,  und  die  Ge- 

sarointheit  der  durch' die  Gleichung  y-=z^yq  bestimmten  Punkte 
.MMet,  weil  nur  die  i^f^aAeo  WierMu^  i(t|i>^  berücksidh^git  >MerdMi^ 
eine  unterbrochene  Linie,  einen  punktirt  gebildet  2t]  denkea- 
den  Curvenscbenkel,  der  (als  ununterbrochen  gedacht)  dem  in 
dem  Quadranten  (-fJ^-f  y  )  liegenden  ,  gegenbildlicn  glekh  ist.  Es 
fehlen  aber  in  ihm  diejenigen  bildenden  Punkte;  welche  zu  un- 
geraden Werthen  VfOk  q  gehöreä.  ''       '  ; 

j.  17.  Setaea  yfA^yMk  »  nhgtlSf^l  '^  <iMl9> 

liiöv=V*T^»  ao  gielit  es 

Il|)r  iiMSBn>Qnadrtbt#a  (r^f:^Y},wkX  an  jedfiaaeiehen  Wertbe 

?on  q^^»'  hei  dem  sowohl  ti  als  |  nogerad  is^  einen  dazugehü- 
ligea,  mOglicheii  W^rth  m     tiälalichi  ' 

II' p'  II»  • 'i'.irji-'tii        t  v     •  i'i  *»      *  tf»// 


■  * 

•II  • 


lYl  'fn  Offm  Qaadrantea  (-r^ Hb     abe«       au  jedadi  .aolc|ifM 

Wertbe  von  j|i;=->  bei  dem  |  ung^rad,^,  ti  aber  gera4.  ;Ut,  ei/^ 
data  gehörigen  möglicbea  Weith  von  nSmIich: 
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,=.(0f- + ( ) 


1\1  I 
f 


=  +—  (siebe  $•  15.  Nr.  2,22). 

{•  la/  idlii  .wir  «ib«^.  gesehai  >■  u«g<rid—  Wi^ 

then  TOD  \x  nur  positive  Werthe  tob  \ri  gebureo,  and  dai«, 
iveoo  ;p.d|e.Werthe  lut:  . 

,  .  =[V73;^<^.aud.>l);(=J) 

«sd  da  dpi»  WM  Yon  einenmiacfadai.«  ^nd  dm  dazu  gdij^f%«i; 

Werthe         eilt  miefa  ▼on  dam  viMadeo  Werfbe  ▼on .  g  und 

dem  dazu  gehörigen  VVerthe  von  Vo^ gelten  muss,. so  folit,  d^UiSi : 
weno  ö  die  Werthe  hat:  *  '         '    s  i.  m.i; 

..•  ...-.M  ,^        ,  •  -       /.wh.  1...' :'l 

•  '  t=C~)5  (>  i  u«I<l);(m);'(!i.l  *rt<-ifllf  «^-S 

r  .     •  QO  •.    ;..   l  Ii... 

i|9fdi  die  Grösse  — ^  die  Wiertlie  iiikben  munls  t 

VT .  ^^  V  #     .  V 

§.  19.  Wollten  wir  daber  in  dem  Quadranten  (— F)  fö 
Werthe  der  in  ( — X)  zu  nehmenden  Abscisse  die  zwischei 
g=0  und  ^=9Q  liegen>.jene  ununterbrochen  gedachte  Curv 
constniiren ,  fSr  frelche  bei  jedem  solchen  Werthe  von  q 

i  1 

jfss'---;j^iii  Betracht  kommt»  das  also  die  Gruase,       bat  va 

b'ilerl^tmig  (^'17  liegt»  m  Wiideto*'«ti'  dU*  «ben^uigc^Beb« 

nen  Hauptwerthe  von  q  und  von  - — benutzen  können. 
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Um  aber  die  ip  dieser  Curve  vorkottimeiiden;  WendepuiiLte 
zu  bestimmen,  hättp  man  zu  beräcksiciitigi^i,  da4i«>:i  >^  vv  :  < 

ut,  and  oasatws  d^c  Uleiclitiiig 


•Im  mm  der  GMehmg 

der  Werth  von  /  [  - )  gefunden  wird  als 


.1 


olftt/iTM.  ill»W08^ttifAeQ  daseetlHi.^t,  dassi^  weni»  diese  Glei- 


»  -1 


I 


•eiD  rnoss. 


t)araus  wurde  sich  soglelcti  er^ben»  äass  ftir  Warthe  von^ 
75die>0  und  -^1  sind,  diese  Gleichung  nicht  möglich  ist  (zu  un- 
motrliehen  Werthen  von  Iq  führt),  dass  also  zwischen  ^=0  und 
y=l  für  diese  Curve  kein  Wendepunkt  existift."  *   ■  •       .   •  -  i 

Daraus  wMe  femer  sogleich  ersichtlich  sein»  dass»  wenn 
g^l,  also  V  — 9  +  9*  möglich  ist,  nur  der  Werth 

branchbar.  ^in.  kaiin.  .indeoo^  oltnehip  f  >^  ift  .(weil,  e'vXg^  ^ 
e>V7  iat),  also  um  so  mehr  noch  . . „   ; 

ist.  Daraus  würde  folgen,  dass  zwischen  qs=:i  und  9=x  nor  ein 
Wendepunkt  vorkommt,  und  dass  Rir  ihn   ■       ' ,  '  ...  : 

*  '       Ti  >/•   Iii      »J  .  ^ 

«tteMas^  tiMli|i«B  «I0rde||ei^.imdeii  .      »    -  .  i.  .  „ 
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I  i.  i.'  1 


cenaner  xwbcbeo  0=4,5  und  Är=: 5  (     ™  ^^^'f*^.  r  .,      '  j. 

0  =  4,6  und  0=5    (      (y  +  l)-V^-9+^* 

II.  «.  ir.  1.^,..; 

•  » 

80  daw  ämt  gesoehte  Wiiwaiikt  so  eiiifni  Warthe  von.o.MhH 
dm  swlMlieD  9=4*6  und  f  ss4»7  Ki^gt,  ihfd  diM  daM 

-  ((00 


In  dieser  Curve  liegen  natürlich  auch  A^e  Jene  Punkte,  die 
dareh  die  CUeicbang  «=Vlr  flfr  deo  Fall  aManmit  werden,  h 

welchem  und  e/l  ^eeqhafff  i^*  iel»  daea  aowohl  i 

ab  11  wgeiad  iat  "^"^ 

'  S-  20.  Das  Bild  der  onunterbroefien  gedachten  Cum; 
welches  in  dem  Quadranten  ( — X-j-Y)  so  construi^t  werden  konnte, 
dass  in  ( — X)  die  Abscisse  =q  (abgesehen  von  der  Richtung, 
also  vom  Vorzeichen)  >0  und  in  dfer/Hicbtvbg  (+  F)  die  Ordi- 
nate if  geoommen  wärde,  wenn  zu  jedem  Werthe  von  q  eio 

1  ."''ULI  «jI«! 

rigen  Paragraphen  ei>«^ähntec^  ^"'i^^  .'^^  4^'=5."'1fT2i<Sff 


weiieni  cirlaiiientiig. 

Da  ea  alle  Punkte  nmfaaaU  die  durch  die  tiieichuDSjf=H-~^ 

in  der  angedeuMen  Weiae  beetimmt  werden,  bo  nmfaaat  es  ancf 

aÜe  jene  Punkte,  w'elclld  durch  dl^  txtelökmig  ^  rrsV^  fiirdtetrFiii 
beatinuni  werden.  In  welehem  4ras^^9±i--|^4ai»*>'4andriKaii/kl 


£  ungerad,  tt  dagegen  oerad  ist. 


I)  in  dem  Quadranten  («flX^  F)  diw— ;:grtiagaaha  igaBbaojMilii  I 
welchem  kein  bildender  Pmikt  fehlt: | 
il)  la  dem  Quadranten  (-f  JT—  F)  ^ii^en  punklirt  gablldel^ 

Schenkel^  in  welchem  die  zu  ungeraden  Wertben  von  x=z^,  all 

m  itngeraden  Werthen  von  &  geM^igb  liildl^ndetfl^llllklrMite 
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IH)  in  dem  Quadranten  (— AT— F)  einen  punktirt  gebildeten 
Schenlie!,  in  welchem  diejenigen  bildenden  Punkte  derCurve  fehleD, 

1)  welche  bei  x= — zu  geraden  Werthen  von  f  gehören,  sowie 

2)  jene,  welche  zu  geraden  Werthen  von  u  gehören; 

IV)  in  dem  Quadranten  (— F)  einen  punktirt  gebildeten 
Schenkel,  in  welchem  diejenigen  bildenden  Punkte  der  (ununter- 
brochen gedachten)  Curve  fehlen,  welche  bei  a:  =  — - 

1)  zu  geraden  Werthen  von  |  gehören,  sowie 

2)  jene,  welche  zu  ungeraden  Werthen  von  u  gehören. 


§.22.  DieZeichnung  auf  Täl.ni.  »oll  dienen,  die  Curve  .v  =  V^ x 
zu  versinnlichen.  Die  Unterbrechungen  einer  Linie  durch  oooo 
soireine  unendNehe  Erstreckung  andeuten.  i  . 

§.  23.  ftlerkwördig  sind  die  verschiedenen  Ursachen  des 
Fehlens  bildender  Punkte  in  den,  den  verschiedenen  Quadranten 
angchörigen  Schenkeln  der  Curve.  .     ,     «  i 

Im  ersten  Quadranten  i+X+Y)  fehlt  kein  ^bildender  Punkt. 
Im  zweiten  Quadranten  {-{■X--  Y)  fehlen  die  zu  ungeraden 
Werthen  von  x  gehörigen  bildenden  Punkte,  weil  die  ungerade; 
arte  Wurzel  aus  einer  positiven  Grösse  x  keinen  Werth  von  der 

X 

Form   —     X  hat. 

Im  dritten  Quadranten  (—A— F)  fehlen  ,    „  , 

,1)  die  zu  geraden  Werthen  von  x  gehörigen  budenden  Punkte  der 

' '  "  Curv^,  well  die  gerade  —  arte  Wurzel  aus  — ar,  d.  h.  Vp^»' 
.  unmöglich  ist;     .  .  •  ,  . 

Ö)  die  zu  gerade»  M  erthen  von  —  ^    gehörigen  bildenden, 
.  Punkte  der  Cun^e,  well  bei  geradem  Werthe  v«i  ^  ^  eiri 

"Werth  (üT  ^  —x  nicht  existirt,/.*         '  *j    ■  ^ 

Im  vierten  Quadranten  (— jt+  F)  fehlen 

1)  die  zu  geraden  Werthpn  von  x,  gehörigen  bildenden  Punkte 


—  X 


,dcr  Curve,  weil  für  gerade  Werthe  von— a:  die  Grösse  \  ~x 
'unmöglich  ist;  .  .  ,    ,  ,^     '  .i, J-t^^'V dl/ ; . 

2)  die  zu  ungeraden  Werthen  von  —  -    gehörigen  bildenden 

i 

Punkte  der  Curve,  weil,  bei  ungeraden  Werthen  von  — -,^ln 

(\\v      -*   •  • 

-\x  fiir  V'irS  nicht  existirt.    '  .      •    :  ^ 

•    •  .i    ..  :  ,  .  .    .  •    '*j      .  1        'i'-r.'.  r  ••, 

.  1    -  i    *  f.,- 

I .        .1"    «I         ••  ' 


I  .it. 
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Ceber  eine  ^omoniscbe  Aufgrabe.*) 


Von 


•  - 

Herrn  Dr.  Benjamin  Witzschel, 

Lehrer  der  Mathematik  und  der  Natarwittentcliaftoo  am  Gjrmaa^iaoi 

Zwickau  im  K.  Sachsen. 


Auf  einer  Horizontalebene  stehen  in  drei  Punkten  A,  C, 
von  deren  gegenseitigen  Entfernungen  nur  eine,  z.  B.  Aß,  bekannt 
ist,  drei  vertikale  Stäbe  A'A,  ß'ß,  OC  von  gegebener  Länge. 
An  welchem  Orte  der  Erde  und  an  welchem  Tage  des  Jahres 
wird  es  sich  zutra&^en ,  dass  das  Scbatteneode  des  Stabes  A'A 
durch  den  Fusspunkt  ß  und  C  des  zweiten  und  dritten  Stabes, 
das  Schattenende  des  Stabes  ß' ß  durch  den  Fusspunkt  C  und  A 
des  dritten  und  ersten  Stabes,  und  das  Schattenende  des  dritten 
Stabes  CC  durch  den  Fusspunkt  A  des  ersten  und  somit  auch 
durch  den  Fusspunkt  ß  des  zweiten  Stabes  geht? 


I.  Auftusung. 


,   ,*  ( I  ...   

Der  Einfachheit  wegen  stelle  man  sich  vor,  dass  die  Sonne 
innerhalb  24  Stunden  sich  um  die  Erde  in  einem  Kreise  der 


Zu  dieser  «chon  ziemlich  alten  aher  g>owisf  nicht  aninteressanten 
Aufgabe  hatSchoo ten  indenZuaat'zen  zur  Geometrie  desCartesia« 
eine  numerische,  für  den  jetzigen  Stand  der  Wissenschaft  weitNchweilige 
Lösung  beigebracht.  Die  um  genannten-  Orte  gegebene  Fassunf^  der 
Aufgabe  ist  folgende  :  Tempore  vemo  erectis  alicupi  t^rravom  ad  per- 
pendiculum  tribus  bacult«  in  piano  horizontali  in  pünctis  B,  C,  quo-^ 
rum  is  qui  in  A  sit  6  pedum,  qui  in  B  18  pedum  et  qui  in  C  8  pednin, 
existente  linea  AB  33  pedum:  contigit  quodam  die  extremitatcra 
umbrae  baculi  A  trannire  per  puncta  B  et  C,  baculi  autem  B  pei 
puncta  i4  et  r  et  baculi  C  per  punctum  A,  unde  fit,  ut  etiam  per  punctum 
B  sit  transitura.  Quaeritur  jam,  quo  terrae  loco  atqne  anni  die  haec 
evenerint? 
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UimmeUkugeL  bewege.   Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  lieet  in 
der  Himmelsaxe  und  entfernt  sieb  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel 
am  den  Sinus  der  Deklination  S  der  Sonne.    Der  Radius  dessel- 
beo  Kreises  ist  dem  Cosinus  der  Deklination  6  gleich  zu  setzen. 
Ks  werden  demnach  die  Richtungen  eines  innerhalb  24  Stupdeo 
durch  ein  und  denselben  Punkt  A'  gehenden  Sonnenstrahles  eine 
Kegelfläche  zweiter  Ordnung  beschreiben,  als  deren  Leitlinie  der 
von  der  Sonne  scheinbar  beschriebene  Kreis  angesehen  werden 
kann  3  deren  Scheitelwinkel  dem  doppelten  Comptement  (n — 26) 
der  Deklination  gleich  kommt,  und  aeren  Axe  wegen  des  Paral' 
lelismus  aller  an  verschiedenen  Orten  zu  gleicher  Zeit  einfallen- 
den Sonnenstrahlen  der  Erd-  oder  Himmelsaxe  parallel  sein  muss. 
Ob  der  Punkt  A'  nach  seiner  materiellen  Beschaffenheit  die  Son- 
nenstrahlen ungebrochen  bindurchiässt,  oder  dieselben  ganz  unter- 
bricht, bleibt  sich  hierbei  ganz  gleich,  indem  im  letztern  Falle  die  er- 
wähn teKegelfläche  von  ihrem  Mittelpunkte  aus  zur  einen  Hälfte aU  von 
Sonnenstrahlen,  zur  andern  als  von  Schattenstrahlen  erzengt  gedacht 
werden  kann.  DerKürze  wegen  wirdinderFolgedieeineUälftederSon- 
nenkegeljdieandere  der  Schattenkegel  genaimt  werden,  wenn  sich  die 
Noth  wendigkeit,  beide  Hallten  von  einander  zu  unterscheiden,  heraus- 
stellen sollte.    Das  Schattenende  einer  von  A*  auf  die  Horizon- 
talebene gefällten  V^crtikale  A'A,  die  als  einer  der  in  der  Aufgabe 
erwähnten  Stäbe  angesehen  werden  kann,  muss  nun  in  der  Durch- 
schnittsünie  der  gedachten  Kcgelfläche  mit  der  Horizoiitaleliene 
liegen.    Es  ist  ferner  leicht  einzusehen,  dass  diese  Vertikale  A'A 
oder  der  Stab  mit  der  Axe  der  Kegelfläche  einen  Winkel  bildet, 
der  dem  Complement  zur  Polhöhe  qp  desjenigen  Orts,  in  welchem 
der  Stab  eingesteckt  ist,  gleich  kommt.    Die  Gleichimg  der  er- 
wähnten Kegelfläche  ist  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
Datensystem 

a.'2-|-3,2=s'2cota2, 

TTobei  ö  wieder  die  Deklination  der  Sonne  bedeutet,  und  die  Axe 
der  t'  mit  der  des  Kegels,  sowie  der  Coordinatenanfang  mit  dem  Mit- 
telpunkt desselben  zusammennillt.  Hinsichtlich  der  beiden  andern 
Coordinatenaxen  soll  noch  bestimmt  werden,  dass  die  Ebene  der 
x'z*  in  der  Meridianebene  des  Ortes  liegen  soll.  Verbände  man 
mit  dieser  Gleichung  die  der  Horizontalebene,  so  würde  man  die 
(Ileichungen  der  Projectionen  des  Kegelschnitts,  welchen  das 
Scbattenende  des  Stabes  innerhalb  24  Stunden  beschreibt,  und 
am  dessen  Bestimmung  es  sich  handelt,  erhalten.  Dieser  Weg 
wurde  aber  zu  schon  jetxt  ersichtlichen  Weitläufigkeiten  und  Ver- 
wicklungen führen,  die  auf  folgende  Weise  vermieden  werden  kön- 
nen. Man  drehe  das  Axensystem  um  die  Axe  der  y,  so  dass 
die  neue  zAxe  mit  dem  Stabe  A'A  zusammenfällt,  also  der 
Drehungswinkel  dem  Complement  der  Polhöhe  cp  gleich  ist.  Ver- 
mittels der  dazu  gehörigen  Tagesformationsformeln: 

a:'~3:sin  (p — zcosg? , 
2'  =  z  sin  <p  -f  .r  cos  cp 

^ebt  obige  Gleichung  der  Kegelfläche  über  in 


'  Da  nach  diesem  n^tien  Axensystem  die  Horizontalebene  «nr 
Axe  der  z  normal,  dder  der  :ry  •  Ebene  pi^rallel  istl^  so  hat  man 
fSr  dieaelbe  die  einfache  Gleicnnng      •  ,* 


1 1  > 


"wenn  6  die  Entfernung  der  Ebene  vom  Coordinatenaiifang,  d.  fa. 
die  Län^e  des  Stabes  bezeichnet.  Dnrch  einfache  Substitution 
von  b  dir  z  in  der  Gleichung  der  Kegeltläche  erhält  man  die 
Gleichans:  des  durch  die  Horizontalebene  mit  der  Kegelfläche  ge- 
bildeten Kegelschnitts:  ; 


ifc«(Älng)«— cos d«)  +y«8ln 2Äa?8iüg>cos(35  f  6«(6in d^—sin 9«)  =0, 
:    Ma:^^yy^'-2Pöx^  Q6^=0,  .'  .  (©) 


'»:;»  t  ■• " 

...  .    .  I 


wobei 


Ii  ' 


ill=;sin  9* — -cos 
iV=8ind«, 

'  P  =1  sin  9.COS  9}  = 

•        •  ...  * 

« 

Q=sind^ — -sin  9)*  = 


COS  2  (p -f  cos'^iJ 


sin  2  9) 

cos  2(p — cos^d 


gesetzt  worden  ist.  Es  ist  also  (©)  die  Gleichung  des  vom 
Scbattenende  des  Stabes  =6  beschriebenen  Kegelschnitts,  wenn 
die  Polhühe  des  Ortes,  wo  dies  geschieht,  =9)  und  die  Dekli- 
nation der  Sonne  zur  Zeit,  während  der  es  Tor  sich  geht,  =d  ange- 
frommen,  der  Coordinatenaufang  in  den  Fusspunkt  des  Stabes  und 
die  Axe  der  x  in  die  Mittagslinie  gelegt  wird.  Sind  nun  6^,  Äj, 
63  die  Längen  der  Stäbe  ^'^^  ß'B,  CC\  di,d^,  die  Entfernun- 
gen ABy  BC,  CA  der  Fusspunkte  Ay  B,  C  dieser  Stäbe,  von 
denen  der  Aufgabe  gemäss  nur  eine,  z.  B.  AB  =  di,  als  bekannt 
vorauszusetzen  ist;  liegt  ferner  der  Coordinatenanfang  im  Fuss- 
. punkte  A  des  ersten  Stabes,  und  sind  die  Coordinaten  der  Fuss- 
punkte B  und  C  des  zweiten  und  dritten  Stabes  resp.  a^,  und 
cfa»  ß^y  wobei  die  a  auf  die  Axe  der  x  und  die  ß  aut  die  der 
y  sich  beziehen;  so  sind  die  Gleichungen  der  von  den  Schatten- 
enden der  Stäbe  A'A,  B'B,  CC  beschriebenen,  und  auf  ein  und 
dasselbe  Coordinatensystem  bezogenen  Kegelschnitte: 

iI!far2+%2— 2P6la:-^e6l«=:0....  (I) 
M{x  -  oj)«  +  N{y  -  ß^)^  2Pö^(x  -  +  Qb^^=0. . . .  (H) 
M(x-a^)^  +  iV(y-.  ft)*-2/^3(^  -  (^)  -f  ^?V=0. . . .  (Ol) 


m 

1)  die  Fusspunkte  des  zweiten  und  dritten  Stabes  in  der  ▼om 

•1111  1  »II    ItfiM'lt  ,  ^'  '  1  ^ 

2)  die  Schattenlinie  des  izweiten  Und  dritten  Stabes  durch  den 
^p^punkt  des  erstei?  gel^e«,  d.  .b, ;  .  ,^ 

.  Jir«i»4*iWH*«ÄH«W«0  

3)  «ndlich  die  Scbattenrniie  des  zweiten  Stabts  durcb  den  Fuss- 
pankt  des  iMt^k  "skh^l  sow W  tfMt  MMnWf  i^ta' mttn  «iid 
weiten  Srabes  =ai  «elo,  also  ^ 

i%*+^w*.=?<^l^  (ö) 

Die  in  diesen  6  Gleichungen  enthaltenen  6  Unbekannten  «2, 
Ä»  «Sf  /^3»  9  uod  Ä  kuirnen  au!  folgende  Weise  bestimmt  ^^rdeir. 

folglich 


Der  Werlli       i%— 1%,  im  dritte»  GUede  voe  (5)  eingiUÜst, 


9äbt 


•  ..^  ^  ir(i^L,^«+iV(o^-4^   (6)* 

Addirt  man  zur  letztern  Gleichung  —0^3^+063*  =  0  und  be- 
riicksichtigt^  daee  joftai?  C<^-t9^)^  för  (c^7-<%)^  s^t^en  Juuin»  so  er- 

•der,  da 


L 
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woran«,  mit  Vergl«!t;huhg  von  (III),  hervorgeht  „  dass  aadi-^Ui 
SchatteBMMto  4m  fiiMeii  Stabw  durch  den  F^mjfmM  de«  wm4r 

teii'geMi'iiNMe.^ 

|(«  j' 

Mäh  führe  ferner  in  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  dl«  nllf 
j(7),iuul  ißi  ^iMtßoe«  Werthe  von      und      em«  se.  tot 

ifa^s^^i^/StHOftk^'^i^  •  .  •  : .  .  .  .  .  .  W 

9^H^ßz^+Q0A=^^  ! 

Die  äoaitte  Üeider  däehdDged  Von  tS)*  hl^eiogea,  gidit 

oder ,  wenn  man  ^  2Nß^  traoeponirt  und  hierauf  dto  Glelehmg 

^erketzt  man  ebenftlto  io  den  Gleichungen  (3)*  und  (4)*  resp.  | 
und  auf  die  andere  Seite,  multiplicirt  dann  heide  Gtei-  i 

chuDgen  mit  einander  und  Tervierfacht  dae  Produkt  eo  erhfilt  »an 

Zfelit  man  beide  zuletzt  gefundenen  Gleichungen  «ven  einander  ab, 
und  dividirt  den  Rest  durch  Q,  so  hat  man 

■ 

4ilf«%«,(6A  -  6,6,  ^  6,6,)+Q(6, 6»—  6,6,  +  6»6x)« 
riun  ist         .      .  .  .  . 

=  4£l*i*f*i6»+Mi)+*i6.'6,+6i6^,«-46i»6^a  -. 

Diese  Werthe  substituirt  geben,  nachdem  man  das  Hte4dtat  durch 
Q  abermals  dividirt  und  mit      multiplicirt  hat« 

ilfQ6,«(6,6,— 6,6,+6,6i)  -  (JUQ  -  /«)(6,6,-6,6,  +6,6,)« 
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f. 


wenn  man  der  KUn»  wegen 

MUt  Führt  man  statt  der  abgekflnCeo  Bezeicfinungen  M,  P,  Q 
^ie  durch  die  doppelten  Hocken  von  ^  and  d  MMg«driektnn  Klein* 
ümktioonn  wieder  ein,  setzt  alno  ^  '.;  «  :       '  .1 


#  it 

— 3—-     /,  JfQ— /»; 


M  etbiit  man. 


nb2a>^ss^nlti8«». 

^  P 


Dem  Aundracke  des  Faktors 


kSam  Bocli  «Mgt  nndnre  Feminn  gegeben  werden,  ab : 


♦    •  t 


(T) 


±  .2  .1 

lUUT.  IS 


3M 

von  denen  die  beiden  ersten  znr  Vereinfachnn^  der  numerischen 
Berecbniuigdieoeii  dürften,  die  beideo  letzten  inabesoodereaber  bewei* 

sm,  dmm  der  Werth  Toii  stet^  poeitiv  Min  miiM.  Es  mII 

daher  atich  in  der  Tol^fe  dief«er  Faktor  durch  bezeichnet  wer- 
den, um  dadurch  zugleich  den  stets  potiitiven  Werth  desselben 
anaadeuteo.  Somit  bat  man  als  die  er^te  eiofache  Beziehang 
zwiacben  ^  mid  6  die  Gleichung 

aki2#^€^ai»S#>.  r   * 

Werden  in  der  GUichiin^  (6)  die  aus  (7)  und  (3)*  gezoge-, 
D^n.^Verthe  von      und  /^^.  eingesetst,  t>.o  hat  man  . 

oder,  nachdem  man  eingerichtet,  fiir  ^If,  N,  P,  Q  die  durch  die 
einfachen  Winkel  w  und  ö  ausgedrückten  gonioroetrischen  Funktio* 
nen  geacisf  «ii4'4ie  ßlfichoDg  darcfa  den  gemeioachalttlcheB  Fab 
tor  coacp*  diridirt  ba^ 

(6,  +^«8in  9>«— 2(*,H62*+2rfi«)sm9)««a«+(6,-6^%lB»«=ft 
Setst  maa  °  ■  I 

"rf' 

und  bemerkt.  da«s      .  •  .  .    • . 

(^^4-1^2  =    + ^^^^ — 5 
ao  eihlif  nan  m»  obiger  Glelcbimg 


ala  die  zweite  jeinfache  RelaÜbn  zwfsdhen-  ^  und  d.  Hi< 
■ecb  au  nnleraifbheii»  /ob  beide  dor  unter  (11)  enthalteneii  Wc 
mir  ein  9^  zulässig  8ii>a».4iii)j]ffeUber  -Avarafnclc  ini  entgegei 
•atzten  Falle  fir  die^ii^itei^Bere^hniulg^zu  l&eiiutzen  ist. 
dem  Filde  möge  erst  die  Eiit\^-Ickelun^  der  üa^  (3)*  und  (4)* 
zogenen  AuadrOcke  ffir     nad  ^  voi^gaiöma^n' werden*  M4 
nAmlicb 
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Mat±Qb^       \QfMQ..  .^...^^ 


*  i  !«•»  ,  • 


.Nun  ist 


I .  • 


iibir 


......  1: 


'iBaa  «tett**^  und  p  di#  oben  angegebenen  Wertbe  ein«  so 
idet  sich  nach  einer  leichten  Rechnung-,  dass  die  Zftb)oKv79f* 
Anedrifcke  ToUsttndige  Qiindiato  okid^  oo^daen 

A=±  ^:ip)»  V  "IT 

I  Da  und  (A—B^<,1  ist,  wovon  maa  «ich  leicht 

lkcizeai(9n  kann,  <fo  j^t 

i  odmr  -inuurfnSr;  Je  näehdem  mflün 'das  obere  oder  untere  Zei- 
rar  Geft|l«d  Mb«I»  «id  däber  die  Ototelng 

6ln9«=(il-^)26ind</ 

•         •        '■'         '     '  . 

»fem  dieselbe  imaginäre  Wertlie  für  die  Ordinalen  ß^y  be- 
;t,  nicht  weiter  in  Betracht  zu  ziehen,  so  lange  man  alle  mit 

>  Faktor  VT-^J)  l^ehafteten  Formen  als  unbraochbfu:  anai^t.*) 
•   ..* .  i  •    •    •  *•        »••!»..   •     •   •  • 


f]i«h,m<efiV^,  nnak  jietii  äen  fmaglnfiren  mwA  'eanflfeett 

^(8Rn  qi.^hf  AHmfl^^9»mMtt  und  ha^  iiubf sonder^  du^  gpomfAmtkft 
*^UtBg '  und    ConsCruktion  derfelbea  dadurch  gewonnen ,  dass  maa 

-1  als  mittlere  Proportionale  Ton  1  and-— 1  anzueehen  und  bei  den 
itbea  Fällefl  auf -eine  Veraifgemetnerang  dea  Problems  hinzudeuten 
''l.  o.  a»  •dn»  MiUbeilu|ig  Drobiscb'«  |n  den  Berichten  d,  K* 

 \M       mkmmM^  to  Leiptig  H.  B.  %;  B^).  Ancfe  blar 

MCor  Ci<— iQ*  Miaa  Bedaeleng,  ^«Mi  wen  dIeAnIgA«  enrai- 

13* 
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Ihiri^h  Verbindung  voh  (10)  Init    .  .v '  i  ' 


siii9«  =  (^  +  Ä)2  8iu<5«  ' 

•rhSlt^i|ai|  enflM^ 


Hiermit  kann  man  die  Aufgabe  als  gelöst  ansehen.  Der  Ta^ 
nämücb,  nach  welchem  in  derselben  gefragt  wird,  Iftsst  ftjch  dar» 

•ini=  -T-5 
sino 

bestimineD,  wenii  t  die  Schiefe  der  EkliptliE*und  A  des  fiegei 
bedeutet,  welchen  die  Senne  vom  |  H^"|,'^f\,|  H^^^btel^icheih 

AMktrtA  «ri    Ibeschriebeu  bat  |      ;m  •        ".r  >  »  

pttnfcte  ad    {beschreiben  wird!  •  v.  :     v/.  W 

Ist  z.  B.  6a  =6',  6»=  18',  ^3=8'  und  t/iScSy,  so  ist 

49 

log.C»=9.40690  =log^ 

Iog(^+i?)=0.47l8ö  =log(:^^L^Jl) 

logflind=:  9.52247  =logsiiil9«27'circ 
Iogslii9=9.9043$  s|pg8iii80»45;c|i^  ..... 
lepsin  l=s9.933i8<cä»iog^5e<»  46V,' 

log>l=9.90604\  . 
-flog  365,21=2^2541  =  1.76040 =lo(57,Q, 
-Itfg2«=:0;7tel8^j;  . 


•  •  «, 


Es  werden  demnach  am  S7  nnk  iSS'Tage  |  Frfihlingsi 
ter  einer  Polh5he  von  80^  45^  die  Stäbe  von  angegebener  LS| 

);ert,  ui^d  Conitruktioasebene  njcl^t.  4i« -Ui^nBOBtalebeiie,  «onderal 
atff  derselben  «enlcrecht  «tehende  MeridfaliiilMio  tuisial.*  9At  M 
I^U  erhält  map  eos  9*=(4— eoßf^ß  SisoMÜHnBetnRfctiuig  43 
^rhaltiiiMei würden  m  weit  fälmia.»  • .  •        '  *  .*.<>>..;  1 
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eingefitaekt  werden  mimu^a  ^  wenn  ^üe*  emaitMe  Grsobeimiiig  be* 

.1.  •    .  *;       •  '  .  ■      •*  '  • 
 ^       r}f(  • *     •,  ..«II.     "  t   •  • 

Eine  kurze  Diskussion  der  in  vorstehender  Auflösung  vbrg^*> 
kommenen  Gleichungen  u.  s.  w.  durfte  geeignet -tfeHi,  >  lM''liiter< 
esse  aa  der  Aufgabe  noch  etwas^  zu  erhöhen.  1 

Weun  mau  zuerst  fragt,  von  welcher  Art  die  von  dem  Schatten- 
ende  eines  Stabes  beschriebene  Curve  ist,  oder  da  dieseUie,  wie 
schon  erwähnt,  ein  Kegelschnitt  ist»  welche  Linie  sweiter  OMnung 
durch  die  Gleichung 

Mehntl  wM,  m  bat  man  nach  den  allgemeiii  bekannt^p  ana»  * 
^beD  .^KmMcinn  4tte  Präge  daMs      baantMrteo^  dtoa  dle 

eine  Ellipse    )  '         ^  ^  '  . 

'  I    Parabel  j  ist,  wenn  üfA'^^O  oder  sing)^=  cos^,*'  -; 
•  I'  jHyperbel  I .  .  •  »**    •.  •  ^      »•  ♦ 

i  h.  He  Blli{tito'unti  ParabU  kann  nib  innerbaHb  der  Polarzirkel, 

ausserhalb  derselheo  kann  nur  die  llyperbe|>,beschrieben  werden. 
(Unter  den  Polen  und  unter  dem  Aequator  m  Zeit  der  Tag-  ufid 
Nachtgleiche  geht  die  Ellipse  in  den  Kreis  und  die  Üypero^'  ip 
die  gerade  Linie  über.).  Nach  (12)  ist 

Da  ferner  {A-^BJ^^  1,  so  muss  auch ,  wenn  cos^  reell  «ein 
iköll,  U-|-^)4s^  C«.  und  für  jedes  reelle  .9  auch  sein, 
demnach  wird  %'  1 :  • 

9mq)^=z  CO«      wenn  C^:^l  Js^  |>der  der  Kegelschnitt  ist 

»   I  »    (Ellipse    K,.  .  .       <  ' 
•biej  Parabel   [  wenn  C^ssl  ist 


Es  Dillt  aber  je  toach  Verhedtniss  der  Grösse  der  Stühe  4er 
r^ertb  von 


I  * 


•  •  • 


A +  »*  +  *.  -* 
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siVischeo  <fie  OreHzea  0  und  oo ,  woraus  ohn«  Weitere^  hervorea- 

gehen  scheint,  dass  je  nach  der  Wahl  der  Stäbe  die  Schatten- 
enden derselben  unter  den  in  der  Aufgabe  gestellten  Bedingungen 
bald  Ellipsen  und  Parabeln,  bald  Hyperbeln  beschreiben  l(unnen. 
Dennoch  lassen  sich,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden  soll,  hin- 
sichtlich der  Möglichkeit,  dass  auch  ausserhalb  der  Polarkreise 
die  in  der  Aufgabe  geforderte  Erscheinung  eintf^ten  könne,  einige 
Zweifel  erheben.  Zuvor  jedoch  mögen  die  weiteren  Bedingungen 
erörtert  werden,  unter  denen  die  Schattenlini^n  als  Kreise,  Part- 
beln  u.  s.  w.  hervorgehen.    ,.  • 

1)  Ist  9=2'      ergiebt  sich  aus  (10)       .  .  ,  ,  •  ^ 

•         ■  '  .  :  t!  i'  l      .  ii  .1  rr  'ft-jf 

folglich  Äi=sÄj=6i,  und  nach  (12)  sin ä:»=  '^^^^y^  > 

=  im  Voraus  zu  erwa/>ten  war.   Ebenso  i^t,  leicht  einzn- 

sehen,  dass  die  von  den  Schattenenden  beschriebenen  Linien  an 
ter  einander  gleiche  Kreise  sind,  deren  Radius  z^bcoiö=d  ist 

2)  Setzt  man  sin  q>^z=zcosd^  oder  C*=l,  so  ist ;i -  .  .i,  ,| 
oder      '  •    ■  •  " 

= r-i-+  -LT 

Es  ist  demnach  einer  der  drei  Stäbe  nicht  bl«M  der  La« 
•oodem  auch  der  Grösse  nach  durch  die  übrigen  lieiitiaimt.  El 
C*=i  folgt  ferner  aus  (12)  i 

1       .  . 

Die  Gleichung  (©),  insofern  dieselbe  die  einer  Parabel  ^ 
soll,  peht  für  il/=0,  iV=cosg>*,P=rosg)sinqp,  Q=co9qy^  —  sii 
über  in 

cosg)'  —  ^hx%\nfp  cosg)  +  ft^cosqp* — sinqp*)=:0 

oder,  wenn  man  den  Coordinatenanfang  in  deti  Scheitel  der  Pa! 
bei  setzt:  i 


1  y  Go 
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.1  J.»> 


E«  ist  demnach  btm«fs=ö(A  -f  ^  der  P^ameter  der  vom  Schatten- 
«ade  des  Stahes  t^beioMehepm  nralK^i 

Ist  z.  B.  0.;»%',  62=18',  d.z=zW  und  nach   der  Relation 

log i^+iJ)=:  10,47180=  log  tg  71021'20"  (9)). 

.  =logcotWa8'4r(d) 

81'  81' 

Oder  sei         ^7=15  »  ^^49  '  4==^»  so'evfaSit  num 

log  (Ai^B)  =  10,5ia00slog  tg  T^WWitp) 

= log  cot  170  3'40"(d) 

3)  Für         1  sind,  wie  erwähnt,   die  fraglichen  Curven 

jEM^Yen^j  *  Obigen  geht  auch  hervor,  dass  die 

Bedingungen  der.  Aufsähe  fiir  den  Fall ,  dass  die  Curven  Ellipsen 
sind,  nichts  UnrnSglicneft  enthalten.  Ein  Gleiches  gilt  bezüglich 
des  Falles,  dass  Hynerheln  entstehen,  in  so  fern,  als  aus  der  oben 
gegebenen  Lösung  liervorgeht,  dass  sich  drei  ähnliche  Hyperbeln 
unter  den  durch  INr.  (1)  bis  (0)  ausgedrückten  Bedingungen  schnei- 
den können.  Allein  hier  kömmt  noch  die  besondere  Frage  in 
Betracht,  welche  Zweige  der  Hyperbeln  zum  Durchschnitt  kommen. 
Da  nämlich  Ldlc  der  ganzen  Entwlckelun'g*  zum  Grunde  gelegte 
Kegelfläche,  wie  schon  Anfangs  erwühnt  worden  ist,  von  ihrem 
Mittelpunkte  aus  einestheils  von  Sonnenstrahlen,  anderntheils  von 
Schattenstrahlen  gebildet  wird,  so  wird  der  im  Lichtkegel  liegende 
Theil  der  aus  dem  Durchschnitt  mit  der  Horizontalebene  hervor- 
gehenden Hyperbel  als  eine  imaginäre  S(  hattciicurve  anzusehen 
sein.  Wenn  nun  der  Fall  eintreten  könnte,  dass  der  reelle  Tbeii 
dser  der  drei  Hyperhein  mit  dem  einen  oder  beiden  imaginären 
rheilen  der  übrigen  Hyperbeln  in  zweien  der  Punkte  B,  C  zum 
Durchschnitt  käme,  so  würde  flSr  diesen  Fall  die  Aufgabe,  wenigstens 
Usgnomonische  betrachtet,  unmöglich  zu  lösen  sein.  Es  fragt  sich 
lun,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  dieser  Fall  eintreten  kann. 
I^ür  diese  Erörterung  mögen  durch  i/^i,  db^2»  i^U^  Tesp.  die 
Zweige  der  drei  durch  die  Stäbe  6^,  62«  63  erzeugten  H^perbelo« 

reiche  im   js^noen.  '  j  Kegel  liegen,  beaelchnet  wiSrd^n.  ünhe- 

ichadet  der  Allgemeinheit  der  Dlscussion  kann         femer  an^oeh* 
pen,  das«     der  kleinste  der  geeebenen  Stäbe»  oder  ,6.  und 
ael«  Da  I2=shid* — 9hi9*negatir  sein  musa,  so  folgt,  dass 

»dSUlTe  Grössen  sind.  Werden  ferner  durch  o?],  x^*  ^3  die  Ab- 
cissen  der  Scheitelpunkte  der  drei  von  den  Schattenenden  der 
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Stäbe  bi,  b»,  6^  beschriebenen  Hyperbeln  bezeichnet,  so  hat  man 
nach  den  Gleichungen  (1),  (II),  (III) 


1 


^(^3-«3)*-2PÄ3(a:3-a3)+e68*=0;  -    '    '  • 

und  hieraus  'v 

_bi  P±biV  P^—MQ 

__bi  (sin2yg— sin2d^)  +  ^t(8in2(p4:Sin2J)* 
>: .  .  .  "T.:  4sin2()0 (sincjp*  —  cos^)         l-     !  . 


 6,  m + b^jp^k  sr p^^iffQ)^ 

2PM 

,      '  .*     .  6i(sln2y^-sin2d^)-h^>2(sin2y4:8in2(5)-^ 

4sin2(3p(sin9*^co86*)  *. 

^  ^biMQ-^b:,(P^±\^ P^-^MQ)^ 

•   .*    M   .  .     6t(8in2<pg— s)o2^)H-63(sip2(pj:sii>2ay'' 
*  ■  •     '  48in<3p2(sinqp*— cosö^)      .      '   .        ••;  ♦ 

Da:  Sin2(p2>8in26a  weil  C^>U  dagegen  sin9*<co»J2,  wii 
schon  oben  einmal  bemerkt  worden  ist,  mitbin   

a:3<0<as;! 

80  ist  hieraus  abzunehmen,  dass,  mugen  in  den  Gleichungen  fi 
Xi,  x^t  von  den  Doppelzeichen  (+)  (die  übrigens  den  Zweige 
^  Hl,  -i^ti'i*  +^3  entsprechen)  die  oberen  oder  unteren  genoK 
men  werden,  nur  die  nach  ein  und  derselben  Richtung  der  AI 
scissenaxe  zu  liegenden  Zweige  der  drei  gedachten  Hyperbe 
sich  zu  zweien  res]),  in  den  Punkten  Aj  B,  C  schneiden  Könne 
Denn  gesetzt,  dass  —  oder  — mit  den  Zweigen  od 
-|-  Punkten  Coder  A  zum  Durchschnitt  kämen,  so  müss 

sein,  was  dem  Obii^en  widerspricht.  Hiermit  ist  jedes  Bedenl^ 
bezüglich  des  Falles,  dass  die  beschriebenen  SchatteacuT\ 
Hyperbeln  sind,  gehoben.    Ist  z.  B. 


DigitizGL  s^jOOgle 


.tb  t.»'.4^<miWfc2gfw  ^=MO0tt'»  ä^f=^imki  ,.  >v. 

.  ^  o.^-,«^  .  .  «iL"'  UiL^-»'  •  us»«Jnu 
log.C*£=0,25169;  log(J  +  l?)= 0,29274 

Iog8ind=9,59983=Jo^i^in^3«2r  circ.  (Zeit  d.  SoUtit.) 

[og«a«E=9,89257=logMii51«>20'l^^  circ  (PoilM^b^v.  Leipsig)« 

Im  Folgenden  mogon  noch  einige  bemerkoni>u  erthe  Verhältnisse» 
welche  mit  der  Aufgabe  in  einigem  Zusammenhaoge  stehen,  Platz 
finden.  .  '  . 

Verlegt  man  den  Coordinatenahfang  für  jeden  der  drei  von 
den  Schattenenden  beschriebenen  Kegelschnitte  in  den  IMittelpunkt 
desselbco,  so  erhält  .^aan  .a^*^  (I).  (jyy,  (Ul)  iqlgffn^:  Gh^iichupgen : 

.      .-.I     «  .-.     .       .  .'  •  •  ül    J  -iM'J'-      -i'  !  ••      I  Ml  I 


•     «B^ksoijd«.    V  ^  .    CMd«    "5«^^^ .  ..... 


.  1  i 


£6  sind  also  '  '''' 

die  gri»806D  Halimseo, 


;  «Vj  I  ;     ■     "  '  •  ,  "    .  "  ▼ 

£e  kleinva  Hidbaxen  der  EUip^eq  oder  ^die,  Jbiaffaten 'T9ebenaxeu 
im  Hyperbelo»  wobei  abeolnl  nnd  reell  genommen 

   KMWIU  0-» 

_    sin d qpsa.      V  (A+B)^C\VTÄ'-{-B)^  1 
»=        cos  3       _  V^(^H-B)^— 

md      öi=bi  cot  d,  —  6-  =  6«cot   — 6« = 6«  cot Ä  die  Paruneter  der 

Kegelschnitte,  gleichwie  oben  unter  2.  för  ^die  Puabela«  und.  wie 
überhaupt  zu  eiwarten.  war«  ...  •  ■!       inii  ' 
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Bezeichnet  man  ferner  mit  y^,  7s  die  Eotremungen  der 
Punkte  A,  B,  C  von  dem  Mittelpunkte  resp.  des  ersten,  zweiten, 
dritten  Kegelschnitts,  so  hat  man  . 

P  P  P 

und,  wenn  diese  Ausdrücke  durch  die  entsprechenden  grossen 
Halbaxen  dividirt  werden : 

möi     mb^     mb^      VT^—  MQ  sindcosd 

'  Verbindet  man  also  die  grosse  Halbaxe  und  die  Länge  y  unter 
einem  rechten  Winkel  und  zieht  die  Hypotenuse,  so  ist  C  die 
trigonometrische  Tangente  des  der  Seite  y  gegenüberstehebdeo 
Winkels.  »  ' 

Hinsichtlich  der  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  C,  oder 
der  Grösse  von  BC^d^  und  CAz=:d^  hat  man  zwar 

.     .  <ii*  =  («2-«8)«+(l?2-/53)^  t^3  =  «3*  +  /?3*; 

wodurch  man  mit  Hülfe  von  (3)*,  (4)*  und  (5)*  c/^  und  als  Funk- 
tionen von  6^,  btiy  63  und  di  bestimmen  kann:  doch  dürfte  folgen- 
der Weg  kürzer  zum  Ziele  führen.  Es  muss  nämlich  'sin  3^  und 
sin  doch  immer  denselben  Werth  behalten,  wenn  man  d^  oder 
d^  statt  dl  als  gegeben  annimmt.    Setzt  man  daher 

+  VJS^wie  oben  =A^B, 


ebenso 


und 


62  +  67""*"  6«+6» 


63+61  6,+6, 


80  muss 


(A^B)^-C^      {A'-{-BT~C^     {A''-\-By-C^  . 

oder  "   •  .*  / 

sein.   Nimmt  man  nun  di  als  gegebene  Länge,  also  A-\rB  als 
kannte  Grösse  an ,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  d^  und  : 


DigitizGL  s^jOOgle 


m 

iml  hieraus 

Dit  aaf  IbnlidM  W«iM  gebiUate  ideotMcfae  Gleiehuig 

*=7(2tS^  -  (*•  -  W«I 


A-{'B,  wie  natürlich,  auf  /ff  Sfi^. 

Die  betraclitete  Auljgabe  bietet  Docb  mehrere  interessante 
Verbältnisse,  weldbt  M  «hier-wdlBreB  üotmrtiiciimig  dmelben 
in  IMI  deh  Ton.  «elb»t  emben.  Ich  h^fige  mich  mnr  Doch 
di^e  dera^ellien  kort  )iinsilfltMfl.  'So  Ist  fln-  den  Inhalt  ^  des 
IkämkM'ABGr 


_       .    Ige  Lagen^  

dient  zugleich  zur  BestimmtiDg  4er  Lage  des  Dreiecks  ABC  in 

der  üorizontalebene.  '     *       '  **  •  '       '  •  •  ' 

•  •  . 

'*   •:  /           .  1  •  .  i  I 

«   •         •   •.                      .      '  ;*  »  Iii»  /          i  if"»!  • 

•    I  •  .*:'  I  >•>'.  ;  :ii  -    »•  .«i,.  t 


•  • 


•  mi'  I  > 


■ .  f  •      ••  :      .      :        •'  : 
I  ,  •  •  • 


•  «• 


L 
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•  '     .1'  •  . 


Velber  die  Wirkung  linearer  electri- 
sclier  Binge  auf  die  magiieta»elie 


 :   •  •  • 

.1"   •»••  ',  !•  f-  Ton  -doiii 


Herrn  P^ifct^r  'Haedenkamp, 

Oberlehrer  der  Nathematik  und  Phjsik  am  Gjmoatiam  au  Hamm.". 

^  Der  0lectrUctlii8troiil  akl^abf^^  magnetisches. Bfornent  eine 
IVirkune  aus,  die  dem  Quadrate  der  Entferniing  umgekehrt  pro* 
^oT^iaqsä  ist,  aber>4ie  RjchtuDg  ^troKra^^  liegpfc'pif||ltJt|^^  die 

liirlrkeadea  Kräfte  vorbinderfden  fferaden  Linie,  sbnqem.  sie 
SiQ^recht  auf  der  durch  die  Richtung  des  electrisehea  Stromes 
und  den  angezogenen  oder  abgestosseneii.  magnetischen  Punkt 
gelegten  Ebene;  überdies  ist  diese  Kraft  noch  proportional  dem 
Sinus  des  Winkels,  den  die  Kichtuog  des  Stromes  mit  der  von 
dem  mainaetischeii  Pmikte  nach  dem  Stromelemeiite  geiof^eoM 
Lioie  biloet.  Nennt  man  daher  die  Entfenrang  eines  Stromele- 
meats  dt  von  einem  magnetischen  Elemente  r,  me  Intensitäten  des 
Stromes  und  des  magnetischen  Elements  i  und  (i,  und  den  Wiih 
kel,  den  r  mit  der  Richtung  des  Stromclements  Bs  macht,  t^,  so 
wird  die  Grosse  der  Kraft,  mit  weleber  sich  die  Elemente  anzie- 


hen ader  abstossen,  durch  IP'J^^  ausgediQckt 

Ich  werde  im  Folgenden  die  Wirkungen  untersuchen ,  die 
Kreis  -  und  elliptische  Ringe ,  durch  die  electrische  Ströme  gehen, 
auf  ein  in  der  Ebene  der  Ringe  gelegenes  magnetisches  Theil- 
chen  ausüben,  wobei  die  Querdimensionen  der  Ringe  vernachiai- 
sigt  werden  sollen. 

Ich  bemerke  auch  noch,  dass'man  bei  Beobachtungen  seihst  für 
das  magnetische  Element  eine  Magnetnadel  von  geringer  Länge 


^  kj     d  by  Google 


siibötitliiren  kofine.  Zuerst  n^hvnen  wir  ärt,  dass  der  wlrkfinde 
Riog  ein  Kreis  sei  und  das  magnetische  Thellchen  ausserhalb 
iKeses  Kreises  liege.  Sei  in  Taf.  IV.  Fig.  1.  C  das 
magnetische  El«i9Mit.' Vi«!^  der  I1ltensitft|l^^,  welches  too  dem 
Kreise  EG  HE,  (hireb  ■,  den  di^r  'Wectri9f4>^  ^trom  geht,  angezo- 
gen oder  abgeatossen  wird.  Der  Ualbiriesaer  dieses  Kreises  sei 
6,  die  Entfernring  AC^a,  die  £ntrernun|;\eines  Stromelements 
hmB  Ton  ^lem  Punkte  C  oder  AC=ty  der  Winkel,  den  das 
Stromelemertt  mit  r  macht,   =90 — tp.    Die  Kraft,  womit  das 

S<romeiemeot  in  ß  auf  Q  wirkt»  wird  nun  ausgedrückt  durch 
V     •  .  '  ff'':''*  J  :m5^  '*         .  t«»VfiCi 

r* 

Die  Richtung  dieser  Ktilft  ist  auf  der  Ebene  des  Kreises  senk- 
recht. Nennen  wik  die  Kraft,  womit  irj^end  ein  Bogen  dieses 
f^relses  deu  magnetiacben  Punkt  C  anzieht  oder  abstüaat»  R,  so 

:       ■     •.  .  '  •        I  .  I 

«•.••»  (I        .  •!  .* «        '    '/^OieeM  •ji*.*. 

•  •!       *  «X** 

Wir  woUen  nun  zuerst  die  Variabein  .unter  dem  Integralzeichen 
M  den  Vinkel  AEB=zip  ansdrückeii.  Ea  iat 


r*=    ^  6*  —  :ia6  cosg?' , 

nd  wwi*    '  i 


V 


gesetzt  wird  4  erhält  man  * 


Ii  • 


Ii**,  I  ^« 

kam,  im  reMt|;=Moa^— 6,  »kd 

\-\\'<  * 

.      Ii .     .:       .  •• .      .1»  M  1.  1 

worin 

Di^mi  at^—^op  ist,  80  erhäH  man  für  die  Kraft*  d^s  Slroinej 
in  das  magnetiaaie  EleiaeDtf        •  'Jb  nil 


L.iyui^ccl  by  Google 


..D^Hefli  lRtQgriill  ist  ein  elUptUclies;  w^nn  mandle  gewubnlidM 
Boi^KiiQWig  4cmNb  Nibdbilt»  io  wird*  da  . 

DleMrAusdrack  «tollt  die  Wirknng  des  Bogens  FG^  dar.  Für 
die  Wirkung  des  gansen  RijQges  eififtit  man,  da  dann  die  latt- 
grale  von  9=0  bis  ^sss  genonunen  werden  mflseen: 

5+6       ä'^^F^'' ' 

Man  kann  diese  elliptischen  Integrale  auch  noch  leicht  durch 
eine  andere  Variaheie  ausdrücken.  Drückt  man  nämlich  q>  und  q?' 
durch  den  \Vinkel  1^  aus«  so  wird,  yne  mau  leicht  aus  der  Figur 
eotuehmea  kann. 

Hieraus  ergibt  sich  leicht,  vreno  ^=^t 
geseilt  wird: 

(l+A')sing>cosiP  -    ^'sin*®— cos*» 

Dmreli  dtcM  TranafonnsttoB  wird 

Nimmt  man  dieses  Integral  von  il>=0  bis  1^  =  1^,  so  erhält  man 
in  dew  vorherg^be"^^^  Ausdrucke  die  Wir)|ung  des  Bogena  £ß» 
Für  die  Wirkuog  des  ganzen  Ringen  jtit     '  -     •  i" 


^  kj     d  by  Güogl 


im  A%iaM»^  ^  mcl  d^m  fMai  Jk  m  el»  «Mirea  mi  4m  äas 

^itnente  tf>  und  dem  Modul  i  ist  die  Laadeusone  SqbstUu^ 
tinn.  die  sich  hier  unroittelbar  durch  eine  einfache  geometrische 

BetrachtunsT  darbietet.  Loffon  ^^\T  jftzt  durch  C  einen  Kreis  und 
suchen  die  Wirkung  des  hindurchgehenden  electrischen  Stromes 
auf  eb  innerhalb  des  Ringes  befindliches  magnetisches  Theil- 
chen,  z.  B.  in  B.  För  die  Kraft,  nomit  in  diesem  Falle  der  elec* 
triscbe  Strom  auf  das  maenetische  Theilchen  wirkt,  findet  man, 
ide  aos  der  Fignr  MM  micMkJb  ist,  den  Ansdniek: 

» 

«  /   3  =«/   3^  » 

den  wir  durch  R,  bezeichnen  wollet^  Mit  Huife  d^s  Qhij^n  Aus« 
^cks  fCir  0^  findet  oiaQ  leicht : 

Dieser  AMudmck  stellt  die  Ansiehung  des  Bogens  CK  auf  B  dar. 
Man  kann  auch  das  vorhergehende  eUl^tieciie  lotegnd  dmch  ^ 
iBsdrfickeo»  nud  man  erhalt  leicht: 

Wixi+«4?^   irjir'>: 

«.     .  ' 

Dies  »t  der  Ausdruck  für  die  Aailebniig  dee  Bogm  LK»  Für 
^  guMi  Bing  eAlH  bmui 


•«.V 


jBetzt  man  6=0«  so  wird 


( 


welcher  Aasdrack  bekkiitttllcli  ^ie  Wirkung  des  Ringes  der  Tan- 
eentenboussole  auf  die  Im  Mittelpankte  des  Ringes  befindlich^ 
Magnetnadel  darstellt.  '     '  ' 

£s  ist  leicht  die  ee^ftindenen  Resultate  durch  Beobachtungen 
Be  liege  aet  Ring  in  der  Eigene  des  magneii^b^ 
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Miililliw^  < Jto  'A»fretohttngjen  «tor*  MagiNitiiaM  4at'iä:  wmi  B  unter 
M  Ekn^Wtkant;  dbs  ^onui  Bemn  u'  und     ^dia  G^Omo  des  fivd* 
niägnetismtis  In  davj  kforisootelelt  Rlehtmig  Ti  £•<  UA  dAm 
kanndich"      '•• "  '••»  •  ' 


2£(;.5)      "  •••• 

Wir  wollen  jetzt  die  Wirkung  eines  elliptischen  Ringes  auf 
ein  niagTietisches  Element  bestimmen.  Zuerst  liege  dieses  Ele- 
ment innerhalb  des  Rinees.  Seien  in  Taf.  IV.  Fig.  2. 
y  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  dcüg  Rinees,  a,  /Tdie  des 
maffoetisclien  Elements  89  die  halben  Azen  des  Ringes  seien  s 
und  6.  Es  sei  auch  hier  wb- oben  In  dem  Ansdracke  för 
Grosse  der  Wirkung 


.  ?  •      ...   .  ^  


össint^ 


r  die  Entfernung  PS^  ^  der  Winkel,  den  r  mit  dem  Bogenels* 
mente    'ds   macnt.     Nennt  man   /  das   auf  die  Tangenle  b 

P  voni  INlittelpunkte  der  Ellipse  aus  gefällte  Loth:  dann  sind  die 
Cosinusse  der  Winkel «  die  aieses  Loth  mit  den  Axen  der  ü^iUpse 

macht:        p/;  ferner  sind  die  Coiiinnsse  der  Wiok^l,  die  die 

vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  nach  <S  gezogene  Linie  mit  deosel- 
hen  Axen  bildet:  daher,  ist 

r«=ii(«l^)*  +  (i»-^)^; 


also  Ist 


Setzt  man 


# 

.         1*      ••••  1»^ 

i  »•       •     V«  »  «  <        4  •  fii'»  Ii*" 


•f     .    .     .«  • 


so'Wird  .  •  i  •  «  r  . 


^  kj     d  by  Google 


üs  dletm  AMdmck  auf  eiM  «infiieliefe  Fom  m  j|||if)fem  ,/ieh|e 


-    >  I 


«d  Mtie  die  Wottiie.Dto  ^r  oM'jr  in  dit  €a«ichiiDg  d«r  EX&patx 

«0  erhält  man  zur  Bestimnuiug  von  r  die  in  Beziebang  zu  r  qua* 
inlucbe  Gleichung 

vonn. 


1  •  * 


-  -j-  acom^  .  /?Hini^  1  ..    .it'.»*!..      rtl»  i 

Au  dieser  Gkicbang  wird: 


•>der  auch,  wenn     .     '  •  *  j 

Auch  if,*  bezoNshael  wird;  ;  i  * 


VI 


*4  ^ 


«6 


Qn  Dun  dies  integrsl  durdi     auszudrücken,  bemerke 'ki|».  dass 

iwa  II?.  M 


L 


o  iyui^cd  by  Google 


und 


r  Ja, 


^•Et'^ird  daher  '  •^i'»*  -  '  - ' 

Für  die  Wirkung  des  ganzen  Ringes  muss  dies  Intei^ral  von  iM 
bU  ^=2«  genommen  werden,  and  iti  diesem  Falle  yersdmmdet 


Man  kann  veracbiedetoe  Wege  einscblasen,  diesen  Aasdmck  auf 
eine  einfachere  Form  zu  bringen.  Der  folgende  Weg  scheint  am 
einfachsten  zum  Ziele  zu  führen.  Um  aber  die  Constanten,  die 
bei  der  Transformation  vorkommen,  leichter  geometrisch  deuten 
zu  kiinnen,  lege  ich  zuvorderst  durch  den  Punkt  S  eine  Ellipse 
und  Hyperhel,  die  dem  anziehenden  oder  abstossenden  electn- 
sehen  Ringe  confokal  sind. .  Die  halben  Axen  desselben  sei» 
ai,  64  und  da,  ö,j,.  Die  Wursetn  l  und  Xi  der  Gleichung 


 .     j    i  I'    I  >  •  .  • 

/  I  , 

bestimmen  dieae  Axen«   Es  ist  nemiicb:  " 

iij«=a«-jL,  V=^*-^;   <ij'=a^—h»  i^^i^'^-k- 

Aus  der  Torhergehenden  Gleichuiij^^l'dlgi' 

Legt  man  in  5  an  die  b^en  confolcalen  Curven  Tangenten, 
sind  die  vom  Mittelpunkte  aus  geföllten  Lothe»  die  wir  darcb/ 
vmk  ^*  JbasAlehneii:  if»  *      "  rim  (>i  d'H*  l  :.  •      ^'»lif  - 

r;  '«/ 
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;•  i  .I*'  >i.  ii;i«|l'>>:i  ''ijf  ^»Ifj^l        •  •  ».i :  .111  ^-uli  ;«  «kI 
Ferner  Ut  noch: 

• «  •  • 

...  .  •  i  •  ♦ 

doslönMe' aer  "mnkel ;  die       Lotlr  »'nttT  (ML  ^ASfeii  a 

I.  .1:  ,  .  1  ,  .  I  1«.  '  •  •  •  .  •  I  •  :».••.  •..:  *  .  t.  '.1  .1': 
•  i  i-.l-  !  ;:i    r  '    €«  '  '  ' (fp        *  *'•  *  *'*       *  ' 

Um  Jetzt  (iie  Antlfjröcke  für  M,  und  ilf^  ayf^  eipfachere.  Ifotii^ 


um  jeczc  qie  AQtlOrQcke  tur  jn,  und  itf^  ayr  eiQiacnere.  jponi^ 
M  «Mii^Peomf^  lo  M, 


Odem  «02«^^ 
ttsait  Dadurch  wird 


liar  V. 

^        =**  geMtit  wird.- 

Ich  heroerke  noch,  dass  cosv  =  l,  sinv^i;  und  (p  der  Winkel 
>^t>  den  r  mit  dem  lyothe  p  macht  Durch  diese  »Subfttitation  wird 
«^ich  für  die  Wi^lfUfig  de«  Ringef  ,  da 


■«•••. 


14 
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»2 

Die  Integrale  = 

sind ,  wie  bekannt  /  etliptisclie  Integrale  erster  siriHerGiMiMg. 

Liegt  das  magnetische  Eftemeat  rat  Mittelpunkte  der  £Ui|^, 
»o  ist 

j     Wir  wollen  jetzt  die  Anziehung  auf  ein  magnetisches  Theil* 
cWn  suchen,  welches  ausserhalb  des  elliptiscbeD  Ringes  geiegei 
ist.    Es  sei  das  magnetische  Theilchen  (Taf.  IV.  Fig.  2.)   in  S 
mit      in  derselben  confpkalen  Hyperbel  gelegen  und  der  anzl 
hende  elliptische  Ring- derjenige,  :^de8Ml  Hdlmeliseii  wir  of 
dordi  «1  mid  6|  beseichlotet  haben.  *Die  Ooerdliuileii  des  Str 
eleinents  In       seien  die  Coordinates  des  magnetis^l 

fiipilcfe^n  iii.iS':  För  die  Wirkui«  M,  ir0MMLeiiieft^ 


worin  Bs  das  Element  des  Ringes,  l  das  Loth  auf  die  Richtun:;  vfl 
ds,  und  die  Entfernung  S'P*  bedeutet.  Wenn  man  nun  annimra 
dass  mit  P  auf  derselben  ctmiokalen  Hyperbel  liegt,  so  baf 
idi  bi  3.  Bande  S.  399«  dieses  ArebiTs  geieigt,  das« 


.  ...»   X  « 


Ol     a'  bi  6 

Qsd  TSStTf 

« 

Hierdnrcb  wird  Don 


l>a  nun 


r  Mf 
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Fftr  dbWbkimg  des  ganzen-Ringes  föllt  dar  ^fdbrakidie  TfceU 
|ii  iirtegnls        wd  diihor  viid  «ndlkb 

•  • 

1 

Man  kan     U«r  Mfiwdeiien  Foratlii  Idebt^dvicMif  i^IAa- 


41 


1^  V.  IVf^ 


I  . 


♦  *   •  •  • 


■  • 


*  ••  •<'  ..u 


It  0 


*  f 

•  •  I. 


I 

*•         •  • 
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(  ^iu^':        "...  .  '\  »     ■  .V    ^   ■  .     .."ri\  ' 


Tbeorie  der  losen  Rolle. 

Herrn  Doctor  J,  Dienger, 

Vorstand  der  höh^rn  Biirgerscbül«  zq  CiteBheim. 


'•  SM  c!fll/=^CtiV  (Taf.  V.  Fig;  10  ^  Halbf^s<?f  <t-)' dfeMosei 
RWte*,  !*' da»  Getischt  der  R61I«  «^tnuit  dem  dmtt  b«filg€<iiA«i 
Gewichte;  B  die  Endpunkte  des  Seiles,  desäe^  Län^ 
sei;  Mi  N  die  Berührungspunkte  des  Seils  mit  der  Rolle,  s< 
muss,  wenn  die  gezeichnete  Lage  die  des  Gleichgewichts  seil 
soll,  Q,  Q'  die  Spannungen  der  Seilstücke  A3I  und  BJV  sind 
Gleichgewicht  sein  zwischen  P,  Q,  und  zwar  dauerndem 
Die  Kraft  P  wird  in  ihrer  Richtung  durch  C  gehen;  verlegt  ma 
daher  dorthin  alle  Kräfte,  so  erhält  man  drei  Kräfte:  P,  Q ,  ^ 
in  C,  und  zwei  Kräftepaare,  Q  (HeT)ölärm  r),,  Q'  (Hebelarm  r)  ;  als 
muss  zunächst 

d.  b. 

0=0'         .  (1) 

sein,  d.  h.  die  Seilstücke  AM  und  BN  sind  gleich  gespann 

Sollen  ferner  die  Kräfte  P,  Q,  0'  in  C  im  Gleichs^ewic" 
sein,  so  muss  die  Richtung  von  P  den  Winkel  der  Richtung« 
von  Q  und  Q'  halbiren,  was  offenbar  darauf  herauskommt,  da 
die  Tangenten  AM,  BIS  an  die  Rolle  sich  in  einem  Punkte 
schneiden  müssen,  der  auf  der  Vertikalen  CP  liegt.  Ist  also 
horizontal  und  man  verlängert  PC  so  ist  CH  senkrecht  auf  ß 
und.  wie  man  leicht  sieht,  nun: 


.  ..j  ,  ..oogle 


I 

.11.»  ..> 

•isäty-«,.    ~  (2)        '  ■ 


*(M  iUI=4s.  .  ........  .  .  ^ 

/  = 


Zur  Bestimmung  des  V^lnke1^^  fi,  also  auch       bemerke  man, 

Ist  n^n  sowohl 


•der  auch: 


TenirittilstdlMef  9i4iHcUbfg^  l^^t,  die^jleic^, 

Icbtslage  €er  loseo  RoNe  zu  besttramea.  'ttkii  ziehe' n^imlicfi 
•^if ,  sodann  durch  B  eioe  lioi;izoi^taU;  bestimme  den  Wiaktl  fi 
inrch  die  Gleichung  (3)  und  ziehe  AI)  so,  dass  BAD:=zfi;  ver- 
^ere  Z>^  racInT^ti,  bis  sie  di«  HorizonW«  in  Cr  trifft^  |i|i|bire 
und  ziehe  HC  »etikrecht  aiif  BO  in  der  Mitte  H  yon  BO, 
50  liegt  der  Mittelpunkt  der  RoUe  auf  diejser  Linie,  vorausgesetzt, 
few  ausser  der  Schwere  keine  andern  Kräfte  auf  die  RcSle  wir- 
■••  Wären  noch  andere  Kräfte  vorbanden,  so  würde  übristM 
nme  EDhrlddong  gelten ,  weni^  niir  BG  Mnkreeht  mm  im 
PWMg  der  Hittalknift  infire«  . 


I 
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Den  Pankt  C  selbst  findet  man,  wenrf  man  In  Irgend  e5nera 
Punkte  5  der  Lini«  AD  die  SF  senkrecht  auf  AD  zieht,  SF=r 
macht  und  durch  F  eine  Parallele  mit  AD  zieht.  Der  Durch- 
schnittspunkt dieser  Linie  mit  HC  giebt  die  Lage  des  Punktes 
C  an. 

Uebrigens  ist  auch  <  > 

AC=V r^i^Am 

V'lc^8in^(ti—2e)     2rA-  sin(|ii— 2g) .  sin  (ii—e)  r» 
sin22(ft- 0  sin20*^f)  cos«  (^—£) ' 

  w 


VA:^sinV        2r)l'sin|Li.sin(fi— e) 
8in22(/A  — c)  sin2(|x-f)  cos«(|;a— f)  * 

wodurch  die  Lage  von  C  ebenfalls  bestimmt  ist. 

Was  die  Grosse  der  Kräfte  Q  betrifft,  so  ist  bekanntlich: 

Pt  _  p 

In  dem  besondern  Falle,  da  ^ 

^cos€  =  2r>     .        (6)      .  .  ■  .. 

sind  die  Seile  AM  und  parallel;  alsdann  also  ist  der  Punkt 
D  nicht  vorhanden  und  die  vorstehenden  Entwicklungnn  gelten 
nicfit   In  4i^eQ^  besondern  Falle  findet  man  aber  lejcht^  das« 

p  ■  I      •  ' 

Qz=-,  BN=AM  +  ks\n£,  (7) 
AM^BN-^r7c=:di^ 

•  •  1 1 


also 


.  _ _  rTT — A:sine  a  —  rn  . 
AM=  2  =  ""2"^ — 


ist,  wkWod  '  t  in  der  Mitte  der  Linie  lifrf  isf:  ' ' '  ^  »'^  ' 


Da  das  Gleichgewicht  dauernd  sein  soll,  so  nimmt  in  ailei 
Fällen  die  Rolle  die  möglichst  tiefste  Stellung  an.  •  '      '  •     '  ' 

Aus  der  Gleichung  (3)  folgt,  dass  sp  fange.    ,        '  ^ 

..     '^.11      1**""         '  ." 

was  wir  im  Obigen  vorausgesetzt,  auch'      •  ' 


. ,  ^.oogle 


•  % 


«t;  dem         JTiV,  d.  h. 

ifc  COM  >  3r  ein(f»  —  f ) » 

A  ceet — Srsio  (fi — £)  >  0> 
m  iet  aber  9r0i-»fXa»  also  ibom 

•  * 

itcoea — 2r  sin  (f*-~e)  ^ 
...  .     .  eoB(ur-ß)      ,  ' 

ib. 

3t 

^(f^':^^)>0  oder 


n  I 


iBr  den  Fall»  daea 

*  »  * 

'  '  Aoe8t<2lr» 

gellin  diaseUiea  Fornein»  wie  oben;  jMir  ist  .hier  .        . :  .  i 

Man  sieht  also  aus  den  vorstebenden  Entwicklungen,  dassfiir  eine 
kstimmte  Last  P  und  bestimmte  Endpunkte  des  oeils,  Q  mit  von 
0.  d.  h.  von  der  Seillänge  abhängt,  und  sich  mit  ihr  verändert 
^t  maa  in  der  Gleichung  (3)  |i— €=1»»  ao  ergiebt  steh 

dm  coa^fl» 


Ba    aia«(il«oaff — 2raia»)  * 

^  Dun  diese  Grösse  fibr  i&co8€>2r  positiv,  für  Acose<2r  nega- 
6^  Ut,  so  folgt  daraus,  dass  im  ersten  Falle  a  mit  a  wäcbat  oad 
«iNUflunt,  und  im  zweitaa  Falle  daa  Gegeatbeil  atatt  bat 

Die  Entfernung  HC  des  Mittelpunkts  von  der  Horizontalen 

A-slDfi-2r  . 
coaöi-fr' 

ne  wächst  also  mit  waebaondem  a  «nd  nimmt  ab  mit  abaebmea* 
km  a.  Zugleich  Ist 


u  iyui^cd  by  Google 


So  lange  j*  <  15- ,  iet  immer 

sinfi>  sin(jit — £),  also  BH^  ^  » 


för 

ist  BH^'^', 


•■.  'i  \ 


auch  sieht  man,  dass  BH  zunimmt,  wenn  ft  abnimmt  und  um- 
gekehrt. 

Legt  man  also  ein  Koordinatensystem  so,  dass  B  (derhuhere 
der  Gndpunkte)  der  Anfangsf)unkt.  BG  die  Richtung  der  positiven 
Axe  der  a: y  eine  Senkrechte  in  B  auf  BG,  nach  unten  gerichtet, 
die  Axe  der  y,  so  sind  die  Koordinaten  o*,  y  von  C: 

^     2  sin(fi — e)  *    ^  ~  cos(ft*-f)     cos  (f* — £) 

Eliminirt  man  (ü  ztn^ohen  die^en^Trei  CNeichvnren  ,  9Ö>''  eiMlt' 
man  die  Gleichung  der  Kurve,  welche  der  Punkt  C  beschreibt. 

Mir  ■  f.  Ii       .jI.'  .;  .iil-i  «}•  ..i.'mIm i«i  f  II  t'        :    .  I  .  I  '  .'  ;i 

um  i'.iii  .  '.:             '»'.' n;'j!Mi      v  .■'•iI.  -.'v  !  '  .:;  '\  Ik>;  \  •>!(•..  I' 

J  im.'mii».  .  )•:;:      ;  •.   ;  .111  . ;  •..•i-'.i;;                   tiI)  iIvi  '  .il  !•  .  • 

!  «*.'  )i\'t'    ■»  .<  •  .*,).:     — AI  :"     '.       ',.[')  v.At  tu  Hi  ff  *  i*" 


i>I}'.»ii  'i-                :.'    .  •  :..  >'|  «vV  -^  :*  -.>rÄ   liVl    »^-«rTi)  '»>/>;!■  iwin  i* 

Imiii            •  M  i'iit    •  '.ii..  !  iifH.'  j  Iii!  ^>.t;!i  .<i:ii  iJi           or*.  .  :>',4  »i 

'?   Ii:  '".  Ir  rlM  '.»:*:»/   .1»  'fil.  'l    \i  f\'"nr\  Uli   I»ini   ,'lHi..i  -\- 

:  il  .-i  -  '  .1 

1'  •    1       <•  .  :  :  (ifM.  »•        :u«             I*  .            !-.il    .  •( 

•  •  •  I 

•  I     y.u'  'rr  . 


Slft 

I   ;*A  n-' r»lf  v}'\  i  «»ntfi'nr«  oili  J^j  •  •.   .i««'«  ;n;f,|  hiifT 

onniinr*.  *kS  nii  »ii   :W\.K  M't:jJ  •  >!»  i.üx' » ».        •/ li-  '  '           |      '  J 

i'»' i!»!!  •♦fM'n.I*        v'.'i--  ti  Vtly  Im.*./  ....  I  O  .    {  V.'ti  T>h 
rj;.",    A»M.  *ii  li J  1*1*»   ll-K'lii'        •!«  I  .".u    |  *  'AU 

••.Iflllli'«  nib  V\   -1  'XW  \  f.'-'        T>h  •»ffirifjiJ*  iiU  1^.  i  I»' 

•  it  )isi  Mnir*  «i*»»-.'    tu!  r!«,Mi/.  'tjli  T»,  .'.1  .iin^i!)! 

Veber  die  kürzeste  Cntfernuii^  zweier 

(Nach  Thomas,  «m  den  Moav.  AniiaUs.  Juiliei  1^400 

ton  dem 

Herrn  Dwior<  J#  iMvAfp^iirv'''^^  tmimI»  huA 

VoraUiid       hih^  ^f^«»r<6fcif|.|P|n  BUenheiai. 

in.i.mi  i'idft  ßU 

i  Es  ist  bekanntlich  der  D^|i;^n'Wk^  grüssten  Kreises  die  kur- 
!  mte  Linie  auf  der  Kugeloberfläcbe  zwischen  zvrel  Punjcten. ,  Der 
I  lachfolgende  Beweis  dieses  Satzes  scheint  strenge  zu^^^tn  ,  di* 
t  B.  der  Le g  end re'sche  G^i^^^els^  schoin  voraussetzt,  dass  es  eine 
einzige  kürzeste  Linie  ijebe/ was  nicni  der  Fall  ist,  wenn  man  die 
Endpunkte  eines  Durchmessers  verbindet,  da  alsdann  unendlich 
riele  gleich  kurze  Linien  möglich  sind.  Der  eigentliche  Beweis 
kommt  darauf  hinaus ,  zu  zeigen,  dass  ein  Bogen  eines  grussten 
Kreises  «wischen  swei  l^lnkten  kiehier  ist,  ale  jede  andere  Linie 
irischen  denseUben  Pupkten ,  die  man  auf  der  Kogeloberflicbe 
Men  kann. 

Seien  fai  Taf.  V.  Fig.  2.  J?  die  zwei  Punkte,  AMB  der 
Bogen  des  grOssten  Kreises  swlscben  Ihnen.  Sei  AJB  eine  an- 
m  Linie anf  der  Kogel,  und  man  will  beweisen,  dass. 

AJUB  <,AJB. 

Seien  C,  D,  E  Punkte  auf  AJB;  man  ziehe  die  Bügen  grösstcr 
llrelse  AC,  CD,  DE,  EB,  AD,  AE;  so  Ist 

AMBKAE-^BE 

AE<AD^  DE 
AD<,AC+Cn 
aUo  AMB<,BE^pE^CD^At. 


SSO 

Dieser  Satz  gilt»  wie  viele  Punkte  C,  /)..  man  auch  auf  AJB 
annehme;  er  gilt  also  auch  noch,  wenn  man  unendlich  viele  ao« 
nimmt,  so  dass  sie  unendlich  nahe  bei  einander  liegen. 

Thnt  man  diese  aber»  so  ist  die  Summe  aller  Bogen  BE 

'{■ED-{-        gleich  zu  setzen  der  Linie  AJB;  denn  die  Summe 

der  Bügen  BE^ED-i-....  wird  £?lei(h  sein  der  Summe  der  Seh- 
nen BE-^ED-{-  ,  und  diese  gleich  der  Linie  AJB,  Bisa 

kann  diess  auch  so  ausdrücken: 

Sei  8  die  Summe  der  BOgen  BE^ED-^.....,  R  die  Somme 
der  Sehnen  BE-\- ED  so  wird  der  Unterschied  5— JB  immer 

fcleuier,  je  gröaeer  die  Anaahi  der  Bugen  wird.  Ut  alee 

•  «*•  k  • 

eo  wM  «  der  Noll  sich  nnendlich  üShefn/  wenn  die  AnsaU  dtr 
B5gen  ine  Unendliche  wSdiei:*€hmi  daeseibe  wird  mit    der  FaH 

eein^  wenn 

•  ••••  •  .»I. 

JJB-E=^ß. 
Ans  diesen  zwei  Gleichungen  folgt,  dass 

d.  h.  AJB—S  wird  eich  der  Piuli  mit  wachsender  Anzahl  nähen« 
Da  aber  immer 

•6  ist  noch  . 

AMB<,AJB. 


^  kj  .^  -^d  by  Güogl 


JEine  Aufgabe  oliii^r .  ^in  SKaxiiniin». 

Von  dem  , 

Henrn  Doctor  J«  DioBger, 


Die  folgende  Aufgabe  über  ein  Maximum^  die  Herr  Professor 
Decrue  an  der  Academie  in  Getif  im  Schuljahre  18*%i  sei 
oeo  Schülern,  zu  denen  ich  daniaU  auch  gehörte,  stellte,  habe 
\A  Boch  nirgends  veröffentliebt  geifdieii,  halte  sie  jedoch  der 
VerSlMitllehoog  werth,  iode«  leb  sagkAch  die  Anfltoong  beifüge, 
fie  iMilet:  ^ 

I  Es  stellen  AH  und  BJC£slL\.  Fig.  3.)  zwei  Häuser  vor,  welche  durch 
iMjStrMseirettder  Breite  ilBgetreont  sind.  Man  wiU  den  Balken 
BE  snr  Thdre  BC  hineinMmren;  davsber  die  Strasse  ence  Isf^ 
80  sieht  man  sieb  genOthigt,  ihn  an  AG  anfinrlcbten  und  dann 

D  (das  Ende)  an  der  Wand  AG  herabgleiteo  zu  lassen.  Wenn 
man  nun  die  Breite  AB,  die  Höhe  BC  und  die  Länge  des  Bal- 
lens DE  kennt,  so  entsteht  die  Frage»  ob  man  den  letstem  nur 
|liiüre  hineinbringen  kann? 

Es  ist  Uer,  das«  der  Balken  nielft  wird  in  das  Haus  gebracht 
werden  können,  wenn  es  sirh  croijjnete,  dass,  indem  er  sich  an 
aie  Wand  AD  lehnt  und  in  das  Haus  BJ  hineinreicht,  er  zu- 
gleich die  Thüre  am  obern  Ende  C  berührt.  Damit  er  somit  in 
ju«  Haus  hinein  gebracht  werden  kann,  muss  keine  Stellung  mög* 
iich  sein  von  der  genanoteo  Art.  Mao  hat  also  als  Bedingung 
ier  Mdgliebkelt  des  Hltf^bringens  die,  dann  das  Maibnen  der 
Irhebang  de«  Balkens  nnter  der  TbQre  kleiner  ael  als  die  08h« 
|M,  oder  allerbOdistens  gleksb  BC 


nun 

AB^a,  DEssl,  BC^k,  BEsss,  BR:sy, 

Miit 


C22 


BE:ERz=EA:ED,  d.  h.  x:ER=ixi-a:l; 

also 

ER  =        ,     BR  =z  \r  RE^-.BE^y=  — (or  +  a)*  • 

Da  nun  das  Maximum  von  y'^h,  so  miiss  man  zunSchst  die- 
ses Maximum  suchen.   Es  ist  aber 

&y  

(x+ri)-2(r^(ri+:i:)«)-i{(a:+a)(r-2-(A«)*)-x(/2-(a>fa)*^^ 
Setzt  man  aieses  gieicn  IVuII,  so  isi 

^  i Ii  ll-M         .  i.    */.     »st  ■ 

«(/*—(«+ ^)^) — :r  (fl + .r)«  =  0 , 
Der  entsprechende  "Werth  yon  iy  ist:  . 


i. i  .    '«  t 


Damit  also  der  Balken  In  das  Hats  hineingehe»  mnss  Immer 

t  i  ■    ••  i. 


%  • 

.  •!  .i.M.- 


'('-V 


II 

•  \ 


oder 


.1 . 


ilt  i 


:!.Mii 


V  7i+ V  »der   \^Ä5  +  V*<«~'V?  '!'  •. 


I      .1    .      ■•    V      »--I      i        !    M-t     .    r  ....  "• 


y  Google 


ms 


'hr.tt  ••Mi»nit!Jf>//Ocl        i:!.'!.i.-.'M>   l'i/  •.  '.»''-.I    t      •••|.  /i  V.  ]  -.V. 

!,  '^   •  :ii  •\  m;i'.//  .> -  t  1:       -  .       .  :  ■  .  .    j..'    .  \\\.  !•!::. 

,  '  •!         !  "•»  .'   J  •  i.   itiM.  i  iiji.      .  .  i  .  ■''  ■  .'.     .  :  -»i«  ..  i  III».  I .  il  > 


!.     ,',';  ]        1-1*   \     J     7     fl    .'  '        !  tut'»     ii     i\,  ^ 

!:  .    ;  -t..  •  :  -Iii;  .        !         !;  .  i    ,  „ 


Uebun^auf^ajben  für  Schüler 


Von 


4leio  Herra  Uoctor.J.  Dien^er,  Vorstnod  der  höhern  Bürgerschul« 

.    ,-,;_i:..M.,,;         ^„  Ettcnhclni.      '    '  ' 
,  ''.  i  it'>i».t.:p...'..l  i.  •  ■•'.I  '  .  ••  i'-     . 'i.'Mi! 

o  •  • 

-,^r:^;^.■(f)^e)='i: 

die  GleicJuing  einer  Ellipse,  (a,  ß)  ein  Punkt  in  der  Ebene  der 
Ellipse,  und  >na|i  bexeichuet  die  Grösse  .      ,  t     * .,  . 


rv 


(X''€i)^H^-  Va^'-a:^  -  ßy^.dx  durch  <3p(a,  /5), 


80  ist  die  mittlere  Entfernung  des  Punktes  (a,  ß)  von  der 
Ellipse: 

Für  den  Fall,  dass  ß=0,  erhält  man  als  mittlere  Entfer 
Dung,  wenn  a  > «; 

yg^^-^-fe^-— atfKd— o)  -f  fl(«^6*+a«)  (a4  «)      '         •  '. 


au 


j  ^     y  Google 


3)  Dar  KSIrper  A  htib9  swei  geradlinig«  Beiresoiigeii  nadi 
AB  und  AE  (Taf.  T.  Fijr.  4.)»  beide  so»  daiia»  wenn  2>  und  C  die 
Orte  am  Ende  der  ereteo  Sekunde,     £  an  Ende  der  Zelt  i  wtm, 

AB=AD.fit) AE—AC.^(fy, 

worin  ^(l)  Irgend  eine  Funktion  von  i  ist.  Ffir  diesen  Fall  be- 
west  er  sieh  auf  der  Diagonale  des  Parallelomnuns  ADGC  flwr 
AD  und  AC  und  zwar  so,  dass,  wenn  G ,  F  die  Orte  am  Ende 
der  ersten  Seliunde  und  der  Zeit  I  sind»  auch 


Vea  dem  Uem  Doctor  fi.  W.  Grobe,  Gjnmatiallohrer  so  Gaasoi. 

Werden  über  den  drei  Seiten  eines  reclitwinkeligen  Dreiecb 
gleichseitige  Dreiecke  beschrieben^  so  sind  bekanntlich  die  Drei- 
ecke über  den  beiden  Catheten  zusammen  jjenommen  so  gross 
als  das  Dreieck  über  der  Hypotenuse.  Geradlinige  Figuren  aber, 
welche  an  Flächenrauni  gleich  sind,  lassen  sich  auch  immer  in 
Stocke  xerscbnelden,  welche  heaiehungsweise  congruent  sind. 
Solche  Zerschneiduni^en',  an  den  f^enannten  Dreiecken  vorgenom- 
men, sind  hier  in  den  Figuren  Taf.  V.  Fig.  5.,  Fig.  6.,  Fig.  7. 
bereits  ausgeführt,  und  es  wird  neben  Feststellung  der  Constmc« 
tion  der  Beweis  für  die  Richtigkeit  verlangt.  Tal.  V.  Fig.  5.  re- 
präsentirt  die  Fälle,  in  welchen  die  Differenz  der  beiden  "spitzen 
Winkel  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  <  30^;  Taf.  V.  Fi^.  o.  den 
Fall,  in  welchem  sie  =30^;  und  Taf.  W  Fig.  7.  die  l^älle,  wo 
dieselbe  >  30^  bt.  In  jeder  Figur  sind  die  eDtsprechendeD  Flä- 
chenstflcke  mit  derselben  Zahl  bezeichnet 


. »  ■  #    .    . « 


» • 


Draciifehler. 


Auf  8.  113.  und  S.m.  unten  links  setze  man ^Theil JÜVV 
atatt  „Theil  XVI.*  j 

  h 


»•  i 


►  •  r 


^  kj  _  d  by  Google 


22S 


t 


•I. 

tili-  : 


\ 


Velber  die  nMmnuigswetoe  Kmitte- 
luBS  der  Werthe  bestimintes" 

Von    '    •     .  , 

dem  Herausgeber. 


•  .  j.  1. 

Bei  - allen  Anvtendangen  der  Mathematik  komnM  man  liSafig 
In  den  Fall,  die  Werthe  bestimmter  Integrale  nKhenmgsweise  er- 
mittein zu  müssen,  wofür  ich  als  ein  sehr  in  die  Ausen  fallendes 
Beispiel  nur  die  iSchiffsbaukunst  anfuhren  will,  indem  man  hei 
der  oestimmunq  der  Schiffsräaroe,  der  Schwerpunkte,  der  Stabili- 
tät und  der  TrSgheitsn»omente  Hetzterer  namentlich  wegen  des 
Mlingerns'  und  Stanpfeips  der  'SohlffeV»  der  Besffninune  des 
Widerstandes,  welchen  «die  Schiffe  bei  der  Bewenrtvg  im  Wasser 
erleiden,  u.  8.  w.  immer  auf  die  näherungsweise  Ermittelung  der 
Werthe  bestimmter  Integrale  hingewiesen  ist.  Ich  halte  es  daher  für 
zueckinässig,  diejenigen  Methoden,  welche  man  nach  meinerMeinung 
in  der  Praxis  am  vortheiihaftesten  in  Anwendung  zu  brin«:en  hat,  in 
der  yorliegeiiden  Abhandlung  mit  möglichster  Deutlichkeit  und  ii\ 
ini(glichst  elementarer  Weise  zu  entwickeln,  ohne  dabei  eine  völlig 
erechOpfend«  und  ganz  allgemeine-Dawrtellang  dieses  hdchst  wlcb- 
äfen  Gegenstandes  zu  erstreben,  indem  leb,  wie  gesagt»  mein 
Augenmerk  für  jetzt  hauptAäciilieli  auf  die  praktische  Anwendung 
gerichtet  habe,  fiir  welcne  es  nach  theiner  Meinung  weder  noth- 
«wendig  noch  zwecknifissig  sein  dürfte,  die  Darstellung  bis  zu  voH- 
itändiger  Allgemeinheit  zu  erheben.  Wenn  auch  die  vorliegende 
Abhandlung  notliwendig  manches  Bekannte  enthalten  muss,  so 
lurfte  doch  auch  manches  Neue  in  derselben  vorkommen,  indem 
u  B.  das  Prindp'det  naeh  aeiaer  Meinung mamentlicb  auch  prak» 


riicii  XIV. 
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tisch  sehr  wichtigen  Oorrectionsformeln  von  Stirling  noch  oicht 
so  klar  wie  hier  aufgedeckt  worden  sein  möchte,  indem  ich  mich 
bemüht  habe,  einen  ganz  allgemeinen  Beweis  dieser  wichti^n 
Formeln  zu  geben.  Auf  einige  specielle  AnwMidnngen  werde  icfc 
▼ielleicht  späterhin  sarackkommen«. 


§.  2. 

Wir  wollen  also  annehmen,  dass  y  eine  beliebige  Function 
der  unabhängigen  veränderiichen  Grösse  x  sei,  und  dass  der  Werth 
des  bestimmten  Integrals 

«'      ^'  <   .  >  .    .:•    '  1      .  •  . 

wo  a  uip^A  bekM»tlicli  die  aogeiimteii.^GräfeMi  d^  Inftt sratioD, 
a  die  untere  und  6  die  oImtb  GiäniiV  -find»  dorch  Annluieruog 

liestimmt  werden  solle.  Hierbei  können  nun  zwei  Fälle  eintreten» 
jenachdem  nämlich  die  Art  der  Abhängigkeit  der  Function  y  Ton 
der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  x  vollständig  betannt 
oder  unbekannt  ist;  und  der  letztere  dieser  beiden  Fälle  ist  der- 
jenige, weicher  z.B.  in  der  8chiffsbaukunst  am  Häufigsten,  eigentlich 
nur  allein,  vorkommt.  Mag  nun  aber  der  eine  oder  der  andere 
dieser  beiden  Fälle  vorliegen»  so  wollen  wir  doch  immer  annell- 
men»  dass  eine  Reihe  susammenstimniender  oder  einander  «ak* 
sprechender  Wertbe  von  x  und  y  bekannt  oder  gegeben  sei.  Daes 
wir  zu  dieser  Annahme  stete  £erechtipt  sind,  und  nur  die  Art 
und  Weise  verschieden  Ist,  wie  man  in  den  beiden  in  Rede  ste- 
henden Fällen  zu  den,  gewiäsen  bestimmten  Werthen  der  unab- 
hängigen veränderlichen  Grösse  x,  welche  natürlich  stets  im  All* 
gemeinen  der  ganz  willkührUchen  Annahme  anheim  gestellt  blei- 
be, entspreebendQU  Werthen  der  FuiM^tion  y  dieser  veriDderlicbeo 
Orüsee  eolangt,  wird  tfegleieb  erhellen»  und  .kann  ! aal Tolgeod* 
Art  ieicnt  deutlich  gemacht  werden»  Wem  hjhnltch  zuerst  die 
Art  der  Abhängigkeit  der  Functibn  .y  von  de^:iwränderlichea 
Grösse  x  vollständig  bekannt,  d.  h.  y  eine  gegebene  Functioa 
von  X  ist,  so  ist  dadurch  natürlich  sogleich  von  selbst  die  Mög- 
lichkeit geboten,  die  den  willkübrlich  angenommenen  Werthen  voo 
X,  welche  man  der  ganzen  Rechnung  zum  Grunde  zu  legen  beab- 
sichtigt» entsprechenden  Wertbe  der  Function  y  vermittelst  der 
4nrch  dierF^m  dieser«  ihrer  Ahh&uffigkeit  von  ^  nafth»  vottsiSiidig 
Mcapnteu  Funotioii  unmittelbar  vndvgana  von  seHiat  vorgeschrie- 
benen R^f^iouo£«operatiooen  zu  l»erechnen.  Wenn  dagegen'  die 
Form  der  von  7  abnängigen  Function  y  nicht  bekannt  ist,  so  wer- 
den doch,  um  das  schon  vorher  gebrauchte  Beispiel  der 
Schiffsbankunst  beizubehalten,  x  und  y  jedenfalls  immer 
die  allgemeinen  analytischen  Symbole  zweier  an  dem 
iScbiflski^ner  selbst  sicb  vorfindenden,  in  einer  gewissen 
Ailhftneittlfejt  von  einander  stdiendea  Grrosse»  «ein»  die  einer 
nanim.  Mfi^HUig  nril;  daau  geeigneten  loatnimeiitea  eder  AppamnM 
vntfrzoBe«  vr«rdfo  fcAnnenft  man  wir4  äaa.an  dw  BMmknff» 
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selbst  einige  Werthe  der  an  demselben  sich  findenden  und  durch< 
denfelbea  unmittelbar  dargelegten,  im   Allgemeinen  durch  das' 
Symbol  x  bezeichneten  Grösse  genau  messen,  ferner  die  an  dem 
hiffskörper  sich  ebenCall«  ?oründenden,    und  durch  denselben 
Älbar    dargelegten,    den    angenommenen  Werthen    von  x 
sprechenden    oder    davon    abhängenden    und    durch  diesel- 
I  bestimmten  Werthe  der  im  Allgemeinen  durch  y  bezeichne-' 
Grösse  gehörig  aufsuchen  und  gleichfalls  einer  genauen  Mes-' 
unterwerfen,  und  wird  sich  also  auf  diese  \Veise  auch  in' 
;)  vorliegenden  Falle,  welcher  in  der  That,  wie  schon  bemerkt 
rden  ist,  derjenige  ist,  welcher  z.|B.  in  der  Schiffsbaukunst  vorzugs- 
ise  und  eigentlich  nur  allein  vorkommt,    in  den  Besitz  einer 
fie  zusammenstimmender  oder  einander  entsprechender  Werthe 
i  X  und  y  zu  setzen  im  Stande  sein. 


§.  3. 

Nachdem  hierdurch  gezeigt  worden  ist,  dass  die  beiden  oben-' 
6r  bezeichneten  Fälle  im  Wesentlichen  durchaus   nicht  von 
ider  verschieden  sind,   dürfen  wir  uns  also  immer  berechtigt 
eine  Reihe  zusammenstimmender  oder  einander  entspre- 
ider  WVrthe  der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  x  und 
r  Function  y  als  bekannt  anzunehmen,  und  können  unter  die- 
V  oraussetzung  nun  das  Princip,  welches  der  approximativen 
(^atiunsinethude,  deren  EntwicKclung  den  Gegenstand  dieser 
'  Jidlung  ausmachen  wird,  im  Allgemeinen  zum  Grunde  liegt,  auf 
ende  Art  aussprechen,    wenn  auch  weitere  Ergänzungen  und 
iterungen  desselben   im  Laufe   unserer  Untersuchung  selbst 
mehrere  vorkonmien  werden. 

Den»  Obigen  zufolge  wollen  wir  annehmen,  dass  den  7i  gege- 
Werthen 


^1»  ^a»     f  fl4>.«..<iii 

lODabhänglgen  veränderlichen  Grösse  x  die  gleichfalls  gegebe- 
n  Werthe 


>  ^2»  -^3»         f...  An 


II' 


.IJ.I 


Function  i/  dieser  veränderlichen  Grösse  entsprechen.  Ferner 
In  wir  grösserer  Deutlichkeit  oder  vielmehr  Anschaulichkeit 
(en  uns  clie  w  gegebenen  Werthe  der  unabhängigen  veränder- 
en Grösse  a:  als  eben  so  viele  Ahscissen,  und  tlie  7i  gegebe- 

Werthe  der  Function  y  als  die  diesen  Abscissen  eotsprechen- 

Ordinaten  der  Punkte  einer  Cur^e  denken,  deren  Natur, 
wir  den   Buchstaben  /'  wie  gewöhnlich  als  ein  alli^emeines 

:tionszeiclien  gebrauchen.  Im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 


Irüekt  ode 
sind  uns  a 


r  cbarakterisirt  wird.  Nach  dieser  VorstellungS' 
also  n  Punkte  der  durch  <lie  vorstehende  Gleich- 


15* 
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mig  fcBarakterisirteii  (iirve  gegeben,  und  wenn  wir  nun  durd 
diese  «  gegebeußo  Punkte  eine  im. Ali^pem^nen  duroh  die  Gleidiuo| 

Uli:.      'i      .  '  '!    .  .  *  •  -       •     ."  .  . 

dmiff^eria^ril^  piHw^oiii|c)io  Curve  .de«»  (nin-l^ten  Grades  hindur«! 
legf^p,  so  werden  wir  una  der  Annahme  berechtigt  halten  dur 
ffen,  d?iss  diese  |)aral)oriscbe  Curve  im  Allgemeinen  sich  (Ipm 
^^ig/?i;.,oder  iufiiger  an  die  durch  die  Gleichung  iß—f(a;)  charakte 
ri.sirte  Ciirve  anschlie8seii ,  od^r,  vfa^  auget|6Vheii4ich  jiuii^eibi 
ist,^.d^^  i durch  die  Ifujictio.n,  ,    ,     .; .  f.  .  .;  • . 

die  Function  y—f(.T)  desto  gonauer  darpfestellt  Werden  wird,  | 
mehr  Punkte  die  beiden  Kurven  mit  einander  gemein  haben,  d. 
nach  dem  Obii^en,  Je  mehr  eiiiarMler  entsprechende  Werthe  V( 
X  und  y  als  gegeben  angenommen  oder  zum  (jronde  gelegt  nv* 
den  sind.  Da  es  nun  aber  hierbei  natürlich  darauf  ankommt,  d 
üieiohaDgl'i. i..        •    '  •  i  .       ••••i.::..  i 

der  durch ^^d^e.  ».gegeben^  l^unkte,  4eTea.  C^osdiiuiteii  nach  d^ 

OMg^Wi.ai   ■     '       .  '   *  I 

i.'>.;:  !.ii/oi  ,  iij«,  -ilj;        J^.  I,,,  il, ij, 

^hidy  welche  in  der  durch  die  Gleichung  y  =  /*Cr)  charakterisir 
Curve  liegen ,  hindurch  gehenden  parabolischen  Curve  genau  k 
Äen  zu  lerneii';  *  handelt  es  sich^  eben  weil  diese  |>araboli 
Carve  durch  die  n  gegebenen  Punkt«»  gebea  aeH,  effeabar  dan 
die  Cae%ipnteo  j 


S( 


in  der  allgemeinen  Gleichung 

y  =     +  «jia;  +  «a  a:-' a3^^  + ...  +  a«,_iar*»r» 


der  paraboliacheii  Ctarve  so  an  keatlaimiBii,  daaa  deo 
chungOB  " '  * 


*  •     ••  !•     «a      a     M*  •  •  *• 


'  .♦«.    •  . .    •  •  -  •  u.  s.  w> 

"        ,    ,      •  •  f     '  ft  ••••••  • 


welehe  in  Besag  auf  die  anbekamteii  GrOaeen 
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sammdfch  Vom* 'ersten '  Grafle  siÄd,  genügt  wird.  Hieraus' sieht 
man,  dass  es,  wenn  diese  Bestimmung  n>it  völliger  Be^tüilnitii 6k 
flidglich  sein  ,  keineswegs  der  freien  Wilfkühr  ahheinV&^estblKt 
bleibt,  wie  gross  nian  die  den  Grad  der  gesuchten  paraitoiischeo 
Curve  bestimmende  Grösse  m  annehmen  will,  indem  mun.^öffenftar, 
dunÜ  naa  immer  gerade  eben  8o  viele  Gleich uneen  wie  m  he' 
•tiniMiid«  voMfiduite  fiit«^  a^,  ct.^,  «^3,..J^erlnJte,  nar 
setzen  kann»  wodorch  man  die  n  Gleichungen  <£bs  ersten 
Grades  »'^^n  ••"ii» 


■ 

V.    8.  W. 

den  Ii  unbekannten  Grtesen 

«  .1» 

Oq,  fXgg  M^,  A^t»'*<y|— 1 

it,  welche  letzteren  sich  also  mittel^  dieser  n  Gleichungen 
ersten  Grades  im  Allgemeinen  Immer  ohne  Zwddentlgkeit 
imnMH  lassen.  ,  •  « 

man  nun  aber  die  Codficienton 

Oq,  «i,  «a*  «»»••..««»-1  j.. 

i^eve  Weise  liestlmmt,  so  wird  im  Allgemeinen,  wenigstens 
Intervalle,  wdehes\die^alMi'4lran|e  gelegten  Wertbe  der 
abhängigen  veränderlichen  Grosse  x  nmibssen,  mit  desto  gros- 
er Genauigkeit,  je  mehr  Werthe  von  x  in  diesem  Intervalle 

denselben  entsprechende»  Werthe  von  y  zi}ni  Gfund^y gelegt 
len  sind,  oder  je  mehr  Punkte  in  diesem  Intervalle  die  durch 
'^deichung  yz=zf  {x)  cbarakterisirte  Curve  und  die  durch  die 
lg  »"        i       '  .!•  '  '»  II      '  i'.M  'm.i*  .  I  .1  MtU  ir  dn;»y/  l\to  i: 

'      j|s!(;iuiij>.od  m  •!« 


ikterisirte  parabolisdMt  ^ur^e  A^-^—ljnten  Grades  mit  ein- 
Ii  gemein  liaben»  .  ,  '  " 


7t,    oder  die  Functiön  ^^':r!/^(rr)  ^""^^  -^ift  :gim<l  UltjltnMt 

Ifbraische  Function  des  <n-^J^t«Bi;Ui:Ades     .  *  .f  . 

•  •       •        «1       •     t  * 

werden  (iSnnen.  .. 


1 


farat-ilDaii  nuD  die  zum  Grunde  gelegten  Werthe  v«d  ;r  ii 
fctetvilter  VMi  x=a  bis  ^=zb,   so  wird  ionerhatti  dieM 
vnnrallsimit  deato  grtaerat  OeoMMoiit,  je  Mlir  ÜMtefn 
«und  deosisHMHi  mXtfmkmäö  WWBm  tob  y  mhi  mi  Cknidi 

'  ■  •  j 

also  auch  .  I 

wid  folgiip.h.  offenbar  aacb 


i 

d.  1. 

I 

m  m      '*  •  •      ♦      •       ^««     '•  . 


•  •  • 


-  "Im 

r.: 


/6  />i 


•••■»  j     »  .*  ;         *:  1,1.  ..  •»  •  \   *     .  .5  ; 

Cosetzt  werden  können »  und  Uerdarch  folglieh*  der  geeuci^l^'ll 
«es  beetbnn{ten  Integrals  I 


•  i  « 


•I    I  * 


•  1 


ntherongs^-eise  gefundeu  sein,  im  Allgemeioeii  immer  mit 

Süsserer  Genauigkeit,  je  mehr  Werthe  von  x  in  dem  durl 
tSgrationsgränzeu  bestimmten  lotervalie  und  denselben  e| 
chende  Werthe  von  y  bei  der  Bestidiniobg  «dei  C^elficieaf 


<%»—v<%-i        Grunde  gelegt  worden  sind»  o 
etaeai  je  MMMI  CMe  die  duidi  dfo  0ldkA«#  .  > 
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charakterisirte  parabdUsche  Curve  ist,  welche  man  in  dinn^  itl 
iiede  steheoden  Intervalle  mit  der  durch  die  Gleichung  y=:f(x) 
dbarakterWiiteo  Cunre  in  UebereinstiminiiDg  g^ebrach^.bat 

Dies  ist  im  Allgemeinen  dasPrincip  <let  NäfieAiDgsmetbode  cur 
Ermittelung  der  Wertbe  bestimniter  Integraler,  welche  wir  nun 
weiter  entwickeln  wollen,  indem  wir  jedoch  vorläufig  bemerken, 
dass  wir  bei  dieser  Entwirkelung  nicht  ganz  den  im  Vorhergehen- 
den angegebenen  Weg,  welcher  sich  übrigens  allerdings  auch 
eioscblagen  Hesse,  verfolgen  wetden ,  weil  eine  etwas  andere  Eut- 
irickeluDgsweise«  wie  wir  sogleich . geben  werden,  in  mancher 
lieksicht  Mi<^tmr  inid  sdineller  zaur  Bwednr  fldbrt  Hier  kam  es 
IM  för  jetzt  Bur  darauf  an,  den  Goiat  der  MeAode  den  Leaera 
Im  AUgoneinen  mit  mugliclistw  Deutlichkeit  vor  di«  AngMI  tfli 
fiiliren,  und  daaii  aehien  um  der  un  VerbeigeheiideB  euigeechla- 
|Me  Weg  der  geeigaetete  an  «elir.  - 


{.  4. 

« 

■ 

jiHt  wieder 

fl!|9  eE^»..««aa 


'  •  •  • 

.  '  V  :  «3  %'  1 

I  •  M.  V.'  *.•* 
•    •  * 


«ine  Baihe  rai  |t  gesebeaen  Werthen  der  uaabbiagigea  Teiinder- 
faee  GrOaae  dP,  OBO'  " 


4»»  4a*  4a»  4i>ff*«4» 


Hl* 


(Reibe  der  diesen  Werthen  von  ;r  entsprechenden,  gleichfalla 
kebeoen  «  Wertbe  der  FVmctiöii  der  reriaderllelimi  CSrtoee 
Mi»  Ihiter  dieser  Veraiiesetzinig  wellen  wv  vn«  non  die  Aaf- 
Ibelellea»  die  Fonctioo  y  so  zu  bestimmen,  daae  sie  die  Form 
&er  gMMii  rationalen  algebfiieehen  Function  des  («— l)«laB 
»  habe  and,  weaa  amn  fibr  «  die  Wertbe 


^1«  ^»  ^» 
iie  einführt»  respedhe  die  Werflie 

4^»  4a>  48>  A^9**»mAim 

Um  diese  Aufgabe  aber  mit  Leichtigkeit  aufzulösen,  wol- 
wir  die  Function  y  nicht  In  der  gewöhnlichen  Form  der  gan- 
f\  ratioDalen  algebraischen  Functionen  des  (n-~l)steD  Grades 
fmduBem»  wie  £es  im  ?orbergebeoden  Paragranben  gescbeben 
|L  leflAatB  wir  waDea«  aaeh  elaeia  aebon  tob  dem  eeharlblBid* 
K  ea^iadbaa  IfalfceBMflker  Jaceb  StlrÜng  hi  aelBer  aelbat 
pR  ianner  noch  wichtigen  Metbodua  differeatlaiia:  aira 
Fractataa  de  aummatione  et  interp olatione  serierum 
btinitarnm.    Londini.  1730.  4«.  p.  130.   Prop.  XXIX.  be- 

rsHuveichan  Verfiibren,  die  gam  lationaie  algebraiache 


m 


'  II.!** 


<  Uli  n-  !  -.fi!  'II 


t  M 


y~     Jf^'     •     •    •  •   I«    '»fl'*!  I.'.    i-'ito  .  1 


.      l'  ... 


WO  il»  Symbole  ' .  kn.I  . 

^9    4lt9  ^9     ^^•»•••ds    :  -      .  , 

fewisse  Ton  :r  luabh&n&ige  Coeflicienten  bezeicbneii»  dargestellt 
enken,  wobei  zugleich  auf  der  Stelle  in  die  Aagen  fallt,  dass, 
wenn  man  die  Function  y  unter  dieser  Form  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  gemäss  darzustellen  im  Stande  ist,  daraus  dann 
immer  auch  leicbt  die  gewöhnliche  Form  der  ganzen  rationaleo 
algebraischen  FuDctionen  des  (n --1)6160  Grades  abg^jeitdt  werdea 

Zar  Bestimmung  der  n  von  x  unabhängigen  Coelficienten 

^»  ^»       ^» •  -i^-viifi»  -ih 
liefern  uns  aber  die  Bedingimgen  der  Ad%abe 


folgenden  Gleichungen: 
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Q.  W. 
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and  addiren  die  dadurch  oach  einigen  ganz  leichten  Reductioneo 
entstehenden  GleiefauDgen  zu  «iiiander «  so  erbaiteo  wir  zwischen 
deo  Coeflicienteo  ^  _ 

2li,  2(t«  2lj,.....2lit 

die  foigeude  Gleichuogi     T  ' 

•  «*  - 
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1  \ 


l_l  i  

^  V/    -  '^  "U'*- v^'^U^^'**/ *  -  >AI^'~i- 
,+  J  


+ 


1 

0.  «•  w. 

1 

(fl*— OgXajk— «4) ....  (ak—ak-^) 
(«4— «JA.  («4—«*)/ 

 L__i 

n.     w.  |tt*  8»  w. 

+  ». 


Wenn  maD  mm  nach  eioervam  den  AsfangsgrOnden  der  lote. 

falrechnung  allgeroein  b^kamyten  Qletiiode        9r  z.  B.  meinea 
eitfaden   ftfr  den   erslfen  'ünteri-lcbt  ih'  der  huhera 
AnalysiH.  Leipzig.  1838.     150.    14.)  die  gebropl|e]ie  latio- 

iT  _  _  ^ 

'  *-  (»— «i)  (m— (i«--«»)      «4)  («-^  ••••  (w-^m) 

f 

Id  sogenaan^te  einfache,  o^er  Parti^l)i;^qhe  mit  fl^^.^Nenuern 


zerlegt,  so -erhält  man  nach  der  eri\ ahnten  Methode  ala  Zähler 
dieaer  Brüche  uamittelbar  die  folgeadea  GrüAsen: 


1  

(äj— «a)  («I— ci^)  («i-oj  («i  -«ft) ...(«1 

«  1 

■•  ...  -  1 


3; 


(«3  -  «1 )  («8— «a>  («^ — «^)  «ft)  —  (««  — ' 
  '  i  i 


a.  w. 

_^  1?_  :  L_; 


.ti  .it 


und  es  iat  folgiidh 

'    '        -  ., 


(u — «1)  (w— (w— 0^)  (p — c^i)  (u — «5) ...  (it — 
"~  («1— «a)(«ir~ai)(«i— ^4)(flfi:Tr«6)...  («i— <|(u)(m— «i) 

^  


U«  8.  W. 
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also,  wie  man  hieraus  «ogiUMk  n^Wimk-  m  :     «  .  y  *.<  h*  > 


0^ 


+   J  ^ 


Q/'  8»'  W«.i 

.   ill  


odejf  werä^in'aii' grasserei.  S^iqmei^^^^^  Wegen  statt  de/^^mbols 
tf  das  Symbol  a  in  diese  Gleichung  äiofiibrt:- 


0= 


1 

-«2)  («—«3)  (« — €t^ ...  (a- 
1  . 

(«i— «)(«r 

(«s-«X«t- 

■ 

1 

-«/*) 

.1-. 


'  u/ 


(«a— ß)(«8— «i)(«8— ßa)(«3— «0..(«3-«(/»)  \. 

u.  s,  w.  -  • 

«  I 

1 

(«M— «X«iu--«i)(«^-«t)(«)r-^^ 

Wendet  man  den  in  dieatr  aHgemeinen  Gleichung  ansgespro- 
ebenen  Satz  auf*  die  zwiscfaeo  '^deD'Otefilcieiiteo  • 


^9  3^»i.*2flr 

■  .\..    '  — •     ...  .'ti 


cefnndene  Gleichung' an ^  so  fallt  aut*  der  Stelle  in  die  Augen» 
dass  die  Grössen ,  in  welche  in  dieser  Gleichung  die  Coellficienten 


^2*  2l4y...2llr— I 

raultipHcIrt  sind,  sKmmtlich  verschwinden,  so  dass  sich  also  ans 
dieser  Gleichung  für  den  allgemeinen  Coeflicienten  2lk  der  fol- 
gende ganz  independente  Ausdruck  ergiebt: 

  ^' 


(«1 — "a)  («1 — f/3)(«i  — fl^X«! ' 

(«3— «1  Xfls— «l)(fl3  -fl4X«3  - 

—ak) 

r/|Köt-«2)(ait— «3)(a* — a  a^-i) 

Der  Werth  von  7ii  kann  aus  dieser  allgemeinen  Formel  nicht 
abgeleitet  werden ;  aus  dem  Obigen  ergieut  sich  aber  ganz  von 
selbst,  dass  immer 

ist. 

Führt  man  die  hieraus  sich  ergebenden  ganz  indepeiidentei 
Ausdrücke  von  j 

in  die  oben  zum  Grunde  gelegte  Gleichung  ~ 

i 

u.  s.  w. 

ein,  so  erhält  man  auch  einev  vollständig  entwickelten,  ^anx 
dependenten  Ausdruck  für  die  gesuchte  ganze  rationale  cilgebi 
scne  Function  des  (7t — l)steo  Grades  y  von  x. 

■  •>  "        .     '  .  »i'ii k .    •     '  * » I  • ; ' 
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j.  5. 


Man  kann  aber,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  die  ganze  ratio- 
nale  algebraische  Function  des  (n — l)sten  Grades  y  von  x  noch 
aaf  einen  von  dem  aus  dem  Vorhergehenden  J^ich  ergebenden  ver- 
schiedenen ,  viel  einfacheren  Ausdruck  bringen.  Um  jedoch  nicht 
to  weitläuGg  zu  werden^  wollen  wir  diesen  Ausdruck  nur  iur  n=5 
entvtickeln,  werden  aber  die  Rechnung  so  führen,  dass  die  All- 
gemeinheit der  Methode  aus  derselben  ganz  von  selbst  erbeilet. 


:  4 


.1 


F0r  n=5  ist  nämlich 

d  folglich,  wenn  man  für  »  • 

^1,  Tta»  2(3,  Tti,  35 

•  •  •     •         •  I  . 

e  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  sich  ergehenden  Aus- 
drücke dieser  Coefücienten  einfuhrt: 


.1- 


^1 


^2 


^1 


(«1— a,)  («1— Oa) 


+       7  r/  \^  (^-*ö.)(jr — a*) 

^3 


< 


1^ 
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1+ 


^1 

(«1  — «a)  (oi  — fla)  (fli— a*) 


+  ^» 


(«4— «i)(a4— -a-i)  (a4— A^) 


•  ■  •  •  •  I 


«2)  (fll— fl3)(öl--<^4)  («1— Oft) 



+  <^+  7   V   /  —TT  W  <'l)(^*4 


+ 


+ 


-«4)/ 


(«5— Ol)  («5— «2)  («0-^3)  («5- 

Ordnet  man  nun  diesen  Ausdruck  nach 

Ai ,  A^y  A^,  A^,  ^ 
so  ist  Ai  in  die  folgende  Grosse  multiplicirt:    •    ^  , 

«1— «a     («1— «a)  («1— Ol)     (fli— ««Xai—aJCai—fl*) 

(3?--fli)(j:— ga)(3r  — aa)  (j: 
(«1— Ca)  (a,^^  —  «a)  (0,-04;  («i 

^       •  flg      (.r— g|)  (ar— Cj)     (3?  —    )  (xt—  g^) — q 3 ) 
~"  «1  — «a      («i— a,)  (gl— gj)  (fli'^/)(ai--a3)(gi— 

^  (J  — fli)  (ar— Ca)  Car—a,)  (ac 


(gl— a2)(ai  —  ga)  (gj—gO  (oi 
_  (3?— -gQ  (J?— Ca)  ,  {a:  —  ai){x  —  a^){x  —  a,)  » 

(gj— gi)(gl— ga)       (g,— ga)(gi— gj)(gi— gj  • 

\ 

(ar  — gl)  (ar-gj  (jr-rtg) (jr  — g J 

(gl— Ca)  (gl— g.O  («1— g4)  (öl— flö) 


Digitizeu.  i  ,  ^.oogle 


I 


241 

—    (^-^•a)       g»)    —  ^^4) 

(«t-*Ol)(«l— Oft)  • 

iia)(a,—a,)(a,--fi^(%-r.«^.    ,       .  , 
Ferner  htt  A^\a  die  folgeode  Grösse  mulüplicirt: 

•       —  fli)    — <^^2)     —  fl3)(^  — «4) 

(.T-Ct)  (ar-*qs)  (ar— (3;  — fl^(j?  —  03) 
(«,— flj  (oa— tta)         -Ol)  (flz— a») («2—04) 

^  fa— gl)    — Q3)    — «4) 
(«»— «1)  (at— ai)(iii— Oi)  (a,— a^) 

AifflNiliciie  Art  Ist  ilf  io  die  fblgende  GrOsse  mltlpKcirt: 


i-oi)    — ««) ,  (3: — «i)  (JT— g»)  ♦ 

^(o,— «i)  (a» — Os)  ai)(a.— a4)(a»— a^) 

(os— «i)(«8— «^(«'a— «4) 
(•i-%>(«!i— %>  «4)(%— 

EbM  SS  M  ^«  iD  die  felfesde  GrOsss  nsltiplkir|: 
ITWl  XIV.  M 
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(x  —  ai)ix  —      (x~-  03) 

(<'4-- a2)(«4— «3)  .  . 

(«4— «1)  («4-02)  («4-03)  (04-0»)  . 

(04—01)  (04—02)  (o*  —  o,)  (04— ' 
Endlich  ist       in  die  Grosse 

•  *  ■ 

(x—ai)(x  —  a2)(x  —  a^)  (x  —  aj 
(05— "1)  (05— Oa)  (05—03)  (03-04/ 

TQultiplicirt. 
Also  ist 

_   (^*-Oa)  (j?  — 03)(j:~gJ(a:— ^5)  ^ 
^~   (oi-oa)  (01  —  03)  (ai—«4)(ai—05)  * 

(ar  —  Ol)  (a^  —  03)  (^—  o») (^—05)  ^ 
(02— Ol)  (oa— 03)  (03—04)  (oa— Oft)  ^ 

(a:>-fli)(a'— Oa)(ar— 04)  (a?— q^)  ^^ 
(03  —  Ol)  (03—04)  (03—04)  (O3-O5)  ' 

(ar  — fli)(ar— Oa)(a:  — 03)  (ar— 05)  ^ 
"^"(04 — 0|)(a4— aa)(a4— 03)(a4— oj  * 

(a:  — g|)(a:  — Oa)  (a:--fl3)(ar  — 04)  ^^ 
(Oft-oj)  («ö— oa)  (Oft— 03)  (04—04)   *  ■ 

•  ■  »  • 

l)as6  diese  Rechnung  in  jedem  andern  Falle  auf  ^anz 
liebe  Art  ausgeführt  werden  kann,  erhellet  auf  der  Stelle, 
es  ist  daher  allgemein  für  jedes  n:  ^  r 


(X- 

Oa)  (a:  — 

03)(.r- 

-04)(a:— 

05)....  (ar- 

-On) 

(oi- 

-Oa)("i- 

-O3) (Oi- 

-04)(a,- 

-O5) ....  (Oj  - 

-On) 

(x- 

-Oi)(a:- 

-03)(a:- 

-04)(a:- 

-  «5) ....  (a:- 

-Of,) 

(oa- 

-«i)(ga- 

■^3)  (0«- 

-04)  («a- 

-Ofc) ....  (f/^- 

-/7,)(a:- 

-/7a)(^- 

-04)(.r  — 

05)....  (a;  - 

-0,)(tf3- 

-«2)(Oa- 

-«J(03- 

-Oa)....(fl3- 

-On) 

(X- 

-Oi)(a:- 

-^a)(^- 

-g,)(a:- 

-05)...(a: — 

On) 

(04- 

-Oi)(«4- 

— «s)(04- 

-05)...(04- 

-On)"' 

Q. 

s.  w. 

-4. 
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(«r--ak)(a^«--«i)(air-^«)(aa— a4)...(a«--<iii-i) 

.      »j     •  •     »,  •  II 

i».>  •••••    l  •  •       *.'  •       :  ••  ...  t  »  •. .   •    ..    •   *»  »!'»  "         .r  .  n-»*-' 

- UMMi«Ä9iiltfle'«iioh  auf  4«riidtdle'tn  dl»  Augen,  dasis  dM« 
^anue  ittlMaie^sIg^braifH^k«  Fimction  des'  (ti  ~  l)steo  Otad««  den 
Bedingdtigen  iiiis«rer  Ao(gabe  volUt&ndig '  gwUigt^  indem  dl«s«M« 
•feiiMri', wtm  naa'mr  d^'  die  Wettiie  '  * 


ojk,  tt«.  4m  ^vr^.,  •   ,  .   >  •  :  :  .«r 

teilt»  rtepeefiTe  die  Wertlie.    ...  • 

^»  iÄtf  ^a»  ^4»«"'^ti 

erlifiit»  wie  eefoidert  wurde.  Die  obige  Betraciitang  aber  zeigt, 
wie  man  zu  dieser  merkwürdigen  Formel,  weiclie  man  nach  ihrem 
Erfinder,  dem  berühmten  Lagrange,  die  L  agrange'sche  In- 
terpo lati oneformel  zu  nenaen  pflegt,  oicbt  ourcb  ZufaM»  son- 
dern mitteist  einer  metbodischen  analytiscben  Eotwickeiung  gelan- 
geo  kann. 

Daes  es  überhaupt  nicht  zwei  verschiedene,  die  Bedingungen 
unserer  Aufgabe  erfüllende  ganze  rationale  algebraische  Functio* 
nen  des  (ti— l)sten  Grades  eebcn  kann,  und  daher  die  obigen 
nar  der  Form  nach  verschiedenen  Functionen  die  einzii^en  sind^ 
welche  unsere  Aufgabe  aufläsen,  lässt  sich  leicht  auf  folgende 
Art  zeigen.  Gäbe  es  nämlich  zwei  die  Bedingungen  unserer  Auf'' 
gäbe  Folbtfiadig  erilBllende  ganse  rationale  algebraisobd  F«nclie^ 
Den  des  (n— ])aten  Grades  y  und  T,  so  würden  diese  FitiMtlene^l 
wenn  man  fUr  a  die  »Werthe 

Ii...      ^  '.^  .  »  ,  j  I 
Ol»  Ott  a«»  a4»....aM9 

weielie  natOrlich  anter  einander  simmtlich  ungleich:  MgiMloMsl) 
werden,  setate»  iieide  die  glelclien  Werthe 

4»  ^>  ^»  ^4f—^n 

erhalten,  und  die  inilereiis*ir^T  fvcfird^  verschwinden,  wenn 
man  für  x  nach  nod  nach  die  n  simmtlich  unter  einander  nnglei« 
eben  Werthe 

I  '  •  .  . 


fl^,  fll,  Os,  .04  O« 

r  • 

setzte.  Daher  würde  nach  einem  bekannten  Satze  der  Theorie 
der  canzeo  rationalen  algebraischen  Functionen  oder  der  Theorie 
der  Gleichungen  die  Differenz  y  —  V,  welche  offenbar  im  Allge- 
{iMhien  eine  gaoz«>j;atinnale  Algebfaiscbe  Function  von  einem  den 
f»-l)sten  nicht  I<lJ^steigendettGisd*Mt/  Airch  das  Prodnct 

16* 
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C«— Ol)  (x— a«)  («— Ol)       ««)  M  (*>~a*) , . 

wekhM  offenbar  ciBa  ganze  rationale  algebraiaclie  Fttsclion  dü 
«lMi..Giaile8  bt,  obie  Real  theükar  «cb,  vms  jedenMe  /eiae 

Uigereirotheit  ist,  die  nur  dadarak  beeeitigi  irorde»  ksm^  4mm 

man  sich  zu  der  AnDahme  bequemt,  dass  .die  difl^ena  311-r  F 
der  Null  identisch  gleich,  oder  dass  für  jedes  a:  die  Functionen 
y  und  F  einander  gleich,  d.  h.  dass  diese  beiden  Functionen 
überhaupt .  gar  nicht  von  einander  verschieden,  und  daher  in  der 
That  beide  nur  eine  und  dieselbe  Function  sind,  was  eben  die 
oben  von  uns  ausgesprochene  Behauptung  war,  deren  Kicbtigkeit 
•leo  hierdurch  vollatäadig  bewieseo  ist  ;  .    -'.i-  ... 


5.  ö.  »•  • 

■ 

Vm  dfft  Werth  dee  beetkrailBtt  intjAgicale 


4  •  > 


•  »  •••  • 


DähenuigiweiM  10  ermitteln»  wellen  wir  das  Intecrall  oder  dia 
lAÜeün»  jl»^a»  die  der  Kurze  wegen  doreh  bezeichnet  wer* 
den  mag,  in  n  —  1  gleiche  TheUo  einth eilen ,  und  Wollen  im  Vor- 
hergehenden» indem  wir  nicht  9mmm  Acht  laenent  daan  dao'ver-i 

her  Anri*h  I 

*  '  *  1 

%»  Ct»  ttjff  04««^^  I 

bezeichneten  Griiaaen  Innerhalb  den  in  Rede  atehenden  Intervalla 
Uejen  nilaaen* 

«1  =  «  SS«» 


•  •  •  • 


t  > 


«.=«+2— j=«  +  2— 

•  t 

n«  a.  w« 
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oder,  wenn  der  Kürze  wegen  noch  o  för         geschrieben  wird. 


«t4=a-f  3c5, 
u.  5.  w. 


•        r  •  ■ 


tetzeo. 


Ein  allgemeines  Glied  von  y  ist  nach  dem  rorhergebenden 
Paragraphen: 

Der  Nenner  dieses  allgemeinen  Gliedes  ist  unter  der  so  eben  ge- 
fluchten  Voraussetzung  rücksichtlich  der  Grossen  Oi,  a%,  a^,  a«, 
^,.0n  oflfenbar: 


=(—1)»-/'.  1.2.3..  (jti— 1) .  1.2.3..  (n— ft) .  c5»-i ; 


4er  Zähler  aber  ist,  wenn 


I.: 


gesetzt  wird:  , 

tt(t« — lö)  (m— 25) ..  (tt  ~  (f*—  ^) ö)  (tt— fiö) ..  (tt— (n— 1 ) 5) .  "*  ~ 

Also  ist  das  obige  allgemeine  Glied  von  y: 

.  .        M(K~l5)(ii— 25)..(«— (ja— 2)5)(u— -ftQ)..(u-~(n~l)  ö) 

1.2.3 ..  (/i-l).  1.2.3 ..  (n~fi)ö»-i 

Weil  nun  dx=zdu  und  für  x=a,  a:=6 '  respective  w==0, 
s=6 — a  =  to  ist,  80  ist>  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


1.2.3..(f*— l).1.2.3...(n— fi) 


.  ^  ^      i  y  GoOg 


üf»=  /Vw-lö)(«-2(ö)..(tt"(/t—2)ö)(u—ftö)..(M— («--1)0)311 
fletMD,  das  allgemeine  Glied  ^eii  t  ^« 


ydx 


eienliar 


ii(m— Jlö)(u— 2ö)..(ii— (f*— 2)ö)  (a— ftö) ..  (m— (w— l)c5) 


« 


«leo,  wenn  man 


setzt: 

(n-l)t?((n--l)g--l)((n-l)p~2)  ..((n.^l)p^n-l)). 

(«-.l)e- (/.-]) 

UBd  weil  oun  dic=(od{7  und  für  u=^0,    u  =  a>  respective  o=0, 
o 

ec«^tat-wkd«  offenbar  f.**  •  '  J--; 

*  •><.  •.■    ..j.. \«.  .t .  .  -  •  • ..  »...I 

Also  iat  naeh,4ein«*QkiiKe»  to^n    i  >  /  .j^.;  «h  .  .-i  r. . .  -%  . 


«  'iJr  >         i        .  ' 
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da»  ailgemeiDe  Glied»   -  .  . 
Setieo  wir  jetast  ferner 


90  Ist 


9d— Isw.  t>=y(«+l); 


o*  s.  w. 


«od 


4.     ■  • 


I  i  -' 


Wenn  also  n  gerade  ist»  so  bt 

(n-l)  »  (  (»-l)t^-l)  (  («-1)1?— 2)  ^  ((«— l)o-<»— 1)) 


_(»— i)io4-(n-l)  (n~l)tc+(n~3)  (n— ])to+(«-5)  (»— 1)«7  +  1 
—  j  g —  g  g  

^  ^  (ll^l)to-(ii— 1)  (ii--l)to-(n— 3)  (7?-T)?r^jt-5) 
=  ^  ((«--i)*wM»--l)»)((«-l)*«^n~3)%((^ 


rad  twemi  «  vigfiad»  kl^  ae  ict 


• '    •  •  • 
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(«—1)©  (  (n-l)«— 1)  ((«— 2) ..  ((n-l^p-Cn-l)) 

 S  3  ^  5   2         •  2 


X  — ^^y-^  :  !  .  M'^.    •  TT-^  2 

=  ^((«'-l)*»Wtt-l)«)((n-l)'^M«-3)«)..((n-l)«ii>»-2»K«^ 

Setzen  wir  folglich  der  Kürze  wegen,  jeoacbdeni  n  gerade  oder 
ungerade  istt 


|((n-l)%»-(n.-l)^)((n-l)^-(»-""3)fe).>rtn-iyio«-y)(n^ 


so  ist  offenbar 

•       «  •• 

(it-l)c((»—l)c— !)((>!— l)c-2)..((n-^l)c-(*-l)) 
=  ^  an-l)«>-(«-2(t+l))  Wß ; 

.  -  -.  W 

and  weil  mm  dos=|-9w  and  flir  o=0,  e»!  respectiTe  ws-^l* 

co=:-|-l  Ut,  SO  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

* 

t  ■ 

r^=     ^  *((ii-i)»-(i.-a^+»))  w^dm. 

Alee  ist  4a9  allgememe  61M  l  -  > 

nach  4em  Obigen:  - , 

-I 

Die  beiden  Fälle,  wenn  ft=l  und  j*=n  ist,  müssen,  wotoo 
leicht  die  Nothwendigkeit  aus  dem  Vorhergehenden  von  eelbii 
erhellen  wird»  nun  noch  besonders  betrachtet  werden. 


^  kj     d  by  Google 


Das  erste  Glied  von^/^  t  ist  na^liM  dem«, Torbergebenden  Pani* 
grapheo 


Der  Nemitr  lüeses  Gliedes  ist 

lo«        ^38. -^45      (»-*!)  S 
1.2. 3...  (»-1)  ö—i ; 

und  der  Zftbier  ist«  weno  wieder 


I. 


gesetzt  wird: 

1      '    »  •  X*— l©)(M--25)(M-^w)..(if-^(n-l)c5)i  ■ 
Also /ist  fd^-fH|pige.. «rate  pKed.Toe  y:..  .  .{. 

L2.3..(»-l)5-V  : 

Weil  nun  dx=^du  und'  für  x=^a,  x^b  respective  ii=0» 
«is6 — a=«ist,  80  ist,  wenn  der  Kllize  wegen 


'»""1.2,3..(»— 1) 
und 


I7tr=:jr%-lö)(u^25)(»^)  ..(tt-(n-l)ö)aii 

Sesetst.wird»  das  erste  Glied  yon  '    '  '  '  "  *  " 


i:  > 


I 


Mob  ist  aber^jYie  nan  leidit  findet: 

•  i  •    /  •    .  »  , 


-  .lft-)fi-')fi-3)  (S- »-■')  ' 

Ö 

also»  wenn  man 

■etit:  .    .  , 

(u-lä)  (K-aS)  («— 3S)»  («— (»— 1)5) 
_  (»t-l)t>((»^l)>-l)(»-l)t>-2)..((n-l)p-(ii-l)) 


f 


und  weil  nun  Btf=G>dr  und  für  u=:0»  Ttfpe^T«  0c=dO,  9=1 

Ißt,  60  ifii»  weon  der  Kürze  wegen 

/*1  (n-l)ü((n-l)t>^l)((ii-l)r^2)..((it~t)t~(n--l)). 

F,^^  -       ______  a. 

gaaetzt  wird»  offenbar   

\.  l/fÄiaS*!*^  Fi»  j, 

.« • ' 

Alao  iat  nach  dam  Obigen  von 


das  eiste  Glied: 

wo  ITj  seinen  obigen  Werth-  hat 

Diese  Rechnung  noch  weiter  fortznfiihren,  ist  unnuthig,  weil 
die  fernere  Reclinung  ganz  unter  dem  obigen  allgemeinen  Falle 
enthalten  ist  .  ^ 

Das  letzte  Glied  von  y  ist  nach  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen 

(o»— OiXenr-Oi)  (a^a)|ly^ii«)  ..(ob-oii-i) 

Der  Nenner  dieses  Gliedes  ist 

(«— l)ö.(n— 2)o.(n— -3)5...  lÖ 
=(—1)0.1.2^.(11— l)ö»-i; 


.  kj  ^  .d  by  GoOgI( 


und  der  Zl|ttft  ial;  «n9i»i{iiriMtl.  *.    «}  •.  '1-  \^)y^ 

-•  -  -  i,  :-«:-'»??f*-«  ••  • 

\fßa  iftt  da&  öbige  letzte  Glied  von       ^'    '  .       '  . 

»(u-^lQ) (1,-2(5) («-3(5).. («^-(^^I^^jy);.  ^  . 

Weil  nun  da:  =  du  und  liir  ^  =  a,  a;=6  respective  »=0^ 
«=6 — a=niatp  «o  ist,  weon  der« Kikve vwegen  <>    i  i-«  •  ' 

-  (-1)° 

i.2.3-(»-l) 

ind  ./».»!•  I  'M» 

C/;= y^Vtt--lö)(w-^5)t«-3ö)..(M--.(ii--2)ö)öa 


.'.!.'     *    Ii  -      «l'.    (f  ;    t*»rt  ,i'A 


2/OX 

»ffenbar  c.* . 


Nim  Ist  aber«  wie  man.  leicht  ündet: 


.;  »jlJj;  •».'«•I  /;  iol  '»ift 


tt  (tt  —  Iw)  (^f— ^pjy^y— 3(o)..(tt— (rt— 2)ö) 


=-=(n— 1)d,  tt=(«—l)ö»=a)P 


«(«— 15)  (»—25)  («-«8Ö) ...(»— {ii-^2)0)      •  • 

(j»-l).>((»-l)r-l)((«-T)p-2)-((«t-l>-(»-i)) 
 ■ 

md  weil  nun  du^adc  und  für  u=0,  ti  =  a>  respedSvb  99 
9=sl  ist,  so  ist,  wcnB^der  Kfine  weg^n 


/»i(n-l)p((«-l)i>-l((n-l)o-2)..((n-l)p-<n-M, 
J  (n-J)r-(»-l) 

gesetzt  wird»  offenbar         .      .  i  '  ' 


II  *  I    ,     i:    •<  I, 


dM  letito  Glied: 


\t 

wo  Km  seiooD  obigen  Werth  bat 

Von  jetzt  an  Ist  die  Reetaimc:  ^edst  jgaoii  nster  demd 
betnchteSM  aUgemeinen  Falle  enthalten,  und  dieselbe  bm 
datier  nleht  welter  for^gefälirt  tti  werden. 

Nehmen  wir  nun  alles  Vatrhetgehende  ausanim,  so  eq| 
sich  snr  Bmcfanwig  des  filett  GUedes  ven 


v 


9''. 


die  folgende  allgemeine  Kegel: 


'  >t  i)  Itf 

ond  lege  in  den  Fällen,  wenn  ii.=l  und  u=n  ist, '  ^ejIi^W 
dieses  Bruchs  jederzeij.  den  Werth  1)  ^f  M 

setze  man,  jenachdem  In  dne  gerade  eder  eine  ungerade  2aa 


\  (n— (ii--2u+ljS 


|((n-l)«ii»*-(»-l)«)((»t-l)N»»-(«--3)«)..((n-l)«>««-^("- 

 i[ii-l)M-<ii-iHTF" 


o  iyui^cd  by  Google 


—  i 


was  nie  geringste  Schwierigkeit  hat,  da»  wie  ans  den  Obi- 
gea  sich  sanz  ▼OB  selbst  eiSgte«,  Wß  ipnmer.eine-gaose  ratienale 
rfgehniiscKe  Fsnctioii  Ton  w  Ist  DaoD  Ist 


— i 

das  gesucbte  fite  Glied  des  liestlouiiteD  lotegnto 


.  i 


•  •  • 

ond  folgUf^     .     .  :  . 


•  _  *  • 


wodurch  also  der  Werlii  imeers  lwisH«mtea  ^tagrals  nihenuff- 
^vtiM  fefandea  ist 

Wir  wollen  ietat  die  beiden  Glieder 

1  * 


o  i^ui^cd  by  Google 


I 


betrachten,  indem  wir  annebpieiii  dan«  fi.ff-v:pn4:l  .j^^  ^.df^« 
diese  beideo  Glieder  gleich  weit  vom  Anfange  and  vom  Ende  ib- 
«tahen»  $  • 


Weil  n=ft+v  — 1  ist,  60  ist 


I'!»  .1  .  !  :.  Ii  •  *  '  •  i« 

und  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar 

Also  ist  '  * 

((n-l)»  -(»-2v+l))  W,dto=Hn-l)w-(itr-v))  iV^d» 

d.  i. 

•» 

((n— l)ic-(n-2v+l))  Wrdw=((n-Ayw  +  (n-2/A+ 1))^  IT^xaii .  * 

Setzen  wir  doi>  to=  — tc',  also  d^s=— dio'«  sollst»  wie  lekht  ass 
dem  Obig^  erfaeileD  wird, 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt ,  jenacbdem  » 
gerade  oder  ungerade  ist,  und  folglich  überhaupt 

((»-l)ii>-(n-2v+l))  FF^  =  (--lj"((ii— lK~(»-2ft+l))  W^'- 

Weil  nmi  für  — 1,  io=4-l  respectiFe  ta'= +,1,  w' =. — 1  ist, 
so  ist  .  * 

-1  iv  I 

=(—1)"  Z'  '  ((»-l)w'r-.(«-2«»+l))H'^' 

•4. 

4  ,  .   ^  '    .'M   ...I    lt*«*t    ,    1-  I     «»-'■     (i    .11^1  • 

oder,  was  dasselbe  ist,  : .:  ,  «,  \  . 

y*'*"'((«-i)u>-(fi-2v+i))if,ew  ' 

Daher  sind  die  Grossen,  in  v\ eiche  in  dem  fi.ten  und  rten  Gliede 
und       rouitiplicirt  sind,  nach  dem  Obigen 


o  iyui^cd  by  Google 


»  .  •  •  »  •  . 

.   •»  .       .»»  ... 
-(.-Vr^mK^f^  .(•öi-l>»-(ii-2|»+.l))IF,.aw,.  ,  , 

Für         md  yss»  ist  nach  dem  ObigeD  beloMiDill^h 

1.2.3..(ii— 1)  • 


•o  daOT  also  im  ersten  and  letzten  Glieds  tod  C  ydx  die  Coeffi- 

dsDten  Ton  ond  Am  naeli  dem  Vorhergehenden  ofenhjsr  Mnan- 
der  ^Mdtk  sfena*        *^  * 

JJ^emeb  lit  MnomtliGh  •  i.  .. 

'    .  .         .  •.**.«'»•»! 


(—!)»-• 


nsd  <olgti«b«        Dach. der  Voraus«eitzuo^:fL-|'<f^>i-l:l« 

ft— -^=1;^ — 1,  n — v=fi — 1 


ist 


•  •   .  *.  #  ^  •  .,."11, 

y   ■  (-1)"-'   .  . 

daher  ist 


m 


d.  i«  iumIi  dm  Vb^lMftgifeli6iid0o  iHMcf  * 


r     •  • 


womiis  nlui  alao  Mbit,  dass  unter  den  gemachten  Vot—aaetwa 
geo  fiberhaopt  in  dem-  itten  uod  vteo  Gliede  von  /  fdvdieGioa- 

•en  Afi  und       gleiche  Coefficienteo  haben. 

Man  gelangt  also  hierdnrch  •zu  dem  aUgemeinen  lieanltäei 

da88  in  dem  obigen  Ausdrucke  von  /   ydx  die  Grösse      in  deo 

a 

vom  ersten  und  letzten  Gliede  gleich  weit  abstehenden  Gliedero 
mit  gleichen  Coefficienten  behaflet  ist»  wodurch  natürlich  die  ou- 
neriache  Entwickelang  dnr  Coefflclenten  tos 

üflt  A^fmfAu 

in  dem  obigen  allgemeinen  Ausdrucke  von ^  ydx  wesentlich  ab' 

a 

gekürzt  wird,  und  daher  das  in  Rede  stehende  Resultat  als  ein 
mr  die  numerische  Berechnung  dieser  Coefficienten  sehr  wichti- 
ges bezeichnet  werden  mus«. 


■ 

Wir  wollen  jetzt  noch  eine  sehr  bemerkenswefthe  ganz  aUge* 
meine  Methode  zur  Entwickelung  des  bestimmten  Integrals 


f  •  •  • 

angeben  >  indem  wir  nat&rllch  wie  früher  auch  jetzt  immer 
(«a— «iX«*— ö»)(«a-aj{aa— Oft) ...  («i-o«)  ^ 


Digitized  by  Google 


.  (3:  ~  )  (jT  —  r/^  (ar — «4)  (»T  ~  ^5 )  (ar —  an)  ^ 
,  (Jg— g>)  (J?  —  ga)         ^/s) — ^n)  . 

II.    s.  w« 

(««—öl)  {fin-a^  (««—«11)  (^«—«4)  ..•  (<^--/3r«-i)    "  * 

setzen. 

Wir  wollen  zuerst  elee  neue  veränderliche  Grösse  welche 
durch  die  Gleichung 


woraus  sich  A:=ia-\-(b — ä)u  ergiebt»  bestimiut  wird»  einiiihreii. 
Setxeo  wir  der  Kurze  wegeo 

•^■=6^'  ««~ÄI«a'  '^a-Ä^'    '  «^^i^Zli» 

so  erhaiten  wir  nach  leichter  Soltstittttiou,  wie  sogleich  eihellen 
wird; 

™  —  — <^3)(«--tf4)(«-g&)   '("~tyn)  ^ 

•      '  (ai--«s)(«i— «»X«i--«J(«i--«ft)  --(«i~«»»)  * 
(«t— «1) («»-««) («»— «J («II—«*)-  («a— «»)  • 

U.     8.  W. 

(m— cQ  (m        («  -  «,)  («  —  s^i) ...  (11  -  ««-1)  . 
(<tr*«i)(tt«-~c,)(gtt-~aa)  (««— C4)...  (et!  gfa^t) 

oder,  wen  Idr  der  Ktae  Mfea 

iv^ =(fl^— «,)  («4—^0  («1— «0  («4  — «4) ...  («1— «^»)# 

TMl  XIV.  .  17 


, 

ZV^  SS  (flf4--«l)  («4— ««){«4— «»)-(«4— «•>! 

II.  's»'  w. 

und 

Fl = «»)(t(*«4X«—a^—(ti—ai!»>»^ 

=  (m — ax)(M — — «4)(«—aft).. 
Vi  =  (tt— ai)(t»— «tXtt— «j)(m— ff6)^*(«~fl!R)> 

U.    8.  W. 

setzen,  wo  <  -  • 

/fj,  Nt,  N^f^tNn 

die  Werthe  sind»  welche  rcspcctire 

Vis  üf,  Vt,  Ü4,..  ün 

erlialten,  wenif  man  in  diesen  Grössen  für  u  i*espective 

^t,»  04y*«<^ll 

setzt:       .  .  . 

'  »=Ä^.+^ 

also,  weil  uacb  dem  Obigen 

ist:  ' 

yd  je 

Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen  fiir  az^a»  dr=6  respective  »=4* 
ifasl  ist»  so  ist 


t 


d  by  Google 


2S» 


«      •  0 


«.    8.  W. 

wir  aber 

17=5  («— Oj)  (u — (it — )  (ll  «4)  ...^M  —  On)  » 


so  IlMt  sich  die  voretehende  CrleicbuDg  auch  auf  folgende  Art 
aosdrileken: 


1  ^   dl  f'J^ 

Udu 


Ä,  c/a 


u.   e.  w» 


An  _UBi 

o 

und  der  Coefficieot  von  Au  in  der  Entwickelung  von 

a 

ist  daher  im  Aligemeinen 


Denken  wir  ans  nun  das  Product  V  abeletgend  naeh  Poteo- 
zeo  von  «  entwickelt,  und  setsen  demzufolge 

IT» 


W6 

* 

iV^  =  («4— «l)  («4— «*)(«»— 

It.  *8»'  W. 

iVns»(aii---a|X«te---^)(aii-OjX«i«--«0^^ 


und 

r,  =  (ii-ai)(ii-*«.)(fli-«4K«--'<i>^-(«— » N 
I7«=(i*—  ai)(tt — aa)(M— «4)(tt— «»)^.(ti— ««), 
f;^  =  (tt— aj)(«--«2)(ii— a4)(M— a4)...(tt— «»), 
=  (m— «iXw— «tX«— «»)...(u— Oii),  ' 
u.  «.  w. 

t7„  ~      (Vi)(m— «iXti— a^X«"-«4)—(*—<*«-i) 
setzen,  wo  <  -  *  ' 

die  Wertbe  sind,  welche  respective 

üi,  t7.,  17,,  U*,..  R, 
erhalten,  wenif  man  in  diesen  Grössen  fiir  «c  respec^e 

^1,  tf«,  ttt,  04, •••0» 

setzt: 

also,  weil  nach  dem  Obigen 

air=s(i^ii)0ig 

Ist: 

Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen  för  x^a»  se^b  respecHve  ii=Öj 
tfsl  ist,  so  ist 


t 


Google 


2S» 


o 


b 


11.   s.  w. 

Selsen  wir  aber 


4 


SO  IlMt  «ich  iHe  voreteheode  Gleichung  a«ch  aof  folgende  Art 
ausMlcken: 


o 

1  CTdtt 


2W  S= 


0 

u.   e.  vr. 

an 


An  p  m 

und  der  CoeiBcieot  von  Ak  in  der  Entwickelung  von 
Ut  daher  im  Allgemeinen 


Denken  wir  uns  nan  dae  Product  V  absteigend  naeh  Poten« 
zen  von  n  entwiclielt,  und  setsen  demsulolge 


IT» 

^  kj     d  by  Google 


wo  dl«  'Bedentoi^  der*  CoMdeBlBD 

Cgt       C$f^  dl  t9  Cm 

Dach  einem  bekaniiten  arithmetischeu  Satze  fod  selbst  erhelle^ 
so  ist 

und  folglich«  wenn  man  sttbtrahirt: 
also  iiaPch  eUrar  bekannteii 

ü 

U — «Kl 

+  Q«^-»  +  Ci«»  ti^-* + ... + C««iP.- >+ 

U.  8.  W.  • 


/i  TO 


und  folglich 

=  1 

+  i&i  («»+ 
odor 

üdu_  ^ 


PI  üd 

J    u  — 


^  Digitized  by  Google 
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1  - 

+ä(«*"-H-Ci«*"-'+Ci«*"-*+...+  G.-««t»+Gi-,«*+<i-,) 

II.  a.  w. 


W«mi  wir  bu  dio  FuMlioii 


C7=(tt— Ol)  (m-Oj)  (tt-cfs)  (m— «4)  .^(»— 0«) 

&atfirlich  fai  Uuw  wwdUm  wttfMMn  form,  irit  der  tModHchtB 

fA  Mumfm  RcmIb  midlipllelreii,  das  ProdaeC  «Meigend  amck' 
Potenzen  von  ti.  ordnen,  und  den  blooo  Polenzen  Ton  u  mit  po- 
lltiveii  Exponenten,  Null  eingescblosseo»  ogthaiteadon  TJieii  aie* 
Products  durch  ü^,  den  bloss  Potenzen  von  n  mit  negativen 
biponenteii  enthotteBdoo  ThoU  deaaollMii  dnrcb  V*  beeoicbooD» 
jbottBfalge  aUo 

leUen,  so  finden  wir  aaf  der  Stelle»  deae  der  okea  enMekette 
i^crtk  des  beatimarten  Integrale 


1  TOtf^ 

Oft 


|u  hervorgeht,  wenn  man  darin  ok  Hit  u  aotzt;  und  beaejcli- 
m  wir  aieo  de«  Werlb  Von  V  Abr  ««so»  dnrdi  V',  eo  iet 


262 


I 


üra  folglich  das  bestimmte  lotegnil 

M  Udu 


f 


u  —  ak 

o 


zu  erhalten ,  entwickeln  wir  durch  gemeine  Multiplication  den 
bloss  Potenzen  von  ti  mit  positiven  Exponenten,  Null  eingeschlos- 
sen, enthaltenden  Theil  des  Products 

f/ar-i  + 1 «-«  +  j  IT-»  +  j      4- 1 +  ....) 

und  setzen  darin  u^etk. 

Noch  kann  man  Folgendes  bemerken.  Wenn  man  in  denr  oben 
entwickelten  Ausdrucke  von 


u  —  ak 


för  u  den  Werth  a/t  setzt,  so  erhält  man  als  entsprechend« 
Werth  von  17*  die  Grösse 

ntti^^  +  (71-1)  Ci«*»-2+  (n-2)  Ciat"-3+ ...  +  2Cn^ak  +  Ci-i . 

und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

m 

dü 


du 


ist,  so  erhält  man  offenbar  den  Werth,  welchen  Uk  tnr  u  =  t 

B  U  ) 
erhält,  aus  dem  Differentialquotienten         wenn  man  darin  u- 

setzt.   Bezeichnet  man  also  diesen  Werth  des  Differentialquotii 

dü  du 
ten       der  KGrze  wegen  durch      ,  so  ist  nach  dem  Obigen  j| 


und  folglich 


b-a        Vdu      „  , 


du 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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I 


wodurch  jetzt  der  Werth  uiwera  bestimwtea  lateitab  velUttodfar 
entwickelt  ist  ' 


▼«rhergebenden 


U.  6.  W, 


•etsM;  «•  ist,  wie  im  leicbi  findeti. 

_    (p-fe)  ri;~g3)  (P-ß4)      -^5)      (t— /^n)  - 
(fc-ft  )(A  -  ß.,m-ßd  (ß3-ß5)"'(ßs~ßn) 

.  (r--fe)(r-fe)...(^-/?„) 

'  .      U.  Se  W. 


Digitized  by  Googl 


■ 

•im,  wm»  wir  4et  Kfaw  tngn 

».=(fc-iA)(fr-A)(fcHW(fc-Ä)~(fc--«, 
CT« = 4-A)  tf«- W  (^4 -Ä)  *-Ä)  ~  . 

U.  8.  W. 

■nd 

yi  ==  («^- Ab)  (f  - A)  (v-ß^)  (v^ß^) ...  (r-/3„) , 
F2= (ü-ft  )  (p-Ä)  Cr-^J  (i?-A) ...  (r-/5.) , 

F.=(B-Ä)(i.-Ä)(c-A)(»-W~.(»-^U^  - 
aetMD,  «TO 

Xi\%  Ht»  Xlti  Xl«t— ME« 
die  WertiM  «nd,  nreldie  respective 

Vx»         Fj|,        ...  Pa 

■riniti»  fvem  nna  ia  diesen  Gitam  fftr  e  respecttre 

Am  Au—Ai 

setzt^: 

«leo«  weil  mich  dem  014geii 

8jr  =  (6— a)    =  (6— ö)  a© 


^  I 


Digiti^ed  by  Google 


Weil  nun  aM  4Mfc  äm  OSkgfm  Aa*  i^ipietiv«  ««41» 

«sl,  alao         1»  V8-f  1       «o  ist: 


~1 
u.  s.  w. 


Setwii  wit  abto 


80  iäasi  sich  die  vorstehende  Gleichung  auch,  auf  folgende  Art 
ausdrücken: 


-1 

.  A.  '"^ 

tt.  0.  w. 

■d  im  €oefficieDt  vod  At  io  der  Entwicketung  vob 

Ut  daher  im  Allgemeinen 

« 


-1 

Denken  wir  uns  nun  das  Product  F  absteigend  nach  Poten- 
ten von  V  entwickelt,  upd  setzen  demzufolge 


wo  die  B«ieiilwg  der  CoeOicienleB 

•  >  - 

Dach  einem  bekaunten  arithmetischen  Satze  von  selbst  erhellet, 
eo  let 

iiod  loiglich,  weno  man  subtrabirl: 

alflo  MMsh  einer  lieiuuomtea  Divieioiieregel: 

V 
v—ßk 

11.  s.  w, 

4.  CiH-ee-f€i»-e^ 

laud  folglich 

J  ^ 

-I 

+  sri  0»»+€i)l(+i)-»  -(-»)"-') 

+  515  tftH(Ci/J*+«J|(+l)»-»-(-l)?-«| 

u.  s.  w.  • 
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aitfo»  jeoadKieiii  u  eine  gerade  oder  eine  ungerade  iteU  a«4( 

/Hl  F8» 


•der 


+  iißk'-H^ßi^-*  +  •••  +  C-»^**  +  <C.-4/S*+<E»-,) 

«.  w. 

+  «. 

Wenn  wir  nun  die  Functio« 

natürlich  Iii  Vkm  tweMm  entiflcinlteiiFerai,  alt  der  immlHelieB 
Reibe 

+ 4  «r* + ä  «r-» +}     + J«^ + - 

nach  belaumten  Regeln  multipliciren,  dasProdoct  absteigend  nach 
PMenseii  von  e  orMBii,  vod  den  Ucee  Petenett  f^n  e  «it  peeh 
ÜTea  Exponenten,  Null  eiogeechloseeD,  ^utiudleiiden  Tbeil  dfeeef 
Prodncto  dwcb  F'»  den  Iims  Potenaen  toii  e  mit  negativen  flic- 
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ponenten  entlmlteiidea  Tbeil  .deMelbendiiicb  P"^  beieichiieii»  dem- 
rafolge  ako  '  «  - 

setzen»  so  inden  wir  auf  der  Stelle;  dass  die  Htlfta  itos  oIm» 
eotvrickeltea  Wertlui  des  bestlmiiitea  InteffMU 

Vdv 

MS  P  benrofgelity  wenn  nun  darin  ßk  &ir  v  setzt ;  and  bsssich' 
mm  wir  abo  des  Wütb  vmi  F  flür  •  =  /34  dureb  Vvso  ist 

Um  folglidi  das  bMtbsntr  liite||iil 

/h^  ras 

a«  erlHdlsii«  solwlekefai  wir  iiirch  gemtiae  MallMlefttiaA  4«i 
bloss  Potenzen  von  v  mit  positiven  ExpoBMitsa»  MD  eingsscble«- 
Mi»  «ntfaalta«dea  TImU  des  Prodnets 


setzen  darin  v^ßk,  und  nehmen  das  Resultat  doppelt. 

Noch  kann  man  Folgendes  bemerJ^en*  Wenn  man  in  dem 
oben  entwickelten  Ausdrucke  von 

lir  e  den  Werth  ßk  setit«  «o  erhilk  min  als  Mls|iw!isud»n  Werth 
von  Fk  die  lilrdsse 

nmd  weil  non  nacb  defn  Obiges 


Ist«  so  erbält  man  offenbar  den  Werth,  welcben  Vk  v^^ßk  mt* 
'hSii,  ans  dem  DIfferenfialiiQotoiten  -g^>  wenn  naii  dsria  es^a 
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MteL  ReieiehiMt  bmo  aWo  dkiMi  Werth  l>f>iirtrii|BiMM 

ton  ^  dcv.KirBe.  wegen  dorcfc  -g^»  eo  iet  nedk'dem  Migea 


»  • 

Oaber  iet^nacb  dem  Obigen  • 


/h  \  V'  r'  V 


Ji       W       TS  "SF 


Daes  die  kler  entwickelte  Methode  wot  der  im  Tothergehenden 
Paragraphen  entwickelten  Methode  rfiekalchttich  der  Klne  der 
BiieaMHng  der  Coefikienten  von 

A%9  A^»,mAm 

io  dem  Anedrack  Ton ^  y6bp  Vortttge  hat»  wird  sieh  epSterhIn 
nigen;  flIr  jetzt  .wollen  wir  «M  darOber  nicht  welter  TerbreMen. 


j.  9. 

.Wir  wollen  jetit  annehmen,  das«  den  Werthen 

Oq»  «1»  o%f      a^f..,am,  a»fA 

f OB  •  die  Werthe 

A^,Ai$  Afiß  Agg  A^»»»Att4'i 

eotsprechen,  so  dass  wir  uns  also  die  beiden  vorher  betrachteten 
Reihen  einander  entsprechender  Werthe  von  x  und  ^  um  zwei 
ttMer,  jede  der  beMen  Eelhen  am  «Anfange  aid  am  Ende  nm 
A  €md«  Termehrt  denken«  vnd  daher  dkwe  hdden  Reihen  an* 
immeufl  tiuimender  Werthe  tos  m  und  y  etwas  grossere  Intervalle 
Vit  verlier  vfohaamt,  »d  eetien  demaufelge  jetet 
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(flo— «i)(«o— aa)(öo— o,)(<7o— «4)  •••(«'o— 

(j?— Oq) (ar— ffg) (^jr— «3)  (ar— 04) ...  (jt— a«-|-|)  ^ 
(ox—Q^) («1  — Oi) («1  -«3)  (a,— a4)...(a,  -oh-i)  * 

(j:— ^0)  (JT—Cii)  {x—a^  (x—a^) ...  (J—ffii^i) 
(oj— Co)  («1— Ol) (oa— Os)  («2— "4) ...  * 

(or— flo)(jr— fl2)(^— g4)  "(^— g«H-i)  j 
(«a— «o)(«s-Oi)(''3-«2)(ö»— — (Of— OiH-i)  ' 

U.     8.  W. 

«o)  — Ol)      flt)  (^—«3)  —  C^— q«) 


wodurch  im  Allgemeinen  naturlich  eine  etwas  grossere  Genauig- 
keit wie  vorher  oei  der  Bestimmung  von  x  erreicht  werden  wird. 
Indem  wir  nun  aber  unter  dieser  Voraussetzung  uns  wieder  mit 
der  Ermittelung  des  Werthes  des  Integrals 


beschäftigen  werden ,  nehmen  wir  ganz  wie  vorher  bloss  an,  dass 
nur  die  Werthe 

Ol,  o^,  flg,  a^,,..au 

von  X  innerhalb  des  durch  die  Gränzen  a,  b  nnsers  Integrals  be- 
stimmten Intervalles  liegen. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  wie  in  $.  6.  setzen  wir  jetzt : 

-  6 — a         -    09  ' 

fi2=a  i-1  a-f-1   , 

n — I  n — 1 

-  b — a  ^    (ö    •  ' 

*  n— 1  71—1 

«4=0  +  3   5=0  +  3   ;» 

*  »—1  «—1 


U.     S.  W. 

=  a  -f  (n— 1)  — i  =a  +(n — 1)- — ^ 
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Mfer.  wem  wir  wieder  »  för  — «  schieilMas 

41^=:  a  H- )  » 

«.  8.  W. 

Eid  allgemeiM«  Glied  von  ^  iat  Dach  dem  Obiges  s 


(afA—aQ)(afr^ai) («/*— a^-i)        a^+i)...  (ö/i-«ii+i)  ^ 

Dtr  Neoner  dieeee  aHgemeinen  Gliedes  ist  unter  der  so  eben  ge- 
webten V^oraussetsiuig  rfieiieichtlicli  der  GrOeeeo  e^  «i»  e^  e^».. 
-*<»ft  effeobar:       ,  '  ' 

fiö.(|Li— 1)05. (ft— 2)0.. lö. —  1  ö. — 2ö  . — (ft — f&-f])S 
oad  der  Zähler  ist»  wenn  wir 


setieii; 

"  OH-lli)^(#-.lö).(ii-04~2)  Ö)(t*-;*ö)..(i4-iiö)/ 
Alto  iet  das  eUge  allgeineliie  Gfied  ven 

/   |x._^i  (ii-i-i5)ii(tt-lG))..(ii— (ft— 2)5)(ti~fic5)..(#--itS)  - 

Weil  nun  da;  =  du  und  für  .r  =  a,  X=zb  respecytive  t(=0> 
a=(i»  is^  so  ist;  wenn  wir  jetzt 


1.9^fiJ.13.«(fi-^^-l) 


J72 

seUen,  das  ailgemeiBe  Glied  von 
<^enbar 


* 

Nim  ist  ^ber,  wie  nan  Isislit  findet: 

(tii-iS)«  (»-lS).(tc-K|ir-d)  ö)(tf-|iS)^(ii-fi9) 

:„.,.(^')ifroa-4fi-o' 

also»  wenn  man 
seiitf 


und  weil  nun  du=:i<)8t)  und  f&r  u—ü,  u=c»  respectiv^  t)=0,  — 1 
\»X,  80  ist,  wenn  der  Kürze  wegen 

„      /*i((»-l)p-H)(n-l)t((«-l)t>  -l)((«-l)p-2)..((i.-l>-n)  „ 
o 

gesetst  wird«  offenbar 

Also  ist  Dach  dem  Obigen  von 

y  yd« 

♦ 
■ 

das  allgemeine  Glied: 
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• 


1 


f 


«•  w. 


• 


=* — ^  1  ^ — TT  '"^-^ — 

,^(»— l)u>-(n+l)  (n— 1)«— fw— 1)  (n— l)«c— (n— 3)    (n^ljie— 1 

X  ^-j  .     2  ■         i   ^"V-^j 

«li  wen  n  wafgwdt  ist»  m  i«l  . 

TMISir.  IS 


*  ■ 

((»-»)»  + 


s 


Setzen  wir  t'olgUch  derKfirie  wegen»  jeMobden  «  gmile  eder 
«ngerade  ist:  * 

i((yi~l)^ii>^(>i-H)'^)  ((71— ((it~l)%o»— 
(,,_-|)2ro2_-(n~ii;i+l)« 
((it-l)%oMfH-iy)((it-l)V-(7?-1)^)..((n-^l)«to«->2«X<— 


60  i«t  offenbar 

((wt)  p  -f  1)         t?  ((»— l)o^l)((n.-i)p~  2) ...  ((n— 


•  * 

imd  fi'eil  nnn  mid  fSx  väO,  r  =  l  re«pective  to:s-«.l. 

*0=4-i  ist«  so  Ut.oach  dem  Olki^ea. offenbar 

'  *i»=w/    ((«-t)ip-(ji-2|*+i))u>^.  : 

Also  ist  dae  allgemeioe  Glied  von 


nie  beiden  Fälle,  wenn  fi=zO  und  |»s=ji+l  ist.  milBSca  pnii 
noch  beeoftders  betrachtet  werden,  woton  die  rintfiii niiflhhiill 
laicht  aus  dem  Vorhergehendeo  von  selbst  erbeilen  wird. 

Das  erste  Glied  von  y  ist.      -      <       '  I 


«  ■ 
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9  f 


Oer  KeniMr  diem  GUedea  bt 

lö. — 25. — 35.— 4ö... — («-fl)5* 

und  der  Zähler  ist,  weiio  wieder 

•  umst—m 

u 

geselat  wird: 

lö)(tt-2ö)  (m— 3ö),.(ii— »5). 
Abo  ist  das  obige  mto  Glied  too 


fatt»  so  iot»  wenii  der  Kilne  ivegen 


md 


gesetzt  wird,  das  erste  Glied  von 


ist  alw,  wie  warn  leMf  iedeH 

1+' 

abo,  weeo  nee  . 

18* 


»  * 
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m(^— 10)(m — 2ö)(a— 3ü)..(m— «5) 
'  _.  ^.^.((»-1)  +  IXn- l)r((n-l)»-1)  ((n-l)r-a),-((«-l)t>-<i) 

jn^  wiH  mui  9m=todv  und  «ssfl^  tf&sii  ■■ipaclif»  «saaft  «ipl 
ist,  M  ist,  weim  der  KOne^vr^n 

^  _       ((n>-])p-t.l)(M  -  i)g((n--l)p~l)((«~l)p--2)..((ii-l)r-it)  ^_ 

_ —  jji:A)iTi  ^ 

ges«til  wkd«  ofipaliar  - 
Also  ist  nach  dem  Obigen  von 


das  eiste  Glied 

«So  ^  A^f 

wo  3^  seinen  oUgea  Wevlb  Jisl  • 

Diese  Rechnui^  Bodi  weiter  tbrtiofilhreiiy  ist  «eefttilig,  weil 
die  fernere  BesiioiiDg  §uui  mter  dem  ebigeo  elige^eieen  Felle 
enthalteo,  ist. 

Des  lelsle  Ctted  veii  y  ist  eesh  den  Obigen 
Der  Neener  dieses  €üedss  M 

(» 1)  Ö.  »Sk  S 

i=  (—1)0. 1. 2.3..  (n + 1)  ö«+*. 
ued  der  ZiUsr  isl^  weee  wieder 


gesetzt  wird: 

(«•flQ)ti(ai-«lS)(»-4lo) ...  («-^11— 1)  i5). 
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AIn  M  da»  oUc»  latete  GUad  vm  j^i  ,  - 

^"^^"""^  1.2.3. .(iifl)ö»+i  • — '7^' 

IM  w  Ibrs^aii  mA  Ufr  «es«,  jrs«  «MtfMlii»  »pO»  « 


Ibfi  l«i)«(ii-lö)(»-2ö)..(»-(ii-l)ö)^ 
ge««lil  wird«  da«  letzte  Caied  Ten 


i^Wi  OT»  ■■Br»  Wie  ■■M  OTCBV  ■■■■I« 

(at -1- lS)«(v-lB)(w-ae).(«— (11-1)0) 


.(^Os(8-oa-^)  g-) 


^  (k  i- 1 Ii  (tf — 1  (5)  (a— 2  c3) ..  (tf — (fi— 1)  Q) 


«■d  weil  iion  9tt=:<Ddr  und  ftr  »sbQ,  «sa«  leipecHyi  e»9» 
fssl  iet»  «e  iet^  weon  der  Une  wegea 

«^«r  (C"-»)''t^»-^'^»-»)'^'>«"-^'-^>"tf»-»>''-'')ih, 
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geseUt  \vird>  offeubar  *  • 
AUo  ist  bmIi  dem  Obigen  ?od 


4m  toUte  Ulied 
WO  IUh  Mfam  oMgen  Werth  Inl.  . 

Von  jetzt  an  ist  die  Rechnung  wieder  ganz  unter  dem  obigen  ; 
all^emeineD  Falle  enthalten,  }ioo  •  dieselbe  braucht •  diibec  ' niciit 
weiter  fortgeführt  zu  werden. 

NebmeD  wir  nun  alles  Vorhergehende  zusammeo»  80  0rgitbt  i 
sich  xur  Beredinaug  des  (/i-f  l)^teii  Gliedes  vou 


die  folgende  aUgeqieiDe  Regel: 
Man  oetio 


1.2.3..|*.1.2.a..(n— . 

und  lege  In  den  fslleo,  wenn  f*=0  o^d  |&3=n+l  ist,  dem  Nen- 
ner diesen  Bmcim  Jedenelt  den  Wertli  l .1.3.. (n 4-1)  bei.  Hie- 
mof  netnt  man»  jenacbdem  fi  oino  geAide  oder  imgenide  Zahl  ist» 


((it-^l)*iD«- (n  +  l)g)  iin-Vfw'^  ~  (w— 1)») 

(«— 1)*  + 1)» 

und  bereclMie  das  bestimmte  Integral 

was  nie  die  geringvste  Schwierijjkeit  hat,  da,  wie  aus  dem  Obigen 
sich  ganz  von  selbst  ergiebt,  XP^u  immer  ebie  ganse  ratioiiale'1 
gebraiscbe  Function  von  to  ist.   Dann  ist 


Digitized  by  Google 


das  gfBgasttg  (|fc^J>«4fi  Glied  das  l^^iif^  Uit«fir«U. 
•  —1 

.  — 1 


+5^5  »a.+iA^f,y***«»-J)«i^-0»-(2»« +1))  M?»+ie«o 

wodorcb  also  der  Werft  «MOit  betHmit— 
Wir  wMm  jm  Ite  bdtai  GIMMr 


-1 

.9 


betrachten,  indem  wir  aDoehmen,  dass  +  v  =  ii  + 1  sei,  dws 

diese  beiden  GUeder  gteicb         vom  Aolaiig©  imd  v©«  BiiÄ6 

abstehen.  « 

W^  »Äft-l-v— I  ist,  »o  ist  ^ 

iiad  folglich  nach  dem  Obigen  ofenbar  , 
AIm  ist 


.  .  *  *  Digitized  by  Google 


((«^1) lo-t»— 2v  -t  l))  ».a» = ((j|~l)to-(ft— v)) XüfA  8w 
d.  i.  '  " 

Setzen  wir  nun  to=— n/«  aU«  -dw',  «»  i«t«  wi«  leicht  a«s 

dem  Obigeo  erbeUen  wird, 

((«-        (w— 2y  + 1))  XX?^  w=±  ((ii-l)to'—  (it-2|i  + 1))  XV^M, 

weipa  MO  dM*  obere  oder  entere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  n 
eine  gerede  eder  eine  epgende  Zahl  iel,  nnd  folglich  überheaptj 

((n^l)w^(«-air+l))  »•aw=(-l)"(C«-l)ioM«— 2f»  + 1))»/*»'^ 

Weil  nun  ftir  io  =  — 1^  «c=4-t  respective  to'=-|-l,  —  ] 
Ut,  so  Ist 

eder,  wee  Raeeelbe  ie^ 

y*.^\(ft-.|>t-.(»--2ir-|.l))Xöp&D  . 


-1 


=-(-1)" '  ((«-D»- («^ + 

» 

Daher  sind  die  GrüsMn,  in  welche  in  dem  (u-|-I)8ten  uq 
(w-t-Dstaft  GM»  A^tmAA,  mittipUeirt  «iwl,  oMh  den  OMg^ 

^  M  ((»-D.Mi.-^^+l))»^  - 


■all 


F<|r  iisO  und  ys=»«f  l  Ict  nach  dem  Obigen,  hekenntlkh 

^*=1.2^..(iiH)' 
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'    '  ■     it    (— l)*-<°+n-n  - 

1.8^- («+!)• 

also  • 

m  I  » 

das«  also  im  ersten  und  letsten  Glisde  ^^^^j^ tfi^  Coelc 

>.  •    '  • 

ficienten  von        und  ^4-1   nach  dem  Vorbergebenden  offMiliar 

 "ir  gleich  sfaNl.  .  ^ 


AlfgtBeiii  W  Mnaattkli 

17^3 ..  |i .  1 . 3 . 3 ..  (n— ^  f  1)  ' 

*^-i,«*3.«^a.l4„^^ip+l)  • 

md  fi»i§Ucb«  weil  Mch  der  VeimusselBÜg  p\it^n^\»  ako 

» 

n-— 1= v«it~  V  4- 1  =  ift^ 


Mber  tot 


_  •     (-!)>  _• 

d.  L  Meli  4aB  TothergdiMdM 

woraus  man  also  sieht,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzun- 
gen überhaupt  in  dem  (^-f  l)sten  und  (v-{-i)sten  Gliede  von 

^«  GiOeeeB  A,^maA  A9  gWebe  CoefiMenteo  babeo. 

*  Mao  gelangt  also  hlerdvch  ancb  jetst  an  dem  aUgeMineB 
BaMkale»  daee  Ii  den  ebigen  A^idniclce  wi  J*^ }ftx  dieGritase 
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Afi  in  den  vom  ersten  und  letzten  Gliede  gleich  weit  abstehen- 
den Gliedern  mit  gleichen  Coefficienten  behahet  ist,  wodurch  na- 
türlich die  numerische  Entwickeluug  der  Coefficientep  voo 

Af^  Ali  A^  An^»m»An\ i 
in  dem  obigen  aligemeineii  Ausdruclie  yoo^^ weseotUch  ab- 

a 

sekfirxt  wir4t  und  daher  .das  in  Rede  stabende  li^uliat  auch 
Jetit  als. ein  thr  die  MMWiMie  Betechwuig  ikmm  ikMürnd^ 
-  tibi  jwloM^iNi  bMdch^^ 

Die  in  §.  7.  und  §.  8.  entviickelte  Methode,  welche  ganz  all- 
geiiiein  ist,  findet  eben  deshalb  auch  im  vorliegenden  Falle  An- 
wendung, wenn  man  nur  fSr  die  dort  gebrauchten  allgemeinen 
Symbole  die  in  diesem  Paragraphen  gebrauchteil  Zeichen  setzt 


§.  10. 

•  ■ 

Wenn  wir  uns  bei  der  näherpuggweiin  Kflnittfiinng  4m 
Werths  de«  bestimmten  lat^rals 


der  in  ^.  6.  entwickelten  Methode  bedienen,  so  werden  der  Rech- 
nung die  folgenden  einander  entsprechenden  Werthe  von  x  und  jf 
zum  Grunde  gelegt: 

1 
2 

tt.    |k    flu  #.  If.  . 

n— 1  * 


und  wenn  nun  i  • 

•      »      n        n  n, 

«1*  R*  T%9  T^9t**Tn 
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^ev^isse  numerische,  d.  h.  nur  voq  n  aMläi^Mide  roiilBrkMiten 
beiMichoMi,  so  bat  nun  sack     &  '  •  .  ' '  *  • 

*  m 

■  -  \  m 

•  « 


n        n     •  ' 
n  II 

u.  s.  w. 

uod  folglich,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  überhaupt 


•  •  • 

Weao  dagegen  n  eine  unginMie  ^abl  Ut,  m  iai  nadi  §.  6. 

n  n 

1*1  =  2^, 


o.  a.  ^ir. 


'  7i(«_i)=5ri(fi~i)f2 

«Ml  Ifligttdi»  wenn  wir  dieaallw  abkiiBMide  fimnlelimnig  wie  ver- 
Wr  anweamn: 


Digitized  by  Google 


I 

« 


•••••••• 


Wenn  wir  uns  bei  der  nähei— giwrehwi'  Enyitefamg.te 
Werths  dm  bcrtiantfen  hf^|nto 

4m  inj.  9.  Sntwif^elteo  IMMt.Mieneo,  00  werden  it» 
wmg  mm  folseaden  eintnder  —tgptechMidcn  Wdithe  •  m 
f  euD  Gimte  gabgl: 

1 


1 


3 

IL  W.  «•  S.  W. 


und  woui  onn 


C^»        Cb,       Cft»...(Cii»  Cii4^ 


>  d.  b.  wr       |i  dMogenda 


Amdmck  von  der  lolgendee  Fem« 
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• 

Wenn  nuo  aber  m  eloe  gerade  Zahl,  «o  Ut,  wie  wir  m»  9, 


\ 


•  II 

«.    8.  W. 

Weon  dagegen  »  eine  ungerade  Zahi  ist,  so  iat  nach  §.  6. 

•       ■  J 

■  » 

ni  Mgiicfc  '  * 

/in«« 

UUrnacb  i^enuUt  jDao  also  xur  Bestifiimiuig  von  /    «d«  bei 

der  zweiten  Methode  ganz  dieMlhen  einander  entsprechenden 
WMk  Tim  »  toA  ff  w&  bei  der  eiatea  Mstfiod»,  Mir  diM  «m 
lieseo  Werthen  noch  die  ¥or  den  enrttn  vnd  «Aeh  den  letates 
WfHlMB  tUk  iMMbA  «imiader  ealsiveebeodett  Werth» 


,  '  :      ^       -  Digitized  by  Google 


1  • 

^^safl^teü— (♦-•0*  .^¥=A;    %f  -  -  \ 

hIoznfSgt.  Weil  also  bei  der  zweiten  Metbdde  eine  erSssere  AMr 
lahl  einander  entsprechender  Weftbe  von  »  und  tf  benutzt  ivor- 
den  fliod  wie  liei  der  eroten,   eo  wird  jepe  im  AflgemeHien  den 

Werth  Ton      ydx  genaue^  als  dl^  iefem.  Bemiclioen  wir  den 

a  ^ 

Werth  des  bestimmten  Integrale ^9^»  welchen  aus  n  Paaren 

a 

einander  entsprechender  Werthe  von  x  und  y  die  erste  Methode 

liefert,  durch        upd  den  We^  dieses  bestimmten  Integrals, 
.  welchen  in  der  ,ans  dem  Obigen  von  gelbst  ersichtlichen  Weise 
ans  II -1-2  Paaren  einander  entsprechender  Werthe  vop^^«  jOpf,^ 

die  zweite  Mediode  liefert,  durch  «/',  so  pflegt  man  sich'  FormelB 

n  n 

fdr  die  Differenzen  J'  —  /  z«  entwickeln,  welche  aus  den  obigeii 
allgemeinen  Ausdrücken  unmittelbar  durch  Subtraction  folgen ,  und 
diese  Formeln Correctionslormeln  zu  nennen,  indem  man  sich  der- 
selben in  der  Welse  bei  der  Entwickelung  df«  W^^  tfl* 

n 

bedient,  dass  man  unmittelbar  die  Werthe  von  J  mittelst  der  obi* 

gen  Formeln  nnd  die  Werthe  von  — J  mittelst  der  Correctious- 
formein  berechnet,  wo  denn  die  grössere  oder  geringere  Kleinheit 

der  Correction  J'  —  J  zugleich  ein  Kriterium  abgiebt»  nach 
welchem  man  ein  Urtheil  Über  den  Grad  der  Cienaä^* 
keit  zu  fallen   Im  Stande  ist«  •  walclui  man-  erreicht»  wesB 

man  den  berechneten  Werth  von  J  als  den  gesuchten  WerA  tob 

annimmt;  den  verbesserten. Werth  J'    dieses  Integrals 

»  •  • 

wird  man  absr  erhalten«  ween  man  im  J  die  Correctfnn  J'W 
binsolegt.  Indem  •  •  *  - 

•  nun 

Ist  I>a«|  diese  Methode  der  Bereebnung  des  ycffasssctten  Wsrtts 

«T  beauemer  ist,  als  wenn  man  denselben  unmittelbar  aus  der 
Formel,  dmich  welche  er  ausgedriiekt  wird,  berechnet,  hat 


m  Grund«  daaa  'm  der  Formel  üür  j/ — J  die  numerisefa^i 

CoelBdenlan'  belr&chtlich  kleiner  sind  als  !n  der  Pomd  fÜT  X 
wie  sich  aus  «dem  Folgenden  von  selbst  ergeben  wh^'  '  ^' 


^.d  by  Google! 


*  Die  Domerbehen  Ooefficlenteii 

n       n       n        n  n 


bat|  nachdem  schon  Newton  ein  Paar  besondere  Fälle  betrach-. 
tet  hatte»   fflr  tt=^  bis  n  =  ll  zuerst  yit  besonderer  SorgfiiH 
€otes  bevM&nett  und  in  der  Schrift:  „De  me^hod*  differM«' 
tiali  NewtonUBa^  im  Ende  Joi^etMl»»  «tee  dleMethede  der 

Berecbmine  ansageben.  Diese  Schrift 'flndet  man  hi  einer  Sanini- 
loDg  venebiedener  Schriften  von  Cotes,  welche  unter  dem  Titel: 

„Opeia  miscellanea  Rogeri  rotes"  oder  „Aestimatio 
errorum  in  mixta  mathesi^  per  variationes  partium  tri- 
angutt  plani  et  sphaerici,  auctore  Rogero  Cotes.  Lem- 
go vi  ae.  1768.*)  erschienen  ist»  wo  sich  p.  86.  die  Cotesi^chen 
ronieln  finden. 

Um  die  Anwendung  unserer  obigen  Methoden  zur  Berechnung 
der  in  Rede  stehenden  Coefficienten  an  einem  Beispiele  zu  i^rUUi- 
tera,  wollen  wir  dieselben  jetet  für  ii=s5  berechnen. 

Wenn  wir  die  in  6.  angegebene  Methode  auf  dieeen  Fall 
uwendeo»  so  ist  zuvörderst,  weü  n=5  ungerade  ist:  > 

a 

i 

^(4'^'-4')  (■^'«''-2")^«'  -i^y,,,.  ■ 

{4«i©»-4«)(4«M>^2»)4»  (4V-4^)(4^*-8»). 

>F,=  J5I  =  45  

•  •  •   •  . 

oder  ' 

W,  s=16»(-t(p*— 1) ,  '  » 

^^^I5(w«-1)(4»*-I). 


'  ')  lÜMer  leutere  Titel  i«t  eigentlidi  der  Haupttitel,  wenngleich 
*  mu  iIm  ebndbe  Abhandlung  bccälAnet  • 
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*wWt=  64(«n>-l)(4w*-l}; 
ftlgWi  Mdi  gehöriger  BatwicUinigt 


Ferner  ^Ut 


—  1 


^ — 1153"-  "  ff 


1 


1A1.2  "4' 


■ttd  well  noe  ^=  ^iel»  se  lel 


Alee  let 


A  ^      11   256  _  2 
32  4  1Ö  -B* 
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m 

j^^S?«^''  J  ^  ang^ge^eoe  Methode  auf  den  yorlie 

gendoi  Fall  Miwendea,  ao  i»t  •  ^ 

Ol — a  ^ 

%=«+y(6-ii)*fe=4; 


«od  folglich 


+  j )  •(•-  j  )(«-I) 


•  1. 


I 


..I  / 


i  <L  L  Bach  flilflfiiM  ffatnirlMlwis 


10 
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ml 


4 


-4      ^1  * 


•der 


'S" 

in  diMM  Bracke  mow  man  nun  för  v  aadi  «ttd  wtnAßgia  ] 

fi^'-^p  ß^sszO  Betzen,  uni  f^»        i*»  jeu  erhalteo.  Dies,  gi 


»i-''»—  30»— 225+ß~  W 


86 


75     225~7*"  33 ' 


§Mui  wie  T«ihir. 


Auf  diese  Weise  kann  man  die  elomtli^ett  ameriscb 
CoefBcienten  berechnen.  Die  Ton  Cotes  angegebene«  Weithe  d| 
eelbee  wellen  wir  onn  in  FelgMien 
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m 


Für  ii=:2  iat': 
rar  M<s4  M: 


.  » 


fM     «ittpreelicodleii  Wertbe  Ton  y  respectiTO  durch 

Fi,  y%»  P*,  '*yn\ 


•A  ist  nacli  de«  OUgoi  «ad  Mdk  dar  Lduw  tmi  d«i 


ab»,  wie  MH  Mdil  ftidst: 

Die»  ist  die  cewöluiUch  uater  ö^^m^ih»!  doc  Simjp^oo'ccheo  Be- 

8.  881.).    üass  man  sitrh  mittelst  de«  Obigen  leicht  andere,  eiae  noch 
»tsere  Genanigkeit  gcMÄlirende  Kegeln  oder  Formeln  dietef  Art 
erhellet  leicht,  nad  bedarf  hier  keuier  «raltera  lurllatenHI. 
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Für  »=6  bt; 


J9 

'288' 


Für  stss7  Ut:  ' 

^•—^•-280-840' 


FOr  iis8  ist? 


3577 


1323 


A       8  49   


I  • 


.  293 

'•—'•—14176—28300'  . 

Ji_.S,_     464  _.  928 
«•-'*=    141J5  ^äöö' 

»     »     8i>8  Ilm» 

'       •  _    iS£_  4540 
POr  »=10  tot: 


JrUil  = 


15741 


27 

1080 

89600* 

1209 

19344 

806ÖO' 

2889 

5778 

44000  ""öoeoo 

FOr  ist: 

16067 


26575  106300 
149688  ~"  698752 


•  I6l7y    '  48625 
19950  **~69Kö5* 


u  _u  _  6676  _  272400 

u .  -ix  ^  4825  260550 
n^^f         11068"" '"698762' 

u    _  17807  _  427368 
24948  ~  598762  i 


Mittelst  dieser  Dumerischen  Coeffidenten  kann  ipaii  nadi  den 
Obigeo  leicht  die  erferderticheo  Formeln  zur  nibeningeweliek  B^. 


recboung  des  beätimmteo  Integrale ^  ybäc  befaleUcii ,  was  keiner 
weiteren  Erläuternng  bedarf.  ^ 

■ 

jBel  der  Befecboang  der 

n      n      n      n      n        n  n 

bezeichneten  Coeflßcienten  wollen  wif  «BS  jetst  der  In  ä.  asge- 
gelieneo  Methode  bedienen. 


Ffir  ns=:2  Ist 


1  ^.      .  Am — a  1 


1  • 


Folglich  ist 

F=(»+3)(H-l)(»-lK»-3>=<«^D(ii».-^), 

t 

d.  i.  nach  gehöriger  Entwicfceliu^ 


/ 


^  "!j  .^  .d  by  Google 


und  folglkh  ^ 

•    •  ✓ 
ov 

y^M  BOB,  wie  man  leieht  findet, 

1 

3 


int.noiii  «  * 

-  29 

5F    S««^""  l»»*-^ 


uod  folgUcb,  tfefin  man  für  v  nach  und  nach  /3o= 
•etat: 

2    a      3.9-29  _  1 
^  *    1^     3.1-29  13 

« 

Ftfr  tt=s3  Iii 


.  3       ^      g€*"C  _  3  . 


Folglicb  iat 

F=(t»+2)  (o4-l)e  (e-l)(»-8)sst>(v*-l)  {v*—4i . 
d.  L  nach  gehöriger  Eutwickeluog 

i^nd  folglich 

Fmer  ist«  wie  man  leidit  findet: 


3"  T  ß. 


uod  folglich 


Also  ist 


^     3    15.16^704438     ^  1 

^  _^     15.1  -70.1  +  38_  17 


Ffir  üssd  ist 


also 


2Ö7  • 

^  t 
•         •  • 

t 

Ä^o"»""  t— ^  .'• 


Folglich  iat 


(• + 1)  (#+1)  er+  i )  (»  - 1 )  (p_.I)( 

d;  L  näcli  gehöriger  Entwicfceloog 

V  •    33  _  259  J  '25  ■ 


,  298 
3^  1^  .x"®« 


Ferner  Ut,  wie  man  leicht  findet: 
w.      ,    35  ,  ,  259  \ 


35    f      .    32  .  .  851 


+  3''*-27''  f=''*-9  ''*+4Ö6''' 


3"  27 


und  folglich 


^    32  ,^861 
F'                   +4Ö5        406t?*— 1440p* 4^ 851 
aF=  I4Ö  618--  2430r*  — 6300r«H-2590* 


Also  ist 


4     4         405.^-1440.f  +  851  ^ 
4430.^-0300.-4-  2500  ^ 

4    4       405— 14404>851 
^=^4— 2430  -6300  +  2590"^  160/ 

.     .  406.1-1440.^+851 

~  2430.^-6300^+2590 


Für  11=5  ist 

iio=a-j(6-a),  ^5=-^; 

1  Oj- a  1 

2,/       '  Ö8— «  2 

fl,  =  a  +  j(6-a),  J^=4' 


y  Google 


also 


-m. 

« 

4..  <  m.—m  A 


Ä—.-ä  — Iii  J— ISB-  J  ,  ^ 


Folglicli  ist 


Ferner  Ut«  wie  mao  leicht  findet: 


aUo 


Folglich  Ut 


=e»- +23Q»  -840. 
i  19  ,^503  ,  "  W 

1680^« — 53'20p« + 352 1  p»  — 166 
117eOp«-29400r«  +  15435r*— 945' 


,^729  81  .  9 


^  ^^-ss  -5320.         3521  .  j- 166 

11760.^— 29400  .jg+  15435.  945 

1680,729-5320,3244^3621.144-166.64 
"11760.729—29400.324+  15435.144-945.64 

"""945' 

»  . 

*  1680.1-5320.1 -f  3521.1-166 

«ti-^Cft  —  11760.1—29400.1+  15435.1-945 

19  . 


"210' 

3    j       1680.^—  5320 .  ^  +  3521  .  \^  166 

C»=^  =  1  1—  1  

11760.^  -  29400     + 15435 .  j —945 

,   _     1680—5320.4+  3521.16-166.64  - 
11760-294004+15435.16-946.64 
_  34 


Wir  wolleii  jtM  diese  etwas  wettünligea  RechDangen  oidit 
Doch  weiter  fortsetzen«  weil  die  betreffeadeB  PotnielB  fttr  den 
pr^kÜMslieii  Gebmcb  so  weitttii%  wetden« 


{.  13. 


/ 


Nach  den  beiden  vorhersohanden  Ptnigraplieii  baben  wir  nim 

die  folgenden  Fomew.    -    ^  • 

FOr  iiss2  Ist.  nach  f  IL  «nd  (.  IS.  respectiire  : 

«nd 

Zieht  man  die  erste  Fomel  yon  def  sweUeo  ab«  ap  erfaSit  naa 
als  Differenz  ^ 

Für  fi=:3  ist  nach  {.  IL  and  g.  12.  respeetire 

and 

Zieht  nmo.die/ei^'Fenael  ?oa»der  sweiten  ab»  so  lirlüt  sm. 
als  Differeos 


b—a 

Ftfr  fis4  ist  nach  f  11.  md  {.  12.  respective 


•    .         •  *i 

•       •       •  • 


•  • 


•f  •    •    •      .  *1 

>     •  .'  •         .  .  I    .       '  I 


WUki  wum  die  erst»  Femel  der  zweiten  th,  so  erhält  naii 
alt  Diferau 

Kfir  «SS  isf  nach  g.  11.  utd  j.  12.  iMpectif«      '  ' 

0 

uod 

,  y"*,ar=-i^|i4,»-171^«-fil24k.-3aMi|. 

« 

Zieht  man  die  erste  Formel  von  der  zweiten  ab,  so  erbUl  man 
als  Differenz 


%  ♦ 


Stirling  (a.  a.  O.  p.  146.) >  welcher  diese  Formel,  jedoch 
ohne  Beweis,  zuerst  gegeben  hat,  schreibt  der  leichteren  iiedr* 
naag  wegen  nftherungsweise  470  statt  47%S. 

Wir  hiabaii  dalMr  «ar- Seiedmiii«  von  J"^ ydx  jelal  düe  M« 

gendea  NifcannigafoniialB. 
Fir  ff=:2  iat 


»1« 


and  die  hierzu  zu  addireade  Corroction  Ist  1 


Digitized  by  Googl 


« 


Fär  11=3  M 


und  die  hierzu  zu  addirende  Correction  ist 


und  die.  iuen«  su  MdirMule  Comcüoo  mI  . 
Ffir  M=5  bt 

umI  dl»  iMMM  s&  «ddireiMi«  CmmImb  ist 


oder 


•  ^  •  •  • 


1 


..I 

■ 

t  • 
•  ■ 


Da  Stirlins  a.  a.  O.  noch  zwei  CorrectioDfiformelo  ffir  n=7 
und  st=:0,  gleich talis  ohoe  Beweis,  angegeben  hat»  so  wollen 
wir  mmOkm  Uot  Meli  «MtfwMmi,  Mo»  wk  den  LeMr  die  Bot- 
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Für  n=7  i»t  nach  §.  11. 


und  die  hierza  zu  addirende  CorrectioD  ist  nac^  Stirling 

 930*  ^  ^"»«"^-^i^r +28^«,«--56^s,5+70^4l , 

wo  die  Zahl  930  auch  nur  näherangsweise  richtig  sein  wird. 
Far  n=9  ist  nach  §.  11. 


/b 
ydx 


=  ^5 1989^1,^  +  5888Ja,8  -  +  10496^4^  -45404* } 

und  die  hierzu  zu  addirende  Correction  ist  nach  Stirling 

h — n 

-  jööO  ^  ^"^'i«'  10^1^+45 J^,-120^3,r +210^4,6-252^5 1 . 
wo  wieder  die  Zahl  1600  nur  annähernd  richtig  sein  wird. 


{.  14. 

Eine  sehr  wichtige  Erweiterung  und  Vervollkommnung  haben 
die  vorhergehenden  Methoden  zur  näherungsweisen  Ermittelung 
der  Werthe  bestimmter  Integrale  durch  Gauss  in  der  Abhand- 
lung: Methodus  nova  integraliuro  valores  per  approzi-- 
mationem  inveniendi*)  erbalten.  Da  jedoch  diese  verfeinerte 
Methode  von  Gauss,  wie  man  sie  mit  Recht  nennen  kann,  für 
unsere  Zwecke  in  dieser  Abhandlung  mit  hinreichender  Leichtigkeit 
in  der  Praxis  nicht  wohl  anwendbar  ist,  so  wird  es  genügen, 
hier  nur  einen  kurzen  Begriff  von  derselben  durch  Betrachtung 
von  ein  Paar  einfachen  besoodern  Fällen  zu  geben.  Im  Allgemei- 
nen wollen  wir  nur  vorläufig  bemerken,  dass  das  Wesen  dieser 
Methode  von  Gauss  darin  oesteht,  die  Werthe  von  ;z ,  deren  ent« 
sprechende  Werthe  von  y  der  Rechnung  zum  Grunde  gelegt  wer- 
den, nicht  wie  bisher  willkührlich  anzunehmen,  sondern  so  za 
wählen,  dass  dadurch  die  möglichst  grosse  Genauigkeit  in  der 

Bestimmung  von    /    yda:  erreicht  wird,  und  wenn  diese  Beroer- 


Coramentatinnea  locietatis  re^iae  «cientiaruni  GotHngenait  recen^ 
res.  Vol.  HI.  Göttin j^ae.  1816.  p.  39. 
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kung  auch  in  der  Allgemeinheit,  in  welcher  wir- dieselbe  so  eb^tl 
aasgesprochen  haben ,  nicht  ganz  verständlich  'sein  kann ,  so  wer- 
(leQ  die  folgenden  Beispiele  doch  gewiss  hinreichend  sein,  das 
Wesen  der  merkwürdigen  und  wichtigen  Gaussischen  Method$' 
!  Tuliig  davtKeb  wn  wmAen. 

Wir  wollen  für  ^  die  Form  *  \ 

!  .       . .  .  • 

wmtk  wir     '  - 

•  .  •  ^  • 


annehmen.  Dann  ist,  weil  clarar^  und  Jdr  a^u,  xt=zb  respec« 
tire  M  =0,  »=6 — a  ist: 


iL 


WtM  wir  m»  l»dm  Äg»  wieder  die  WertiM  von  jf  flir  assc^, 
'sOji  beeelduMSy 


«eizen,  w»  lt|,  gewisse  noch  xn  bestimniende  nomeiiscb^ 
Cotfikiealen  Mxeicbnen,  eo  ist,  well 

t 

=»^-+ A(«»-«/+ A(«i-^>^ 

/*',a*=  |S.iir,+Ar4)(6-n) 

•  +AJ*i(«»-«)+Äi(«r-«)l(fr-") 
«,(«il-«)«+i;(4%-«)«|  (6-^) 


« 


Theil  XIV. 

% 
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•  I 


m    ■     .  ' 

K  - 


•  •  •  • 


8«I1 


vm  dfawt  Awdnick  tm  C*^*  ■>(  da»  «Wt» 

svr  Uebereinstimniuoe  gebmchl  werden»  fo  rofiMta  .wir  £e  vier 
GrOsaea  J4.  IT^  mid  ir.,      Ii»  1»estiiiiiii«il,  dass  den  vier  Gl«* 

WUlglll 

AT.  +  iCi  =  1, 
1 

sepugt  wird«  wtA  es  wird  also  jetzt  darauf  aDiBfimnifii »  die—  vier 
CSelaimigeii  aafsaiOaen. 

.  .Leicht  erhält  man  aber  aus  diesen  Gleichungen: 

11 


and  hieraus  ferner 


Dig^zed  by  Google 


1  11 

2/1^1- 3^^*"*^^*^  +j=0; 


•te,  wem  wir 


«etoea: 


r 

.. .  .» 


Mdrt 


4=1.  k=l 


i 

ist^  so  sind  die  beiden  Wurzeln  der  quadiitfMlMiiGlelcbaDg 

1 

« 


1.  _J  '.a+-5-)~:^ 


«rgiebt. 


(dmi,  «itf  ihr      uod  je;  eiMt  Mn  nm  l«Mt  alttdM'Icli 


Digitized  by  Google  | 


Niicli  der  B.erechoupg  yao  Q  aas 8  ist  t 

^  ssa21132486eM05]87l 

■ 

woiron  wtm  ebe  befisMjle  AnsaU  iotf  fMiMlslilim  hsMbslirfton 

laum,  wie  es  gmde  ms  Genao^kstt  der  suustelleiidfii  RecH- 
'mnig  erfoidert.  ,  * 

Wenn  mao  also 

t     '  1 

«^=«-l-H(^)««-fl(t-l^^)  (»-^) 

setzt,  und  Ai,  wie  immer  die  diesen  Werthen  og,  %  von  a; 
entsprechenden  Wertbe  Von  ^  bezeichnen,  so  i«t  ^ 


und  bei  dieser  Bestiomiiing  ist     '      '  .     .  t.. 

^ ^o^ar^.  0^  ^  c^«s 

gesetzt  werden,  d.  h.  man  hat  für  y  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function  des  dritten  Grades  augehommen,  ungeachtet 
man  nur  die  zwei  den  oben  bestimmten  Werthen  a, ,  er,  von  x 
entsprechenden  Werthe  A^,  A^  von  y  der  Rechnung  zum  Grunde 
gelegt  liat 

Wir  wollen  nun  für  y  die  Form 

•4  • 

oder»  Irena  wir 

setzen,  die  Form  ^ 

IHMfcinen.   Dann  ist,  weil  hst^h»  wd  fOr  «=6 


•    «  * 
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d.  I.         •  •  *:       •  .  j  f'- 


•  .     -  •  •  • 

WeiD  w\x  nun,  indem  A^,        A^  die  Werthe  voa  y  flIr  a;^«i, 

.  •     •  .</  .»•••• 

•elMOy  wo  AT.»  AT,,  gewkMe  noch  z«  tartlnunende  maintrisclie 
CMUMiten  Meklira,  so  ist,  ws^ 

=  tto  -f         +  fl^öl*  +  +  «501  * 

!       nach  dem  Vorben 


«BKS  ^tl^-MI^K^-«».  • 

+'Af:*i(ai-n)  +  Ä.(o,-a)  +jr,(a,-o)|(6-o) 
•••    •  +iJ.tAr,(<ij-tt)H/f.(oa-o)*+*f>(a.r-«)'K6-«) 
+#,tÄi(«,-^)H-Ä.(«,-«)»+*,(«.-«)»K*-«) 
•  •  */l,f  jr,(ii,-«)M-Ä.(%-i<)M-*i(«.-«)*J  (<-«) 

+ -o)»+Ar.(a.-o)»+Ä.(a.-«)»l  (6-a) 

odST,  W6BB  .wIf 

seUen: 


yftrs:  (J.(if,+Ä,+Ä,)(6-a) 

•  +^,(lf,T,«+lf.T.*+«,T>)(6-«)» 


Soll  nun  dieser  Au«dmck  von jfdx  mit  den  obigen  Auedmcke 

zur  Uebereinstimmuns  gebracht  werden ,  so  müssen  wir  die  sed» 
Grossen  Aj ,  K^,  und  t^^  t^»  ^  beetiounen,  da«s  dca 
sechs  Gleichunj^en  ...  9, 


I  • 


••  • 
genOgt  wird,  md  «8  iiird  aieb  also  je||(l  tevn  haaMa» « dHete 
eeche  Gleidumgen  aofsaltoeiL' 

J^ifiiclit  erb&U^nA^.abec  eua- diesen  Qleifliimgen: 


•  •  • 
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l  1 

.  1       1  1 

1         1  *  f ' 


1'  1     •         1  ^ 


1  1  1  1  • 

I  1  •   l  1 

■ 

oder,  WM»  wir 


• 


n— 2'  ••—ff'  '•  —  ao 


crattMO  wini« 

Weil  nun 


.(•-^ri)(«-rf«)(#»-f») 

'        .  3       3  1 
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Itt>  M  sind  ti,  t^,  ti  die  drei  Wnmhi  der 

'   Eine  Wursel  dieaef  Gleiciiiuig  Ist  |.  i£le  mp  JckM  finde«,  «id 

die  Mdea  aodern  Wunwhi  deraelben  werde»  alee  dneli  AM- 
•eng  der  qoedratischeii  Gleiche^g 

;  "••-«'+10=0 

gefunden.  Die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung  ^iod,  wie 
man  leicht  ündet 

V5±Vi    5  + vis 


Qsd  diMi  ieimi  «Iso 

•  •  • 


3— VlÖ  • 

'  > 

i 


•  ■  \        l/l  _..■*/ 5  + vis 


setzen;  för  Ki ,  K,,  erhStt  man  aber  mittebt  des  Obigee 
lächt  die  folgenden  Wertbe:     .    .      *  , 

r-* 

.   1  • 

•  -  \ 

Nadi  der  Bereehnung  von  Ganse  ist 

%=0^1]276iM»7Wfi83' 

n=0«5 

'  *a  =  1^2083346207417 . 
^  •  »  *  ^      ■  • 

W«N  aui  alao  ■  ' 

1       •  /  3  •• 
1  - 
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»eizt,  und  Ai,  A^,  A^  irie  immer  die  diesen  Werthen  <i|,  o^,  otg 
¥0D  o;  entsprechenden  Werthe  von  '^  bezeichnen,  so  ist 


7... 

odcT 


imd  bei  dieser  Bes^iiyiliuo^  ist. 


;  • 


gesetst  <lreffde\i ,  d.  h.  man  hat  für  y  eine  ganze  rationale  alge* 
braische  Function  Mes  fünften  Grades  angenommen,  ungeachtet 
man  nur  die  drei  den  oben  bestimmten  Werthen  Oi  ,  a^,.a^  von 
X  entsprechenden  Werthe  ,  A^  j  A^  von  y  der  Rechnung  zum 
CiWMle  gelegt  hat. 

Wenn  aaa 

WfkAt  und  sich  fibrigens  ganz  ähnlicher  Bezeichnungen  bediettl 

ich 


wie  verlier,  dte  sogleich  durch  sich  reibst  verständlich  sein 
d«,  M  sM  ti9%%9  Vi»  «4  die  vier  Wurzehi  der  Gleiefaeng 

9      9  1 


LM  MB  dtee  Gleichung  aof,  eo  erhUt  nu'  mMsk  der  BeMlH 


.  1^=0,0604318442029754 

.  . .  '  '  .  x 

i;gFäQi9aO5a6166707O846   «  .  i. 

iid  für        J^,  ICt,  JE^  ergehen  sich  die  folgenden  Werthe: 

JCtssJK.i;:ai3aft0?9^7743l27ia 


1^  *  Digitizedby  Goog' 


* 
• 


Setzt  nuui  dam*  * 

.      .         l  • 

und  bezeichnet  die  diesen  Wertben  toü  x  entspre^entei  Wertbe 


vm  3/  wie  gewdhiiUcli  durcli  Ag,  Am»  4i»  A^i  «a  Ist 


«0tet>  «a  «dad      fs»  dio  Wwzeln  4er  Ciekiwag 

NmsIi  der  Beveetamg  tsd  Gsnas  tat 


1^=0,2307653449471585 . 


f4s0«7a92346650528il5 
ei  0,95a089922Wd3320 

J^sK^=:Q,1184634425280945 

£.=i:^==0,23d3143352496a32 
64 


Hiid  Tffflp  nan  daoB 


II  1 
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fetst,  dtf»  diesen  Werthen  von  «  entspreclMiden  MMi»  « 
ai^  durch  A^,  A^,  Am,  A^»  4»  twzeiduMt,  «o  Ul  ' 

Wenn  man       '    '         •  '    .   ^       1'         .  ^  f. 

'  • '    .  •        •  ■  •  •       •  '   '  f 

ieM»  io  find  iji»  f«,       t«,  t^,     die  Wnrzelo  dir  Gleichaoe 

>  .'.1  •  • 

Nach  der  Rechnung  Toa  Gauss  ist 

«»:=0»96$2a475710157aO 


£;=ä;=:0,1803807865240693 
«4  wttui  mao  danp  *  V  ,  ^  . 

a4:=aT|-»i(^o). 


setzt,  die  diesen  Wertheo  von  x  eutt^prechendeo  Werthe  tob  u 
alMT  doreh  A^,  A^,  A^,  A^,^^,      l»eieidto>l>  l«t 

« 

y^fi»a«(»-«)|ilk(4i-Mb)t«*<^+4i)+Ä.ar+J#*)|- 


setzt»  SQ  sio^  ti,         9  f4t  *f »  f«9     die  Wurzeln  der  GielclMiiig 


• 


.  65  *    173  .  ^175  ^     63  V     7   .       1  \, 


Nach  der  ReebDUDg  von  Gauss  ist 

•  •    •  • 

%^  s:O.O2644fiO438^S6203 
«t  ssO,12d2344072003028 
».ss«,9|7O;7^431ia01ff 

•  •    •  • 

T«s0,7029225756886985 

and. 

=z  K,  =0,1909160262525605 
waA  wenn  nno  dann  '  i  * 


.1* 
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a.=a-i-T4(6— «)» 

»  •  * 

setzt,  die  diesen  Werthen  von  x  entsprechenden  Warthe  von  ^ 
aber  durdi  Aiy  A%y  A^,  A4,  A^,  A^,  A^  hmMkmei,  so  Ut 

"  't        \  '  »  .  •'  >  »  • 


Eine  noch  weitere  Ausföhrang  dieses  wicbtieen  und  interes- 
santen Gegenstände«  liegt  ietst  oicbt  in  meiner  Absicht,  die,  wie 
i^  sdMm  hn  Eingange  erinnert  habe,  -  saniciwl  dnraaf  gefteblet 
war,  denselben  in  die  Pnods  einzußihren,  und  zum  Gebmadi  bei 
praictischen  Arbeiten  m  empfehlen.  Jedocb  hoffe  ich  späterhin 
auf  diese  Ketrachtiiniren  zunickzukommen,  und  dieselben  dann, 
was  die  Gaussi'scbe.  Metbode  betrifft,  au  noch  grösserer  Allge- 
meinheit zu  erbeben. 


\ 

■ 


Heber  SiMffiilarltaeteB  an  Cunrea  der 


Hem  Doctor  Btev 

so  Bonn. 


1. 

Die  Gleichung  des  4ten  Grades  zuischen  zwei  Verfinderlichen 
X  und  ^  iääst  sich  im  AllgemeiiieD  auf  folgende  Form  briogeo:  « 

wo  p,  q,  r  und  $  lineare  ganze  Functionen  von  x  und  |f  TOfSteUon» 
c  u.  s.  w.  aber  constante  GrOssen  bedeuten. 

Denken  wir  uns  unter  x  und  v  Punkt  -  Coordinaten ,  so  gehört 
obige  Gleichung  einer  Curve  4.  Urdaaog.  an«  deren  Auyinpti^tM 
folgende  Gleichungen  haben: 

^=30,  9^=0,  r=o,  #«a^ 

Die  2.4=8  Durchschnitte  dieser  Geraden  «od  der  Curve  liegen 

auf  einem  Kegelschnitte,  dessen  Gleichung  erhalten  wird,  wenn 
man  die  in  der  ersten  Gleichung  zum  Vorschein  kommende  Func- 
tion des  2.  Grades  der  Null  gleich  setzt.  Wir  wollen  diese 
Function  mit  y^R^,  wo  fi  eine  constante  Grosse  bedeutet,  sowie 
auch  noch  daa  Pioduct  pqts  mit  il  bezeichnen;  aUdann  aebteibt 
Mk  ÜB  eMthmg  4»  £  GrUm  wie  fcigt: 

m 

m 

Wenn  wir  JJ  aBaeimeii  nad  nngeändert  laaaefi ,  w&brend  wir 
\^^^_^        .     ifM^  iMaer  aaJare  FaaetleiieB  iea      h  «ad  a  Giate  ain^ 
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stfbeii,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  aller  in5^ichen  Cilrven 
der  4.  Ordnung  mit  deuselben  Asymptoten  r  und  x  Wir 
iMtB  mktoi.  mMtmAAvAt^  ete  mulartfa  bestimme»,  damtt  wii 
iie liflMtl«I.Mtoguiigeii  vm^mwedm^  4mm -mt  fittoOwiiliiia 
«IbilC  te-Kwifte  §Mtt^  Es  ergeben.  4A  ito*  mMb^  4mk 
OMÜcteten  ^,  s.  iv.  d  Idtktiwigeo  vom  emkm  'Qnd^9 
wenn  ausgedrfickt  wird«  dass  eine  der  erwähnten  Curven  durch 
einen  willkührlich  angenommenen  Punkt  der  Ebene  mit  drei  ihrer 
Zweige  gebe»  oder  mit  anderen  "Worten,  dass  jener  Punkt  ein 
dreifacher  Punkt  der  Curve  werde.  ISeine  Coordinaten  -  Werthe 
■Imbcb  mfissen  folgendea  GleichuDgen  genügen: 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  sich  immer  eine  Curve  des  4. 
Grades  IMmt  kftse,  die  ein  willkfilirficJi  aafepwnwtiee  Asyn»> 
ptoteo-Svstea  besitzt  und  eiM«  willkfihrfich  angenommenen  Pvnkf 
ai«  dremchM  Punkt  aufnimmt.  Sind  a;',  die  GoenHaaten  des 
letzteren ,  so  ergiebl  •  filr  die  4Mekib«tt§  der  Bugebatigf 
Cwre  di«  folgmoes 

Wenn  der  Punkt  eine  solche  Lage  hat ,  dass  für  ihn  c"^ — iab 
V'eftchwiodet,  so  ist  der  Kegelscboitt  jtU  der  xusehör^en  Curve 
äoe  Wu9M,  ^  WuXU  d«r  fir  allii  Pwfae  dM  Om  4wOrdnong 
«hMt,  dm  «lelekiii«.  diese  bis  .  • 


.dmdmJ 


=0. 
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Für  die  Punkte  ein««  ThkWes  der  Rä«»«*'  <^ ' . 
Ebene  von  4ler  Curve  F  getbeUt  vMd,  oikäu^t  4nt ßmmälk-V ii» 
mtm  pedMveB  WeH^  Mmt  wW»  der  Kegirfjchnitt  d«r  emea 
mMmh  Pitnlite/eiiteprecheiidaii  tore  «liMi:  Uy^Miel,  w&hrend 
allen  Punkten:  der  fibrigen  Rftnme  ftolcbe  Ciirven  zvgehdMii,  umm 
UmMcMM»  nk  de»  Asymptoten 'Mif  EUlpMo  Kegen.         '  ' 

Nehineo'  wtr  die  Abstände  p  und  a  toi|.  d^n  Graden^ 
und  «=0  zu  unabhängigen  Veränderlichen,  so  find€^..wtr,]i^ 
dor  G)oiclimDg  FssO  «ine .ander©  von  der  Fem  .        ; ,  ^  ..^j. 

12'.  Ist  eine  Function  des  2.,  und  t  und  u  sind  Functionen  des  1. 
Gradee.  Diese  Gleiekimg  stellt  dieselbe  Curve  V  dar  und  lasst 
HS  aus  ihrer  Form  ersehen ,  dass  die  Asymptoten  »  und  g  jene 


ten  Doppeltangenten  der  CuTve  .Fl 
Es  sei  beispielsweise 

Die  Asymptoten  bilden  alsdann  ein  symmetrisches  Viereck,  und 
es  besteht  die  Curve  V  aus  zwei  gesonderten  Ovalen,  von  deaea 
das  eine  die  Asymptoten  a:  und  ^«in  bezüglich  den  Punkten 

y=6(HV^7)  und  a:s=6(l-V^)i 


das  andere  In  den  Punkten 

yssja^v'f)  «Ml  «=g(i+vy)     .  - 

berührt.  Die  Tangentialpunkte  der  andern  Asymptoten  sind  ima- 
ginär.  Für  das  Asymptoten -System  ,  , 

l|i=ar,  q^y,  r=x—y  —  \,  «=,y— ar— Ij 

ergeben  sich  wiederum  zwei  getrennte  Ovale,  die  auch  wie  i» 
dem  vorhergehenden  Falle  ganz  innerhalb  der  beiden  von  den 
Asymptoten  p,  r  und  p,  q,  s  gebildeten  Ureieelle  liegen,  foa 
denen  aber  jetzt  das  eine  ausser  p  und  </  die  Gerade  r,  das  an- 
dere die  Gerade  s  in  einem  Punkte  berührt.  Die  übrigen  Durch- 
sclnritte  Toii  r  Und  s  und  der  Curve  liegen  unendlich  weit.  Die- 
jenige Linie  der  4.  Ordnung  also  mit  den  Asymptoten  q,  r 
und  welche  einen  Punkt  jener  Ovale  als  dreifachen  aufnimmt, 
hat  als  zugehörigen  Kegelschnitt  Ä^,  als  Grund -Curve  wollen  wir 
sagen,  eine  Parabel;  den  in  der  Höhlung  der  Eier  gel^enen 
Punkten  entspreciieQ  Eillpien«  und. einem  jeden  ansserlialb  h»- 
findüdien  Punkte  gshOrt  eine  HyperhelM«. 
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Von  den  Punkten ,  in  welchen  sich  eine  Cnrve  4.  Ordiimig 
und  eine  ihrer  Asymptoten  schneiden,  können  höchstens  2  in 
eniillcher  Gntfernuno  liegen,  so  dass  auch  kein  Punkt  des  Asym- 
ptoten-Vierecks dreii'acuer  Punkt  einer  eigentlichen  Cutve  4.  Ord- 
wmg  wenden  kmm.  VmA  la  der  Tbat,  sucht  inaa  die  Cnrre  auf, 
«dSbe  etüvii  iMikAeii*  PwM  ele  dreUWshew  beeKM,  ee  MM  tm 
für  ihre  Grund •  Cur viP  sNrÜ  Gerade,  von  denen  die  eine  hnmer 
mit  der  Asymptote  BUsamroenrallt,  auf  welcher  der  Punkt  Hegt,'  ' 
so  dass  alsdann  die  Cnrve  aus  eben  dieser  Asymptote  und  einer* 
Curve  3.  Ordnung  besteht,  welche  den  Punkt  mit  zwei  Ihrer  Aeste 
durchsetzt,  und  deren  Asymptoten  die  drei  übrigen  Seiten  des 
Asymptoten- Vierecks  sind.  *  Für  die  Tangentialpunkte  der  Asyni- 
ptoteB  «ftd  der  Cnrve  F  werden  die  eben  erwähnten  Geraden  eui- 
aidtrpnmilel;  xwei  Parallelen geh&ren  aber  snr  Gmppe  der  Parabeln 


Plücker  hat  in  seinem  System  der  analytischen  Geometrie  • 
gezeigt,  dass  der  Ort  der  liilckkehrpunkte   aller  Curven  dritten 
firades  mit  denselben  Asymptoten  der  dem  lobalte  nach  crü8ste  . 
Kegelschnitt  ist,   der  dem   Asymptoten -Dreieck  eingeschrieben 
nerden  kann.    Ein  Punkt  im  Innern  des  Kegelschnittes  kann  nur 
da  Einsiedler  werden»  wfihrend  aicb  In  einem  ausserhalb  gelege- 
wm  INnibte,  wenn  er  Doppelpunkt  wird,  swel  reeüe  Zweige^ 
idneidcn.   Analoges  stellt  sich  hei  Linien  der  4.  Oldnvng  hit* 
aas.   Es  liegen  nämlich  diejenigen  Punkte,  in  welchen»  wenn  nie 
fireifache  Punkte  werden,  ein  Rückkehrpunkt   der  Curve  auf  ei- 
neo  reellen  Zweig  zu  liegen  kommt,  aui  einer  Curve  der  4.  Ord- 
nung, welche  jede  Seite  des  Asymptoten -Vierecks  berührt  Auf 
ibr  liegen  ausserdem  noch  3  Punkte»  in  denen  der  dritte  Zweig 
dar  etitsjprecbeiiden  Curve  die  im  Rfickkebrpunkte  zusamroenfliea«  ' 
•cndoi  ZSge  tangirt.  Und  lieet  am  efaien  in  den  peelllven  Rän- 
■ander  Curve  gelegenen  Punkt  einen  dreifachen  werden,  so  fällt 
in  ihm  ein  isotirter  Punkt  auf  einen  reellen  Zn  eig,  eine  Singuiari- 
tat,  die  sich  dem  blossen  Anblick  verbirgt    Jeder  Punkt  der  ne- 
eativeo  Räume  endlich   kann  nur  ein   solcher  dreifacher  Punkt 
werden,  in  dem  sich  drei  reelle  Aeste  schneiden.  V^ir  wollen 
diese  Behauptuitgen  jetzt  erweisen.  « 

I      Die  Ricktnngen  der  drei  Tangenten  eines  dreifachen  Punkten, 
ven  den  Wer  Iben  den  DMerenflal*Qneflentnn  =« 

tiirtirtmen  eich  bekanntlich  aus  folgender  cubiscben  Gleichung: 

mifi  wir  nnr  AUKbrnrng  netiett  «nNen: 

•••  .  "  •  •  , 

In  Man  n«i  nwel  Tangenten  den  eingnlSmn  Peakla»  nn?k 
«amnen,  oder;-  wnn  dnannibci  beieet»  In  dem  shittullinn  PnnIM 
iil^  efaM  SfMM  der  L  Art  anf  elMi  ieelten  9mmi^,  wenn  nwel  - 

Thtil  XIV.  w 
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WvfBehi  d«r  Gleichung  1)  einander  gleich  werden.  Alsdann  ab« 
wird  die  erste  deriyirte  der  Gleichung  1),  d.  i.: 

durch  jenen  Wurzelwerth  hefriedigt.  Eh  (ritt  somit  der  erwähnte 
Fall  ein,  wenn  die  durch  Elimination  von  /•  zwischen  den  Glei- 
chungen 1)  und  2),  oder,  was  auf  dasselbe  hinaas  koinnit,  weBü 
die  durch  Annullirung  des  KadlcandeQ  der  Quadralwfftid  M  d«r 
wdiVDisehen  FohmI  «rMlevi  CMiüdbmiir  k90UHL  B»  Irt  «m 

Wenn  W  einen  negativen  Werth  Jiat,  so  sind  sämnitliche  "Wltf* 
sein  der  cubischeu  Gleichung  reell  «od  ungleich,  und  letidfie 
keeitit  eine  reelle  und  swei  ImaginSre'^Wiirieniy  so  oft  der  Auh 

drack  W  positiv  ist  Dm  erstere  und  letztere  findet  aber  §b 
die  einen  und  andern  Rüame  Statt ,  in  welche  die  Ebene  von 
der  Linie  IF=0  getheilt  wird.  Wir  nennen  daher  die  ersteren 
positive,  die  übrigen  negative  Räume.  Unmittelbar  leuchtet  hier- 
aus die  Richtiigkett  eines  Tbeiles  der  oben  gemachten  Behanp* 
tongen  ein. 

Nehmen  wir  zwei  der  Asynpixiten«  p  und  § «  Mk  Coer- 
duu^ea*Aj^»  «o  ivird: 

•^l^-^.d^'di"^-S^^'dp  Up'. 

d*JI  _,.  i  <&  .    *  .    th  ds  I  ^  „   \ilr  dt     dr  dt 


d^n   „  \    ds  ,    dr  ^      dr  ds  }  ^  ^    idr   ds     (Ir   ds  f 

r  dp^  'dj.+i'  dpdp  j + 2«  I   «i^ + Ii»  V 

Für  einen  Punkt  der  Asymptote  p  verschwindet  hiernach  a,  und 
es  tritt  demzufolge  in  der  Gleichung  IF=0  0^  als  Factor  auf; 
der  andere  Factor  l8t*3c^  — 4ML  Sonach  berMMt  die  Asyttiptot« 
p  die  Our«  W  ha  dem  Dvrdbsehnilto  Jener  «nd  der  Gntfidee 

fPTI 

dq^dp~^*  ausserdem  schneidet  sie  dieselbe  in  swei  Puoklan, 

die  md  dem  Kegelschnitte  3c*— «dditssü  gelegen  sind.  FnliiMi 

chendes  gilt  für  die  übrigen  Asymptoten.  Die  Bedingungen  a=J^ 
3c* — 46rf=0  reduciren  die  Gleichung  1)  auf  eine  quadratische  mil 
zwei  gleichen  AVurzeln,  und  die  Bedingungen  a=0,  6  =  0  ail 
eine  Gleichung  vom  ersten  Grade.  W^rd  aber  ein  Punkt  dei 
Asymptoten- Vierecks  ein  dreifach/er.  so  zerfallt»  wie  wir  ^esel^e^ 
hnben,  die  sagelidf^  Linie  der  4.  Ordnung  In  eine  nifft  «tot 
Seite  des  Vierecks  zusammenfallende  Gerade  nnd  eine  Linie  de 
3.  Grades,  die  in  jenem  Punkte  einen  Doppelpunkt  hat.  FolgUcI 
entsprechen  den  Berübrungs- Punkten  der  Asymptoten  und  d€ 
'  Curve  W  die  Asymptoten  seihst  mit  Linien  3.  Ordnung,  die  ml 
einem  der.  durch  jene  iPtekte  gellenden  lieiden  Zweige  die  Anyi^ 
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ptoten  berühren.  Den  acht  fibrigen-  Durchschnitten  des 
ten- Vierecks  und  der  Curve  F  entsprechen  aber  die  Asymptoten 
selbst  mit  Linien  der  3.  Ordnung,  die  in  jenen  Darcb«chnitteD 
Ritzen  der  I.  Art  zeigen. 

Die  linke  Seite  der  GleichuBg  1)  gehl  in  einen  ToIljitftnd^D 
ühetg  flo  oft  mau  hat: 

1)  bc-ad^O,    1)  C^-Z^r/:— 0.    3;  Z»«-IIC=:0. 

'  Von  diesen  Gleichangc^n  katm  Irgend  eine  aas  den  beiden 
aadeifo  abgeleitet  weilen.  Sie  sMlen  drei  Kegelschnitte  dar,  die 
sich  in  denselben  drei  Punktofi  schneiden;  alle  Punkte  nämlich, 
(ieren  Coordinateri  -  \\>rthe  den  heideii  letzten  Gleichnnj^Cn  Ge- 
näse thuii ,  liegen  auch  auf  dem  Kegelschnitte  1),  mit  Ausnahme 
jedoch  des  Durchschnittes  der  beiden  Geraden  ä=0  und  c'=0. 
Auf  der  Corve  W  gibt  es  mithin  im  AJlsemeinen  drei  Punkte^  in 
tnMitoy  wtam  ^  dreffkcbe  Poidtte  weraeti,  die  Taugented  dnler 
re«lef  AM€e  In  eine  einzige  zusammenfallen.  Ffir  e6en  diese 
h0H  f Oeehwinden ,  uie  leicht  Mnsnaehea/sleichaEelHtt  die  Dif« 

(erentialquotienten         und  "jfg'*  ^  folglich  Doppelpunkte 

der  Curve  W»  Hie  aisd  anch  aueaer  jenen  keine  SiogiilafUäteD 

leigL 

Zwischen  der  ^  1.  aufgettMes  4]rim  V  vnd  der  Curve  W' 
fiodet  die  Beziehung  statt,  dass,  wenn  erstere  Doppelpunlcte  beh>. 
sitzt,  diese  auf  die  Linie  W  lallen.  Die  Coordinatenwerthe  der 
äi^fidäien  PanJUe  von  V  n tolich  befriedigen  folgende  Crieiobaagent 


dm       dxdy  ' dx^.dy     dx*  ' dy^da     dy*  '  da;*' 

dV     jPii   rf^Ti    d^n  fPu    fjni  d^n 

*  • 

Öie  Elimination  der  drei  AusdrOcke  und  ^rK-  zwi- 

dx*     d\r  dxdv 

dtesen  beiden  Gleicbnngen  und  der  Gleichung  V^Q  liefert: 

^ilx^dy  '  dy^dx      dx^  '  dy*  * 

f/»7T    rf»j7  d^n  . ,  d^n    d^n  d^n  .  ' 

^idx^d^''  da^  '  d^>ld^^    d^  'da^f>.' 

1. 

WmxiX 

Lässt  man  also  einen  singulären  Punkt  der  Curve  F,  falU 

solcher  vorhariden  ist,  dreifachen  Punkt  einer  Curve  vierter 

Innng  werden,  deren  Asymptoten -System  11  ist,  so  fallen  in 

zwei   Tangenten   zusammen  und   die  Gfand«GBrt%  wM 
■  *  *  *  ^  » 

21* 


Aus  der  Abtheilune  aller  Curven  m.  Ordmisg»  derett  Asy» 
ptoteo  susaniBieiifiilleD,  hthen  eich  als  nnter^eenlBele  €!ffii|>pett  die» 
feiilgeo  herätie»  welche»  dieselbe  Grund  (  urve  zukömmt»  od^» 
was  dasselbe  besagt,  die,  welche  sieb  auf  den  Asyniptoteo  tu 
denselben  w(n— 2)  Punkten  schneiden.  Sie  haben  ausser  den 
eben  erwähnten  und  den  unendlich  weil  liegenden  Tangentitl- 
Punkten  der  Asymptoten  keinen  Punkt  geinein.  Da  in  ihrer 
Gleichung,  welche  von  der  Form  iln -|- u/i^n-s=Oy  ist,  die  FniW- 
tiou  iln  (ein  Product.  vott  n  aanieo  bnearM  FunctiMKD )  gid 
(eioe  Fonetion  des  Oi— 'i).  Grades)  beotiromt  sind,  so  ^ 
bät  sie  nur  ogtch  eine  v%ilikahritcbe  Constcnte,  den  CoelHieieiite 
fi»  woraus  denn  iolgt»  dass  eine  von  ihnen  vollständig  bestinpt 
wird,  wenn  man  sie  durch  einen  willkührlich  in  der  Ebene  ango» 
nonimencn  Punkt  gehen  iSsst.  im  Allgemeinen  wird  es  nan  eine 
gewisse  Anzahl  Punkte  geben,  welche  für  die  durch  sie  gebendea 
Curven  Doppelpunkte  werden j  wir  wollen  ihneo  dar  Kürze  W^Uß 
den  Nuneo  Cardinal  •Punkte  beilegen,  and  wirkM  iSssft  «• 
Bctraebtaiig  des  stufenweisen  IMmgätiges  einer  €urve  der  er- 
wähnten Gruppen  io  die  übrigen  einen  Vergleich  jener  Punl^te 
mit  Angel -Punkten  zu.  So  können  sich,  nm  dies  an  einem  Bei- 
spiele zu  zeigen,  zwei  Aeste  einer  Curve,  nachdem  sie  sich, 
während  ft  von  0  ausgehend  wächst  oder  abnimmt,  von  dem 
Asymptoten  -  Polygon  abgelöst  und  immer  mehr  entlen\t  hattes, 
in  einem  Cardiiml|Niiikte  TereiolKS».  Von  diessai  trete«  ^leiaiif 
wiederum  awei  Asstaans.aiaaiider,  wm  denen  der  eins,  wübtsal 
ft  in*s  Unbegrenzt» zunimmt  oder  kleiner  wird,  Ittmcf  *weller  fort- 
rückt, der  andere  aber  sich  der  Grend- Curve  immer  mehr  nähert 
Bei  diesem  Ueber-  oder  Durchgange  verlieren,  %vie  PIficker  in 
seinem  Syst.  d.  analyt.  Geom.  an  Curven  dritter  Ordnung  im  Be- 
sonderen und  in  der  Theorie  der  algebr.  C.  allgemein  nach^ewie- 
sen  hat,  die  Linien,  wenn  der  Punkt  ein  i)oi)pelpunki^  ist,  6, 
und  Io  eineip  ^faeben  fiberhaupt  3o(^ — I)  Weodongspwiktt. 
Im  Besonderen  verschlingt  ein  eigentlicher. Doppelpunkt  ^mit  zwei 
reellen  Tangenten)  vier  ImaeinSre  und  zwei  reelle,  ein  binsiedler 
sechs  imaginäre,  und  eine  Spitze  der  ersten  Art  sechs  isMtgiaim 
und  zwei  reelle  Inflexions- Punkte. 

Die  Coordinaten- Werthe  der  Cardinal- Punkte  einer  Conre  n. 
Ordnung  mOsseu  gleichzeitig  die  folgendem  drei  Glelchunges  be- 
friedigen: 

Efiminireo  wir  ana  der  ersten  und  einer  der  beiden  andern 
die  Toa  ehier  suf  andern  Curve  derselben  Oruppe  sieb  indmdea 
€oefBclenteD  fi,  so  kommt: 
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AMwmäwm  e»ibl  sieb  noch: 

dn  dR     dn  dR  ^ 

Pieser  Gleichangen  haben  wir  uns  zum  Aufsuchen  der  genannteo 
Punkte  zu  bedienen.  Die  beiden  ersten  sind  vom  (2ii — o).  Grade» 
die  letzte  vom  2(tt— 2).  Eine  von  jenen  und  diese  liefern  folglich 
2K2ii — 3)  Punkte.  Von  diesen  ist  jedpcb  eine  sewisse  An- 
nlf  den  eestetiten  'Bedingungen  oicht  entspreenend  aiiAui* 
8€blie«sen.  Wenden  wir  z.  B.  die  Gleichungen  1}  und  3)  an»  eo 
Befem  solche  ereflicb  die  PuiÜLte»  für  welche  gleiclweifig 

^^nnd        verschwindmi ,  und  die  Coordinaten  •  Wertbe  dieser 

hallte  gfttdfea  a«di  der  zweitea  GleifDlui»g»  Ffir  den  Werth  von 

p\  •dev'  dtoeen  lenkten  t  weldie  kiilii^  eivdefft  nie  die  2 

Durchschnitte  d^  As^'mptotcn,  entspricht,  gibt  die  Gleichung 
F=0  die  Null,  da  im  Allgemeinen  keiner  von  ihnen  auf  de,r 
Grand -Curve  liegt.  Es  wird  sonach  F=i7,  d.  h.,  die  Cucv^ 
F  gebt  in  dne  AsymptofeB-PoJ^on  ^er.    Wir  erfaälten  femer 

^^||eA%en  punkte«  för  welche       =^=0  wird,  deren  CooiJ. 

Üentea -Wertbe  aber  im  Allgeroeiiiefl  die  iweita  Gleichung  nkift' 
befriedigen;  ihre  Anzahl  beträgt  (ir— l)(ft— 3)«    Alle  übrigen  v<ea 

S and  3)  gelieferten  Coordinaten  -  Paare  thiin  auch  der  Gleichung 
Genüge.    Hiernach    besitzen   die   Linien    der  n.  Ordnung 

Punkte.  Die  Kegelschnitte  haben  nl^o  keinen  Cardinal-Punkt,  beiden 

giren  dritter  Ordnung  betrügt  ihre  Anzahl  drei  (es  sind  die  von 
Ickar  wem  einer  lirer  Eigeneelieltmieegeo&initenlfitleliniiikte)» 
I4Mm  me  d,  Grades  wraen  II  aof  V.  fC  w. 

Bei  der  oben  aligemeinen  Betrachtung  haben  9*ir  wei  beeon- 
■ÄMt  fVlle  ■■egeuhleeeen»  die  wir  wenigste»«  filr  Cerven  vierte 
Ordnung  nSlier  npdi  erMem  wellet    Wewi  nimlich  erstens  die 

ri..  Bd»dM  Aw<^-Vk,««k.  gebt. 

durch  den  Durchschnitt  von  p  und       so  tiudet  man  H'=q* 

dass  zu  untersuchen  erübrigt,  ob  nicht  alsdann  doch  jener 
unkt  ein  Cardinal  -  Punkt  sei.    Setzen  w  ir  aber  a:=jp,  y  =  so 
bestimmt  sich  die  Tangente  der  einem  besondern  Wertbe  von  u 
entsprechenden  Curve  in  jenem  Punkte  durch  die  Gleichung : 

dn      dR  dR 

da  ^dp 

-3^^^  dq  ^dq 


*  dtf  ' 
Wivdl  mm  ^s=0  geeetil,  ee  wird  ^  unbeetimnit;  eegeM  die 

Genre  in  das  Syeleei  der  Asyinjptolen  über.    Für  jeden  aiMlem 
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beBtimmten  Werth  von  ^.aber  erlangt  auch  ^  ettteo  beatimm- 

ten  Werth,  so  lange  nicht        und       gleichzeitig  verschwinden. 

Wenn  also  letzteres  nicht  stattfindet,  80  kann  der  fragliche  Punkt 

kehl  Oobpelpunkt  werden;  aammf liehe  i^nn-en  her^arai  in  ihm 

dR        dR  '  ** 

d«Q  Kegelsohnitt  H.  Wenn  «her^  und         gleiehseiä^  «iiw 

öchwinden,  80  wird  wirklich  der  Punkt  ein  l/oppelpunkt  und  jwar 


für  jede  Cprve  der  Gruppe;  in  Folge  dessen  wird  jedoch  die  A»' 
zahl  der  Cardintil  Punkte  nicht  griifser,  sie  vernimdeff  steh  vkil- 
mebfi  Dieser  Fall  Ist  denjenigen'  untergeordnet,  «w^hen  im 
4im  sweltM  In  der  allgMiielnen  BetrachtoM  iligtisnfffrt  fcnllPi 

du        d  R 

wo  nämlich  ftir  einen.  Punkt  -r^  und  -p-  verschwinden    und  die 

ilx  dx 

Coordinaten  •  Werthe  jenes  der  Gleichung  2)  genügen.  Das  Ver- 
schwinden der  beiden  Uifferentialquotienten  ist  immer  dann  eine 
Folge  der  Wahl  der  Coordinaten  und  kann  «omit  durch  die  An- 
nahme von  andern  verhindert  werden,  wenn  niciit  der  fragKehe 
Punkt  der  In  eine  £eke  des  Asymptoten- Viereeks  MleAdli  Mm  eh 
schnitt  zweier  Geraden  Ist»  in  die  der  Kegelschnitt  R  ausgeartet 
Ist.  Wir  sifid  «o  wat  HetrndihiQg  der  Momfieationen  gefubrl,  die 
im  Ohii^en  vor  sich  gehen ,  wenn  anstatt  einer  eigentlichen  Corve 
der  zweiten  Ordnung  zwei  Gerade  als  Grund- Curve  aulltreten.  Wir 
w<»llen  diese  selbst  zu  Coordinaten- Axen  nehmen;  so  erhalten 
'  wir  an  die  Stelle  der  Gleichungen  1),  2)  und  3)  die  folgende«:  * 

du      dn  ....... 

Ans  Ihnen  ergeben  sich  wieder  II  Cardlnaluuokfe»  unter  ihi|csi  dir 
Durchschnitt  der  beiden  Geraden.  Der  dem  letzteren  entspreclieiils 
Werth  von  |ü  ist  unendlich«  so  dass  *es  keine  der  Ciirvefi  gibt, 

die  ihn  als  wlrkliclien  Doppelpunkt  aufnimmt;  es  nähern  sich  ihn 
aber  ähnlich  wie  einem  Cardinalpunkte  die  ioMner  grüs^^mi  Wi^ 
tben  von  ju,  entsprechenden  Curven. 

Fällt  der  Durchschnitt  der  beiden  Geraden  auf  eine  Asvni- 


Durchschnitt  der  Geraden  irird  auch  hiei'  fttr  kein  endii^he^  tt'fh 
Ueppelpunkt.  Die  Asymptote,  auf  welche  er  fallt,  wifd  In  ttn 
▼on  sllmmttichen  C^en  berfilw-t. 

.  Wenn  endlich  h^lde  Geridi»  dnrcb  eine  Sek«  des  Asyiupto- 
ten*yierecka  |^ehen»  so  wird  diese,  welches  auch  der  Werth  von 

f(  sein  mag,  ein  Doppelpunkt.  Dadurch,  dass  alsdann  77  den  Fac- 
tor -{- ma:){y in' gc)  erhält,  zieht  sich  die  Anzahl  der  abrlgeo 
möglichen  Doppelpunkte  auf  vier  zurück. 

Es  kann  auch  eine  der  beiden  Geraden  unendlich  weit  #6g' 
ificken,  in  nrelchem  Falle  der  Cirad  der  FuMti#»  Jl  vom  zr  ''^ 


Digitized  by  Google 


«7    .  - 

auf  den  mten  sich  reducirt  Man  ifiifcSlt  dann  ntatt  der  früheren 
GleidiuDgen  die  fe^^endea: 

Hn  dn 


^.    .an      an  ^. 


£r  bedeutet  hier  die  lineare  Function,  welche  an  die  Stelle  von 
tritt,  und  c  und  c*  sind  die  in  ihr  vorkommenden  Coeflicienten 
der  Veränderlichen  x  und  ^.  Da  die  beiden  ersten  Gleichungen 
vlenen»  die  dritie  ▼e»  dritten  Grade  aind,  ao  tesnitirai  nur  0 
Otfdbal- Punkte.  Ihre  Anjsahl  mitt  auf  die  Hftlfte,  auf  3,  anHfdk, 
weM'  aneh  die  Gerade  L  in's  Unendliche  rfickt,  d.  i.,  wenn  die 
Function  L  durch  eine  Constante  ersetzt  wird.  Jene  Punkte  he* 
atimaien  eich  aladann  durch  diese  beiden  Gleichungen: 

Wie  wir  gesehen  haben,  liegen  die  Gardinal- Punkte  auf  den 
dvrch  die  Gleichungen  1)»  2)  und  3)  dargestellten  Curven  Tx,  7« 
aäd  V.  Letztere,  die  voi»  der  vierten  Ördnung  ist,  geht  durch 
die  Ecken  des  Asymptoten- Viere<lks  und  den  Mittelpunkt  des 
Kegelschnittes  R,  "Falls  dieser  eine  Asymptote  berührt,  geht  U 
auch  durch  den  Tangen tialuunkt,  und  dieser  wird  ein  Angelpunkt. 
IM«  Cmnm  ü  Ueibt  dieaelbe,  wetehea  ^aadi  die  Pirowwlonen  4e» 
«Grund -Curve  sein  niOgen,  wnfem  nur  ihre  Axen  dieaeifca  Lage 
und  dasselbe  Llngenverhiltniss  beibehalten.  Lässt  man  den  iCe' 
gelscbnitt  R,  wenn  er  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  ist,  sich 
zu  concentrischen,  ähnlichen  uno  ähnlich  liegenden  Linien  ausdeh- 
nen oder  bezGglich  sich  bis  zu  einem  Punkte  zusammenziehen 
oder  in  zwei  Gerade  übergehen,  oder  verschiebt  man,  falls  R 
«Ine  Farabal  tat,  diew»  fa  dar  RIehInng  Ihrer  Aza,  ae  HkUm  die 
entsprechenden  ßardiaal-Pnakta  auf  der  Curve  ü  fort^  Ghl 
jeder  Punkt  dar  letzteren  kann  ein  Angelpunkt  werden;  niaimt  man 
einen'  solchen  an,  so  bestimmt  oino  der  Gleichungen  1)  und  2) 
die  Ausdehnung  des  zugehörigen  Kegelschnitts.  Wir  werden  sehen, 
dass,  wenn  man  einen  Doppelpunkt  der  Curve  ü,  wenn  anders 
ein  solcher  vorhanden  ist,  zu  einem  Cardinal-Punkte  designirt,  die- 
ser nur  ein  dreifacher  Punkt  werden  fauin. 

Unter  besondern  Umständen  können  mehre  Cardinal-Punkte 
znaammenfallen.  Diese  Coincidenz  wird  dadurch  begründet,  dass 
zwei  der  LInM  f\»  7«  und  Ü  aldr-herVlire«  und  die  dritte  ia 
daai  BerBhmngs  •  Punkte  entweder  jene  ebenbila  tanglrt  eder 
eiaen  Doppelpnakt  bat.  Wir  woHen  die.Wcrthe,  eventuell  die  aa- 

genannten  wahren  Werthe ,  welche  ^  in  einem  Cardinal  •  Punkte 

rar  jene  drei  Linien  und  die  durch  ihren  Durchschnitt  gehende 
Carve  F  annimmt  ^  besAglkh  mit  ir|,  k%  and  k  beoeiolmen. .  Ww 
finde»  ahidaun: 
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,  da;*    ^         dxdy  . 

dR   d^F     dR  dR^dR 
tlx  '  dxdy     ihi  '  dx*  _  ^  dx_J3y^ 
'^-  ilR  d*F    dk    d^F-:*"*  dR^dR 
di  'd^^  'dy  'dxdff       Ha     dy' ^ 

Wenn  nun  erstlich  die  beiden  Linien  Tt  und  T%a\ch  berühren, 
80  wird  ki=ik%^  also  auch  kx=ik^  —  k^,  d.  h.  es  berühren  sich 
dann  alle  drei  Linien  7\,  und  ü  in  dem  fraglichen  Punkte, 
und  es  genügen  die  Coordinateo  •  Wertbe  des  letaterii  der  folgten* 
den  Gleichung; 

Diese  besagt,  dass  die  durch  den  Angelpunkt  gelegte  Curve  F 
fai  diesM  einen  Rdckkehrptinkt  erlangt. 

Wenn  zweitens  eine  der  Linien  s«  B.  7\,  in  einem  Cardi- 
nal-Punkte  einen  Doppelpunkt  erhfilt»  so  wird  ^1=5»  .mid  es 

hoKttren  eich,  da  ;^2=:A,=0  wird»  die  Linien  7«  und  IX  Be 
besteht  dann  wieder  4le  Gieiehung  S^%t  end  FerhSit  aberniab 
eine  SpibM.  Die  Tangeete  hi  letiterer  bestimnl  sieh  dai^  A 
GleidMigt 

dj^'^^^d^'^^d^"^^ 

Der  oben  sefundene  Werth  von  k%  befriedigt^  an  die  Sielte  von 
k  evbetltnlrt,  dieee  Olelchnng,  weraos  wir  emenen,  imm  tMk  Ae 
Corren  ü  und  F  In  den  Spitzen  der  letzteren  herffhten. 

F0r  einen  dreifachen  Punkt  von  F  werden  kt  k%  und  km  na* 
beetinunt,  so  dass  die  drei  Linien  T^,  T%  und  V  einen  solchen 
mit  je  zwei  Acsten  durchsetzen,  er  nimmt  also  Tier  Cardinal  punkte 
auf.  Die  Riebtungen  der  Tangenten  Ton  7|  and  1/  indea  sich 
mit  Hfilfe  folgender  Gleichungen; 

Wenn  nun  die  Tangenten  von  Ti  und  V  in  ihrem  geineinschaA- 
liehen  Doppelpunkte  zusammenfallen,  so  besteht  die  durch  Elimi- 
natoin  der  k  aus  1)  und  2)  resultirende  Gleichung.   Diese  Ist: 
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Fflr  die  hier  vorkomiiiendeo  Ausdrücke  tiiidet  man: 

4*ü_  iffiriMI.         Md^V^^aM    d^n  dB 

,  d^ü      d*n    dR^  (Pll  dR 
dwd$  '^da^dfß  '  d§     Ü^dä '  dx  ' 

d^Ti__  d^n    d^Tj  ^  d^n  d^_d^n 
dx^  —dxdy^l  d»d^  —  d^dx*  dy*  — 

Durch  Substitution  dieser  WerÜie  Ui  die  gefuodeiie  Gleiebuog 
gebt  diese  über  ini 

'  dxdy^    dü^  *  äff^  ^ 

1/  dm  y     d^n    f/»/T^  ./  d^n  y  rf»// ^  _^ 

V<Ä*<%V.  '"S'i^  *  d^^  ^  \d^)     dxdf^  ito»» 

Sie  drückt,  wie  wir  §.  2.  gesehen  haben,  aus,  da^s  zwei  Tangen- 
ten der  Curve  F  zusammenfallen.  Fällt  also  ein  Rückkehr* 
fääki  auf  einen.  enilerB  Zweig  der  Cwe»  «•  Kegtii  in  dm  ee 
witriinJflyiiB  drÜluslieD  Pnokte  aedw  Caraieal- Punkte. 

Beetebt  endlich  der  dreifajßbe  Punkt  aus  einer  »Spitae  und 
dritlMi  Aefeef  dev  l^eiM  iMVfliHtf  firflen  eli^ 
in  eine  snMUMnen^  ee  wiide 


rf^iT     d^n     (Pn  dm 

d^  djis^^dw*  as»  "•^ 


iren  Punkte  der  Cu 


Eine  Folge  hiervon  Ist»  dasndto  eie§nlSre 
ft,  STt  nnd  €/  RMdoehrponkte  wenün.  Be 

rfW     d»ir      d*J5r  d^B^dR  dR 

f  difdx^  dxdjf^     dx^  '  dy^  \  dx'  dy  ' 
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\dxdjf)  '^Ij^'  d^  =W%/     d^^  dj?' 

Diese  Ausdrücke  verschwinden  also  für  den  fragUcheu  Punkt, 
d.  h.  er  ist  ein  Räckkehrpuokt  der  Curven  T  und  ü.   Ww  die 

rfW  MnidR  J   4^n  'dR\  OTT 

ftc^dy     -   \3S^*      "^dydx*  *dx  }djr,dy* 

d^*  3J    iia;c2y'  *  ^  Jdydjifl 


dm 


Wegen  der  für  den  Punkt  bestehenden  Gleichungen  er)  ist  hier- 
nach kg  =  lc.i=ki.     Die  Tangenten  der  beiden  Spitzen  und  des 
dreifachen  Punktes  lallen  mithin  in  eine  einzige  zusammen. 

I  A        IL     A"  1  A 

Legen  wir  den  Ausdrucken  ^.■^=«,  ^^=6  und  ^i^^ 

ssc  bestimmte  Wcrthe  bei,  so  begrenzen  wir  dadurch  unter  den 
Linien  vierter  Ordnung  mit  demselben  Asymptoten  -  System  il 
eine  Gruppe  von  solchen,  deren  Grund-Curven  ähnliche  und  ähn- 
lich liegende  Kegelschnitte  ««ind,  und  welche  sich,  wie  letztere 
wmA ,  i«  Punkten  «ehnddent  cRe  mf  gemden  LMen  Hegen.  Wir 

.CSffuppen  angiiiSrt»  wenn  wir  dem  Co<ttclrtltei>  eintmkmAmmUu 

Wertn  beilegen  und  die  Grund •  Curve  so  verschieben,  dass  sieh 
die  Richtung  ihrer  Aien  nicht  ändert.  Und  die  Gruppe  lässt  sich 
dadurch  in  lauter  selche  Reihen  zerlegen,  dass  man  f«  immer 
andere  Wertlie  gibt.  Sämmtliche  Rückkehr  -  Punkte  sun  der  Cur^ 
▼en  einer  der  angegebenen  Gruppen  liegen  auf^der  Linie  S=:0, 
Ulfe  eigeniliclien  Doppelpunkte  (Durchschnitte  reeller  Zweige) 
Tiegen  in  den  p4Mitivee  Räumen,  Ihre  IsoUrteo  Pndcte  ie  den  Be* 
gativen  Räumen  dersdhen  Curve.  Die  Liide  i9  ist  von  der  vier- 
ten Ordnung;  ihre  Asymptoten  fallen  mit  denen  der  in  §.  1.  auf- 
l^efühKen  Linie  V  zusanmien.  Umgekehrt  kann  auch  jeder  Punkt 
der  JUnie  <$  Rückkehrpunkt  einer  Curv  werden,  die  schon,  wie 
angegeben  wurde,  theil weise  bestimmt  ist;  die  Lage  ihrer  Grund- 
Curyß  ergibt  skh  at|s  den  beiden  Gleicbujägep 

'     lör  .     kjß   ^  dxr .     dR   ^  ». 

a    ^^^^^^^  ^^^^^V^  ^^^^^r  ^^^^Hfc 

wfA  Uwe  AwMfUnnwg  ens  der  «leiclii^ 


Digitizedbit  Google 


r  • 


•  Oje  Aii^bl  <l«r  Doppelpunkte  einer  Curve  vierter  Ordnung 
tum  Ms  «Af  tffü  «teilen«    Weist  eine  Llqle,  deren  Gleichung 
fwm  lieifen  Chaile  fet,  Tier  eingnlSre  Piiiii(te  waC,  «e  fbeeteiit  «le 
BQ$  dem  Co niptexe  zi^eier  Kegelschnitte.    E»  seien  it*,  und 
f/f  lii«  Cfiorilioatni  streier  Dopiie^nkle  einer  Linie  vicarter 

Ordnang.   Bezeiobnen  wir  das»  was  aus  Jlj^^«.0.  w.  wird,  wenn 

du 

mki  Mm  AnaMeke  xssix",  ,y=y  »et^tt,  mit  il',  *' 

3)  ^+2(1/  +  c*'  +  ««0,  3)  ^  +  2<iy"+  m»  +  #=a 

Da  d)c  Anzalil  dieser  Gleichmigep  der  AnanM  der  in  filt'TOflHMi- 
IHnden  Constapten  gleich liommt»  so  kannte  man  gfauben,  es  sdi 
{Mtattet,  nach  nillkührlicher  Annahme  von  TI  irgend  zwei  Punkte 
fon  vornherein  aU  Doppelpunkte  zu  designiren.  Es  widerspre- 
chen sich  jedoch  im  Allgememen  jene  Gleichungen.  Ziehen  wirnam* 

Üb-  dtü  beiden  ersten  Gleichungen  v^n  einanc^f  ab«  ck»  liodm  wir: 

Und  an  die  Stelle  der  übrigen  l^unnen  wir  folgende  nun  ihnen  nb- 
gdeitete  hinsetzen: 

5)  2a(*'-«')  +  c(y'-3,'')+g-2=0. 

$ 

Wenn  nun  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe  von  a{x' — x*')y 
^(y-y"),  d{x'^x")  and  e(y'-y)  i»  die  Gleidrang  i)  eubetitnirt 
werden»  so  konamtc  ^ 
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^x"  /dn  .  dTi\   y*-f/dn  .  dn\  ^ 


Also  nur  wenn  man  die  zwei  Piiokte  so  wäU^  4as8  die  Werths 

ihrer  Coordinaten  die  letzte  Gleichung  befriedigen,  ^ibt  etCunren 
irierter  Ordnung,  die  in  beiden  zugleich  Sini^laritäten  zeigen. 
Ihre  Anzahl  ist  unbegrenzt,  da  man  (und  dies  ist  eine  Folge  der 
den  Gleichungen  5)  —  7)  zukommenden  Form)  über  eine  Cod- 
•tsnte  Ton       beliebig  verfiQgen  kann.  Nehmen  wir  einen  Punkt, 

M'illkiihrlich  an,  so  leuchtet  ein,  dass  jeder  Punkt  dOT-Corve,  die 
dhvch  die  Gleichung  Rzs^O  dargestellt  wird,  wMUi  wir  uoi  ki 

ser  X**  und  als  laufende  Coordinaten  denken ,  mit  dem  ersten 
zugleich  Doppelpunkt  ein  und  derselbv'^n  Curve  vierter  Ordnung 
werden  kann.  Es  ist  auch  gestattet  einen  der  Punkte  zum  Rück- 
kehrpunkte zu  designiren.  8oU  z.  B.  io  (p^ ,  die  Carve  eine 
Spitze  erhalten,  so  muss  sein: 

In  Folge  der  Gleichungen  5)  und  6)  ist  der  Ausdruck  c'  —  4a6 
Jn  Bezug  auf  c  vom  ersten  Grade,  so  dass  also  die  eben  vorge« 
fthrle  uieiebune  einen  einxigen  Werth  für  c  liefert    Die  GmI* 
changen  5)  ^  $  uad  eiM  der  Gleidmigeit  1)  and  10  Wslinwifttt 
Mmul  die  Cmwe  roUctindi^ 

Asymptoten  der  Curre  R  laufen  den  Seiten  des  angenom- 
—  Asymptoten  •  Viiiiwiri  17  |imileL 


Digitized  by  Google 


X  » 


•I 


dorcli  die  Zablenlelu^ 

Von  deiu 

Herrn  Doctor  £•  Grebe, 


Aufgabe,  Man  hat  drei  Gefäs»e,  ein  kleine«  von 
a.eiii  nuttleres  von  b  und  ein  grosses  von  a-j-b  Mass- 
einheiten  Inhalt.  Hierbei  sind  die  Zahlen  a  und  b  ohne 
gemeinschaftlichen  Theiler  zu  denken;  denn  hätten  sie 
tinen  solchen  e,  so  kunute  man  immer  c  Masseio heiten 
II  eiaer  einziges  liulier»  «iisAwmoiifMJitB.  Oäm  kleio« 
md  da«  mittUreGefi««  «iiid  mit  einer  Flüssigkeit  ge^ 
ffillt,  das  grosse  dageges  Ist  leer.  Ms«  soll  nua 
darch  al leinige  B  eniitzung  der  drei  gesasaten  Gefässe 
die  a-j-b  Masseinheiten  Flüssigkeit  entweder  in  zwei 
gleiche  Theilc  theilen,  wenn  a-\-b  einegerade  Zahl  ist» 
oder  überhaupt  eine  beliebige  ganze  Zahl  Mftssein* 
keiten  von  derGesammtmasse  absondern. 

Auflosung.     Gibt  man  für  fortwährend  vormpchmeads Uji* 

giessongen  die  nachstehenden  Vorschriften: 

L  So  oft  das  kleine  Gefass  gefüllt  und  das  mittlere 
leer  ist,  giesse  man  den  Inhalt  des  kleinen  in  das  grosse; 

2.  So  oft  das  Jbieioe  Geßiss  leer  Ist,  Hille  nao  es»  wenn 

dieses  möglich  ist,  aus  dem  mittleren,  oder  giesse  wenigstens, 
wenn  der  Inhalt  des  mittleren  zur  FaUnog  nicht  liinreicbt»  diesen 
Inhalt  des  mittleren  in  das  kleine;  * 

3.  Ist  das  mittUfe  GeHUw  leer»  se  fiUie  issa  es  aus  de» 

giossen ;  ,         '  ' 

4  Ist 


Digitized  by  Google 


Theil  eefilllt,  so  gicese  nuin  aus  dem  mittleren  noch  so  viel  10 
daflv  kleine,  das«  das  letstm  vollständig  gelMIt  mI: 

ao  Ist  leicht  ehii— €h— »  dass  diese  Vorschriften  nicht  alleil 
immer  ausführbar,  sondern  auch  für  alle  denkbaren  Fälle  ausrei- 
chend sind.  Durch  jede  einzelne  Umgiessung  wird  ein  neuer 
jZ^ustand  der  Ge Tasse  berbelgefiUirt  Wir  betrachten  dies«  Zu* 
stände  jetzt  genauer. 

Das  grosse  Geßiss  ist  anfangs  leer;  sein  Inhalt  wird  sodann 
a  und  würde  in  der  Progression  2a,  3a,  4a  u.  s.  w.  fortwährend 
zunehmen,  wenn  nicht  oisweilen  das  mittlere  Gefass  aus  dem 
grossen  geffillt  werden  müsst«»  Di«  iobaltsänderungen  des  gros- 
se» GefwMs  Itesteben  dno  mtimdän  Ui  ehMfm  Gewlm^  tm  &, 
oder  hl  einem  Verlust  von  b  MaseetnMtcn.  Den  letztem  Vertost 
können  «fif  aller  als  einen  Gewimi  von  a^(a+b)  MasseififaetteB 
betrachten.  Es  folgt  hlerarticr,  dnen  men  att  eneeesi^en  t^f- 
schiedenen  Zustände  des  grossen  GM^ses  ?en  dem  ursprfing- 
licheii  an  dadurch  finden  kann,  dass  man  die  Zahlenreihe  0,  i, 
2,  3,  4  u.  s.  w.  mit  a  multiplicirt  und  in  diesen  Producten  so  od 
es  angeht  a-f  6  w  eglässt,  oder  mit  andern  Worten  die  Reste  die- 
ser Prodoele  filr  lUa  Moddas  m-^b  mmwt  Da  im  die  ZnUee 
a  und  a-\-b  als  relative  Primzahlen  voransgeeefif  sind;  «o  Befcw 
die  Produete  0.0,  l.a,  9.a,  3.a  Ue  darch  a-\-h  ge- 

theilt  lauter  verschiedene  Reste,  und  es  kommen  somit  alle  Zah- 
Jen  von  0  an  bis  zu  a-\-b  —  1  einschliesslich  als  Reste  vor.  Hier- 
durch ist  bewiesen,  dass  unsere  Aufgabe  unter  allen  Umständen 
lösbar  ist.  Zugleich  folgt,  dass  wenn  das  grosse  GeCiss  zum 
(a  -ir  b)ten  Male  einen  der  verschiedenen  Zustände  erhalten  hat, 
der  «iföngliche  Zustand  seiner*  Lee^bell  and  danit  des  Geiiilll- 
seiiis  der  bcjddn  andern  Geftsse  wiederhergestellt  ist 


dene  Inhaltsznstände  hat;  so  ist  doch  die  Zahl  der  Inhaltszustände 
aller  drei  GeOisse  grösser;  denn  auf  jeden  Zustand,  durch  nel- 
cfcea  das  grosse  GefiHrs  sehmi  Iniialt  geändert  iiat,  folgt  efo  sa* 
derer,  welcher  bloss  den  Inhalt  des  mittleren  and  Uehien  GiMm» 
ses  abändert,  mit  alleiniger  AusnalhBe  des  ersten  Znstandes  einer 
Jeden  Periode,  wo  nämlich  das  grosse  Gefass  leer  ist.  Es  gibt 
also  im  Ganzen  2(a+6)— 1  Inhaltszustände  der  drei  Gefässe,  die 
sich  bei  fortgesetzten  Umgiessungen  periodisch  wiederholen. 

Soll  das  grosse  Geläss  gerade  +  IVIasseinheiten  erhal- 
ten; so  niuss  sow  ohl  a  als  b  eine  ungerade  Zahl  sein.  Setzt  naa 
dalier  a»2ft-f-]  ;  so  ist 


der  Zustand  der  Halbiruns;  der  Flüssigkeit  gerade  der  (a^öjie 
adsK  sHltetste  Zaatand  der  Periode  iai,  aad  akw  jede«aal  mmck 


Ganzen  nur  a^b  verschie- 


2^(a^^).a  «j(a+6>(aa  +  l)ar(ji+6M+y(a+*);. 
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a-|-6— -1  Umgiessungen  eintritt  Da  überhaupt  Jeder  neue  Inhalts- 
sostaad  des  gtoaaen  Gaftw  mU  AmiahM  dts.erateo  eine  ge- 
riuie  OrdnongsiaU  in  der. Periode  trägt,  welebe  mit  ^  beieicli« 
Bet  werden  kann ;  so  lindel  man  den  Zustand ,  in  welchem  sieh 
tn  Masaeinheiten  io  dem  grossen  Geftss  befiadeo»  nach  Asidsini|| 
dev  Gleicbvng 

aar  —  (a  -f-  b)y  =  tn 

'in  ganseD  Zahlen  doreb  den  Werth  von  %g. 

Die  Zostlnde  einer  Peiiode  kann  man  nnn  aiicr  aveli  in  gans 
eotgegengeaetater  Folge  sieb  ans  einander  entwiei[eln  lassen,  so 

Dämlich,  dass  der  letzte  Znat^Q4  ndt  dem  zweiten,  der  verletzte 
mit  dem  dritten  u.  s.  w.  tauscht.  »  Dann  bekommt  der  Zustand, 
welcher  eben  noch  die  Ordnungszahl  2x  trug,  nun  die  Ordnungs- 
zahl '2(a-|~^)-|'  I — '^'^>  "ud  man  gelangt  zu  den  gesuchten  m  Mass- 
einheiten im  grossen  Ge|aase>  leichter  aaf  ^i^^iu  Wege,  wenn 
2(a^6)— 2a;<£r,  ooer  wenn  a;^  a^b.  Die  Vorsebriften  fttr  die 
idnselnen  Umgiessungen  lauten  aber,  .wenn  man  diesen  Weg  zn 
.▼erfolgen  beabsicbtigt,  anders  als  frOlior,  nOmllch  so: 

1.  'St  oft  das  kleine  Gefllsa  gans  oder  theilwelse  gefillll  ist» 
untf  das  mittlere  nieht  auch  ganz,  giesse  man  den  Inhalt  des  Iclel* 
den  Gelasses  lir  das  mittlere;  sollte  aber  in  dem  mittleren  nicht 
lit^br  Raum  genug  vorbanden  sein,  tim  den  Inhalt  des  kleinen 
jganz  aufzunehmen,  so  fiille  man  wenigstens  da«  mittlere  vollständig. 

9L  So  oft  das  niittlei«  Ge^ss  volModig  fcAilit  iai,  gissne 
man  seinen  Inhalt  in  das  groase. 

9L  '  Ist  das  kleine  Gefaas  leer,  so  fülle  man  es  ans  dem 
^Msson^ 

Ans  dem  bler  Ml^etbellten  wird  nnn  aneb  erbellen,'  dass- 
unsere  Aufjp^abe  Immer  auf  zwei ,  aber  aueb  nur  auf  zwei  Weisen 
iGsbarsei,  indem  nur  die  oben  oder  die  eben  gegebenen  Vorschriften 

unvermischt  angewandt  geeignet  sind,  den  Zustand  der  drei 
Gefässe  auf  eine  Art  ali/iiandern ,  durch  welche  nicht  seboa  da. 
gewesene  Znstäode  sofort  wieder  zurückkehren. 


Hlfiicellen. 


In  der  Sitzung  vom  6.  Juli  1848  der  mathematisch  -  naturwi«- 
»enschaftlichen  Klasse  der  k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Wien  fiberreicbto  Herr  Professor  von  Ettingsbaasen  der 
Klssss^eine  . 

Nsto  iber  eine  directe  uiid  strenge  Abieitung  der 

Taylor'sciien  Formel, 

welche  wir  der  weiteren  Bekannt\verdun|i^  sehr  werth  halten«  und 
daher  den  Lesern  des  Archivs,  denen  die  Sitzungsberichte  der 
k.  Akademie  der  Wissenscbaften  zu  Wien  nicbt  zu  Geiiote 
stellen 
Theorie 
wollei 

des  dritten  Heils  der  genannten  Sitzungsberichte: 

Schon  vor  längerer  Zelt  (um  das  Jahr  1830)  als  ich  noch  das 
Lehramt  der  höheren  Mathematik  un  hiesiger  Universität  beklei« 
dete,  suchte  ich  den  Vortrag  der  Differenzial-Rechnung  mit  der 
Aufstellung  des  Taylo  raschen  l^ehrsatzes  zu  eröffnen »  um  so- 
gleich  aus  ihm,  als  oberster  Quelle,  die  weiterhin  zur  Sprache 
SV  bringenden  Enttrlcklungen  der  Functionen  auf  dem  kfirsesten 
Wege  stt  gewinnen.  Der  von  Lagrange  in  seiner  TkSorie  du 
fonetions  eingeschlagene  Gang  konnte  mir  jedoch  nicht  genügen; 
ich  wQnschte  vielmehr  das  ältere  ebenso  naturgeinlisse  als  klare 
Verfahren  beizubehalten,  uornach  der  in  Rede  stehende  Lehrsatz 
aus  der  Formel  gefolgert  wird,  welche  jedes  Glied  einer  Reihe 
durch  deren  Anfangsglied  und  die  Anfangsglieder  der  aus  ihr  ent- 
springenden Differeozreihen  angibt,  nur  musste  durch  Nacbwei- 
smig  dee  Restes,  den  nao  verascblissigt,  frenn  nan  die  Tay* 
lor*sche  Entwicklung  bei  irgend  einem  €Hiede  abbricht,  diessr 
Deduction  die  yetdem  na  ibr  avseer  Aebt  gelaaeeee  Seblrfe^ver- 
liehen  weiden. 
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Ich  diiHle  bd  mcifien  Ztohurem  etne  dnrcb  höhere  'vvfssen 
schafUiche  Studien  erworbene  Fertigkeit  im  strengeren  Denken, 
aber  kein  reichhaltiges  niatbenatisches  Hilfsma^eriai,  nicht  mehr 


all  Mb  jgmUkwtithmn  Ekmea^-EmmUAmtp  der  Algehraj  kßm, 
his  smr  mMnlalfbnnel  reichend ,  TonwiiefaBeiil  daher  sah  ich  midi 


geiMhIgt,  Torher  das  BUduagi^esetz  der  «OMriseliM  Coeffidoi* 

ten  in  der  Gnindformel«  vm  welcher  ich  auszugehen  hatte,  er- 
sichtlich zu  machen.    Da  ich  das  Ton  mir  bei  dieser  Lehrweise 
gevrähke  Verfahren  nirgends  durch  den  Druck  veröffentlicht  hab^, 
»0  dürfte  es  nicht  unpassend  erscheinen,  wenn  ich  dasselbe  jetzt 
Mch/d4r  kochverdiiten  Klo«««  w  Aufoahme  io  unsere  Sitauogs- 


Bezeichnet  SM»  die  GUeden  irgMt  ewer  SMm$ 
wm  t^geUeMi  Gf  Oeeaifotge  M 

*f »  U^p   •  •    »    U^,  *  •  4  * 

mi  Ae  CrOed^  der  dteMM  UrtorgeheadtR  OUbieamihen 

A«o*'^»  diß%f  Ai%f  *  • » 'Am»»  -  •  *  •  ^ 

wobei  jede  dioeer  tteÜiee  mm  der  veiliertteiieiidee  eiiMeM,  wene 
mt  daselbet  jedee  Glied  ven  dem  n&clietfekeMien  abzieht ,  «• 
iässt  sich  auf  die  afibekannle  Weiee  zeigen ,  dass  jedes  Glied  ai^ 
der  Grundfeihe  durch  t/o»  ^ü^»  6k^9»  ^  A'^o  OUttelst  einer 
FüMl  Yen  der  Gfelidl 

nufgedruckt  wird,  wobei  die  Coefficienten  A\f  . ...  A^t  .... 
van  der  fiendtaifimheK  der  OwndreMw  nnehhüngiee  poiMve  ganse 
Zakleo  sind,  deren  stufenweise  Bereebiiang  mitreist  den  Panenl- 


Um  die  Zusammensetzung  jedes  dieser  CoefBcienten ,  wie  Ar,  . 
aus  den  einzig  und  allein  darauf  Einfluss  nehmenden  Eienienten  ' 
«und  r  ausündig  zu  machen,  bedenke  man,  dass  für  eine  Reihe, 
bezuglldi  ünbelier  die  Grfieeen 

«a»  Ako*        i  .  .  .  «  ide  ii^-Hu  .  ' 
üMlIicb  ^  0  «iMi  lemer 

•  4'«»  ••.  ■  • 


ran  mtm  ainrarMnifc«  WMb^^  wmM  mOmm        "  •  ' 


Tbill  \iV 
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.1  .  .  •  '  •••• 


viAidbfAi  würde«  woiaiw  jnan  »ogleicb 


erhielte. 

Sollen  die  Grössen  «„,  ^«0,  AVi  etc.  bis  A'-^Mo  vewrchwin- 
den,  so  müssen  auch  Ui ,  Ui,  Uj,  etc.  bis  Ur-i  sämmtlich  ==0 
sein.  Es  wird  also  för  u»  eine  Function  von  n  zu  wählen  i^eio, 
welche  «ich  »uf  Noll  redacirt,  wenn  man  entweder  - ' 

»ssO,  oder  nssl,  oder  ii=s2  u.  o.  w.  oder  «ssr^f 

^«etzt. 

0ie  elnbehste  dieser  Forderung  entoprechende  Form-  ist 

es  Usst  sich  aber  leielft  «eigen,  dM  dieselbe  auch  den  weHetw 
Bedingungen»  nSinlich  dass  ^''«o  von  0  verschieden  bleibe,  «nd 
^^^^UQy  ^N-Stfo  etc.  gleich  Null  werden»  Gendge  leistet.  Es  er- 
gibt  sich. 

^Uu'=^Un^^l  —  Un 

.=     Cii+l)n(/i~I)  [ii-(r-2)] 

-«(ii^l)(H-.2)  [«-(r-l)]  : 

=rji(ii— l)(n-2)  ....  [«-(r-2)J;:  . 

-ferner     !     •  "  ' 

.  Ä     r.(ii+l)«(»— 1)  ;v.  .  .  [n — (r— 3)] 
^r.ii(ii— l)(fi^  .... 
rsKr-l)  .«(n-l)  [«-(r-?)]; , 

auf  dieselbe  Welse  findet  man 

I  .         ..  •     r     ■         •  ■  « 

^^un=r(r—l){r-2).n(n-l)  [«-(r-^)], 

und  endlieli 

^r^hi»^r(r—l)(i^2)  3.2.», 

mithin 

A'i4i=r(f^D^fi)  ....  '      .    '  ' 

Da  dieser  Ausdrac)(  von  n  miabli&ng\g  ist,  so  £»igt  daraas  . 
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A'%sBr(r— l)(iw2)  ....  d.  3.1 


1  • 


m 

fefaffgt  Mto  Iii  toi  EcgfibBittM  - 

L  a.  3.  .  .  *  • .  r  • 

wtiches  das  BiiduiigsgeseU  in  obigem  aligeiMiiia  Aiifl<lrucke  für 
«I  ausspricht   '       ^  •  '  . 


BMiduMl  «ME  den  Werth  m  ilr».  w  Meh  seile*  AMbiiH 

gigkeil  vaofi  ersicbtlich  su  machen^  durch  das  Symbol  wobei 

aoivie         sieb  gleich  1  zeigt,  äu  hat  iuau 


A«.  +  (2)  AV.+....  • 

 +  (Z)  A'««.  +  +  A"»»  •  . 

Mu  eelae  nwi. 


MU  to Beü  TSistriit,  iPelelwm  ipi  iwigHwrt,  w< 

den  Ausdrack  für  Un  •unmittelbar  tod   dem  Gliede  ^^X'^UQ^h- 

bricht  Man  kann  in  Rn  statt  der  Anfanesglieder  der  Mif  die 
lie  falgeBiieD  Dilerenireihen,  nftanlicli  «teil  ofer  Grtesea 

^^hu,  «...  A'tb» 

die  Glieder  der  rteo  Differeozieilie  selb«t|  wovon  die  eben  ge-  > 
Binolen  abhängen ,  nämlich  .  •    *  •  ^ 

A''»!»    A*^«*«,    A'«»»  •  •  •  •  ^^Vß-r, 

•   >  •  • 

•iotOlntt.  Ich  balM  diese  bereits  in  meinen  im  Jahre  1827  er- 
schienenen Vorlesungen  tfbef  die  bObeW'  Matheau^ttk  (1.  Band 
S  251.  u.  ff.)  gethM;  MuAeteheiider  Veisng  Rihrt  jedeeb  einle- 
cbac  mm  Ziele. 
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flciat  man  n.-j-l.ftn  die  Stelle  voq^il»  40  niiui 

Es  ist  aber»  Wi«  «ckfa  ^  Sem  Paecfir^ehen  Diiiecfce  erM- 
let>       andb  «im  dem  Bildongggnietie  ven  ^'^^  leiehl  MM%e- 

wiesen  werden  kann» 

daher  kaam  auh  «Ulli  Mamt 

.  ,+tC+i)*Ciit)]  A'+**•+  •-•• 
*  i 

Bednkt  BMu  aaa.  daae  v 


Ut,  so  erhSIt  maa 
^=C^l)        +  (r)  A'-^  ^  (rj  l)  A'^S  +  .  .  • 

'  ••••.  +  («-1/         *-A"%.-  . 

Die  SaaMM  de?  CWeder  dieaea  Aoadrockee»  veai  awaHea  aaga 
gn||^n,  iai  dar  ^üßmAmA»  la  mkhm  Jt»  mmm  jmn 

'V  .Hat  ¥i»  » •  •  •  «rtt.. 

m  iBa  Slalte'Ten 

tritt;  bezeichnen  wir  den  eolcberweiae  aae  üb  eatapliasei^daii 
Aiiadruek  mit  12^,  . so  haben  wir  '  * 

RpMifilf  ede  jtlMi*idait* JVeiai''aaa>  Jilti  atlMttaty 

Hr^^'u.,  also  I^Vs^rn^ 
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uhI  somit»  nacb  der  so  eh<|P  «iifgfigt^Ut»n  Formel : 


■»  \ 


iiii^  «gl  ■■  ■'  ■  ■  .  •': 

t 


Bmm  «Kibt.sicli  .  ' 

t  ' 

•  ■*  -  - 

•  •  • 


  .  . 


£•  IsMm  rieb  w  MWbt'  sivil  CSitoiMi  ngcboy  flwiBdbm 
•MsJUttMi  Es  Mi 


te  Ueinat».  und   '         '  ' 

(iass  grusste  unter  den  Gliedern  des  Ausdruckes  Rh,  wobei  die 
VergleicbaDg  in  ali^ebr^isclieii«  Sione  angestellt  wird,  .also  nega- 
ti?e  Grossen  iur  kleiner  gelten  als  positive,  und  zwar  fiir  um  so 
kleiner,  ie  grosser  Ihre  numerischen  Werthe  sind,  so  fißf^  Jf^ . 
•twfcar  swischen  den  Gr&nxen 


•     •  • 
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6.-r+l)(*,l^*)A'-. 


eder  auch:  IEm  fl«i  A*"!«*  ^«e  ÜMiIb.  ±'ug  die  «rtal»  wter  4m 
CilMBB  A^M«>         A^'Mi»  •  •  •  Ä'iMi-^f      Inil.  Jtn  fnrUtkm 


LC=i)^  Cid + 


i.  fc.  wie  mM  «4110101  9hm  fbcaUUtef  fiigeiuwMI  dar  €wtmwm 


Lässt  Bich  dem  in  der  Grössenfolge  Uo,  tf| »  m^,  .  .  .  .  herr- 
sebeiideD  Gesetze  ^ 
km,  welche  dnrdi^ 
Asidrifeke  als  bcioodcfii 


m  in  aer  f;'r(isseiiioige  Uo,  tf| »  m^,  .  .  .  .  nerr- 
geniäs£  dk^uu  alfi  eioe  Function  ?od  m  darstel- 
I  fX»)  a^edeiM  wgde>  eb  iaeed»  Hek  obige 
lendeve  IVetthe  def  F^netfewM 


I 


•  _  «        *  • 

HM 

(")f(,)  . 

fdr  ssik  und  zaeg  betrachten.      .  '  . 

Aendert  sich  F(x),  wfihreed  z  vom  Werthe  k  zum  Werth  c 
g  stetig  fibergeht,  gleichfalls  nach  dem  Gesetze  der  Stetigkeit 
so  gibt  es  Steher  einen  zwischen  k  und  g,  also  um  so  mehr  swi*^ 


•cheii  0  und      r  liegeadeA  Y/firih  &ki  i,,  beadgUeh  deaaea 


!» 

*  ... 

oder  auch  * 


•  •     •*  -  •  •  '( 


gesetzt  werden  darf,  wobei  naturlich  der  Werth  von  x  tat 
Falk  von  jenem  In  ersten  vetadueden  gedacht  wird. 
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Amt  TT  I  iiHiii  m4  HmteNunff  der 
miSt  Iiirar  pr^Umo«^  vntorTiegt  him 
ber  tef  idb  atfäTfiS  km 


nobel  f{x)  ligend  «Ine  durchgehende  angebbare  Function  der. 
Verfinderikhen  x  vorstellt,  und  lässt  man  9ttc=A  sein,  denkt  niaa 
sicli  ferner  A  ab  eoie  bestimmte  Gcös«e  und  die  ganze  Zahl.«» 

dliii,  «o  ergM  Mk  wd  lnfci«ata  Welse  «ater  der  Yora«h 
ülnng  der  SteüekeÜ  der  FoMtie«  f{x)  ved  Ihrer  DUbmhM- 
fMfientea  Im  dertSegend  des  fdr  «  gewftUteD  WerÜiee: 

■ 


«   .   »  .       ♦  •  •    •         .  .  : 

,„  .         •        *  -  *  • 

• .    .    »  I 

Mier  auch 

erscheint.  Dieee  beidea  Aaadricke  redacirea.  aidi,  weaa  laaa 
(bSyaibale   '  , 

durch  die  BrScbe«    welche  sie  vorstellen,  ersetzt  und  erwägt,« 
dass  zw  zwischen  0  und  nto  oder  h  (äWt,  mithin  unter  der  Gestalt 
des  Productes  6h  gedacht  werden  kann,  wobei  6  einen  zwiachea 
0  und  1  liegenden  Factor  bedeutet »  auf 


r 

,  '  '  Digitized  by  Google 


nd 


wobei  0  in  de?  sweiten  Form  der  Ergänsinis;  12  nicht  deoselb«!! 
Werth  bftt,  wie  in  der  ersten.  Wie  mit  dieser  Deduction  die 
EotwicIduBfl;  der  Grundbegriffe  der  DÜerentialrecbnung,  mid  zwar 
aof  die  Jic£tTall«te  Weis*  gegeben  werden  kfno^  bedarf  luper 


Friedrich  Leopold  Stoliberg  erzühlt  in  einem  an  den 
Domainenrath  Scheftner  in  Kuoi esberg  gerichteten  Briefe(da- 
tirt  Berlin  den  5.  Oecbr.  ]780)^  der  in  den  Blättern  liir  literarische 
ÜBlcrMlniig  (1834.  1fr.  3(».)  «hgÄdräckl  iet,  dvs  Lagrange  am 
eine» '  seiner  Fmmim  gesagt  fiübei  «i«  »'ai  j»MU  c'^^-^ 
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BeatiBMite  Iiteiuifr  der  Anfi^alke  fiber 
die  Vertheilun^  eines  Drucks  auf 
mehcals  dr^  Stfilaipiiiikte. 

s 

Von 

Herrn  Chr.  Wiener, 


Wenn  eine  Last  Pvon  einer  Unterlage  mit  drei  Stützpunk- 
ten getragen  wird,  so  ist  der  Druck  auf  jeden  derselben  leicht 
zu  bestimmen  aus  den  drei  Gleichungen,  welche  ausdrücken, 
dass  die  Resultante  der  drei  Seitenkräfte  ist.  Sei  der  Angriffs- 
punkt f  der  Last  (Taf.  VI.  Fig.  1.)  der  Mittelpunkteines  Polarcoordina- 
tepsysteme«  sei  aX'  die  Aze,  und  seien  die  Stützpunkte  ^  auf 
welche  der  Druck  Pi»  geübt  wird,  durch  ihre  AbiiSnde 

#>Pl=s«i|,  PP^=a%,  PPs  =  a,  und  durch  die  Winkel  P^PXssUi 
Q.  w.j  welche  di^se  Abstandslinien  mit  der  Aze  bilden,  gege- 
ben, so  sind  die  drei  Gleichungen,  welche  ausdrücken,  daee  P 
die  Resultante  ?ou  P^  P^  und  P^  ist,  folgende: 

0=:  Pi  01  sin  «i  -f  P%a%9\u    -f  P3  «'s  sin  , 
OssPi«^  eos«! -fPftflraCOsa^-fPa  atC08<%; 

woraus  die  drei  unbelsannten  Grossen  P|,  und  P3  bestimmt 
werden  kOnnen. 

Sind  aber  mehr  als  drei,  im  Allgemeinen  n  Stützpunkte 
gegeben,  so  reichen  die  drei  äbnlicheu  Gleichungen: 

PÄiPi4.P^-f....  +  P«,  i  .1 

-  0=  Pi  «1  «in  «1  |-  P2     sin     -f . . . .  -|-  Pn^nsih  0» , 

0  s  P|  M 1  cos      -f       Oft  COS     <f  •  .  •  .  r|-  Pn  O«       %  ^ 

TheilllV. 
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cur  Bestimmung  der  n  Unbekannten  nicht  hin,  sondern  es  können 
n — 3  derselben  willkiihrlich  angenommen  werden;  es  ist  die- 
ses einleuchtend ,  indem  man  z.  B.  eine  Anzahl  Stützpunkte  ganz 
unbelastet  denken  kann,  da  ja  schon  drei  genfigen.  Die  Auf- 
gabe ist  dann  unbestimmt. 

Denkt  man  sich  aber  die  Bedingungen  dieser  Aufgabe  phy- 
sisch ausgeführt  und  zwar,  wie  Mir  es  auch  bei  der  Auflösung 
der  Einfachheit  halber  annehmen  wollen,  von  dem  belasteteo 
Punkte  P  Arme  ausgehen,  welche,  in  einer  horizoittalen  Ebene 
liegend,  mit  ihren  £nden  auf  Stützen  ruhen;  so  scheint  es  pa- 
radox, dass  der  Druck  auf  jede  Stütze  nicht  ein  ganz  bestimm- 
ter sein  soll.  Der  Grund,  warum  eine  Bestimmtheit  der  Auf- 
gabe sich  uns  sogleich  als  gewiss  aufdrängt,  liegt  aber  darin,  dass 
aie  Arme  physische  Körper  sind,  welche  an»  einen  Ende  be- 
lastet, sich  biegen;  und  dieses  ist  es  auch,  worauf  die  folgende 
Lösung  gestützt  ist.  —  Die  Belastung  des  Vereinigungspunktes 
P  der  Arme  wird  nun  folgende  Wirkung  haben  :  Da  die  Arme 
den  Druck  der  Last  nicht  auf  die  Stutzen  fortpflanzen  können, 
ohne  eine  gleiche  elastische  Spannung  anzunehmen,  was  aber  nur 
durch  Biegung  möglich  ist,  so  wird  der  belastete  Punkt  P 
sich  senken,  von  seinem  neuen  Orte  werden  die  Arme,  alle  von 
einer  j^emeinschaftlichen  Berührnngsebciie  taiigirt,  ausgehen  und 
sich  bis  zum  Horizonte  ihrer  Stützpunkte  erheben ,  indem  sie  auf 
diese  den  Druck  üben,  welcher  ihrer  Ablenkung  von  der  in  P 
gemeinschaftlichen  Berührun^sebene  und  ihrem  Biegungsmo- 
mente entspricht.  Aber  die  Stützen  selbst  sind  ebenfalls  physi- 
sche Körper,  welche  die  Fähigkeit,  den  auf  sie  geübten  Druck 
im  Gleichgewicht  zu  halten,  nur  dadurch  erlangen,  dass  sie  et- 
was zusamengedrückt  werden  und  so  die  rücliwirkendeElastici- 
tät  gewinnen. 

Durch  diese  auf  die  wahre  Natur  der  Sache  gestutzte  Be- 
trachtungsweise wird  eine  bestimmte  Auflösung  möglich.  Wir 
wollen  dabei  nach  einander  die  drei  Fälle  betrachten:  1)  dass  die 
Zusamraendruckbarkeit  der  Stutzen  sehr  klein  sei  gegen  die  Bieg- 
samkeit der  Arme^  wie  es  z.  B.  stattfindet,  wenn  erstere 
aus  Eisen,  letztere  aus  Fischbein  bestehen  und  die  Last  P  klein 
ist;  dann  bleibt  der  Horizont  der  Stützen  ungeändert;  2)  dass  die 
Biegsamkeit  der  Arme  sehr  klein  sei  gegen  die  Zusammen - 
drückbarkeit  der  Stützen,  wie  es  z.  B.  stattfindet,  wenn 
erstere  starke  Eisenarme,  letztere  aber  schraubenf«>rmig  gewun- 
den aufrecht  stehende  Stahlfedern  sind;  danVi  bilden  die  Arme 
eine  etwas  gesenkte  und  im  Allgemeinen  geneigte  Ebene;  3)  dass 
endlich  beide  Momente  zugleich  berücks^ichtigt  werden  müssen, 
wobei  dann  die  hohle  Fläche  der  Arme  auf  Stützpunkten  von  ver* 
schiedener  Höhe  lagert. 

Erster  Fall.  Die  Stützpunkte  liegen  in  Einem  Ho^j 
onte.  die  Arme  siod  von  diesen  abwärts  gehender 
nach  oben  hohle  physis  che  Linien,  welche  im  gesenktem 
Punkte  P  eine  gememschaftliche  Berührungsebene  haben.  Wi? 
wollen  durch  die  drei  Gleichungen  unter  Berücksichtigung  dei 
Ciesetze  der  Elasticität  die  drei  Elemente  bestimmen,  durch  w  elche 
die  genannte  Berahrungsebene  festgelegt  wird,  und  dann  dei| 
Druck  auf  jeden  Stützpunkt  aus  seiner  Ablenkung  von  diese 
Ebene  ableiten. 
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Schneide  jßoe  Beruhning^^bene  den  Horixout  der  Stützpunkte 


ia  00'  (Taf.  VI.  Fte.  2.)  untf  r  dem  Wii^Ul  9,  bilde  die'  Linie 
OO' oder  ilire  Parallele  ocr  durch  den  Ursprung  mit  der  Axe  AJC'den 
Winkel  f,ni\d  mei  4»r  seakrooht^  ^^bstand  dieser  Schnittlinie  Oiy 
nm  Urmm  oder  PMsir,  m»  hat  «Seh  der  Paukt  'P  gesenkt 
VBi  rfg9.  FerDer  liegt  der  Stutzpunkt  P|  über  der  Tangirungs- 
ebeoe  um  V=?(^4r  +  A  ^fifi»  ^  ^  PäA  iwlliwdlt  mf 

Wir  mflseen  nun  die  Arm9  BAlten  betraqbteo»  irelelM  an 
ihrem  einen  Ende  P  eingemauert  «ind  und  deren  aMeree  durch 
die  senkrecht  auf^vUrts  wirkende  Kraft  Pi  um  bi  gehoben  wird. 
Haben  alle  Arme  ^leicb^  prismatische  Gest£(lt  und  gleiches  Bie- 
gungsnioment ,  una  vermöge  die  Kradteinheit  bei  einem  solchen 
Arrae  von  der  Länge  =1  das  Ende,  ^n  welchem  sie  wirkt,  um 
h  TOD  der  Tangente  «oi  andfim  eiogemauerleii  finda  ^^lenhea» 
•e  ffM  die  ttraft  Pi ,  ireleke  kel  Am  Balken  tod  der  Llbige 
0.  das  Ende  na  ^  n  leben  venaag»  nach  4^  Gaaeteeir  Ar 

EtanMIlit  aebi: 

*■  . 

oder 

*        •      »  •       •  • 

•    '^^T'Lv  f?~^-l* 

lad  analeg  fBr  die  Okrigm  Dinaklpittas 

•  « 

j^_^gyr*'  ,ain«h^^»P     ceee^ain/?  ~| 
a.  a.  w.  • 

FSlirt  man  diene  Werffce  in  din  obigen  drei  Glelchnngen  Ä, 
ein  und  Mldet  Klammem,  no  eririUt  man: 

.  ^/cos«!  ,  coaob  ,  \j 
^      /jiino'.     sin«.,.     \  .       oAi"^f<'i   .  sin* »2  .  \ 

I 

.  ./aln^ft  eosflh  .  siii%cpaff|  .  \ 

'^V  .  «n  « w    f  . 
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Md  «IM  Klr  'W«ri>  «ter  IManltM  iMllMr  MiMai 


8in«i     sinos  sinotn 


I 

•^^öT"  + 


810  fffi  cos  O«  ^ 


•o  bekonimwi  wir  «fo  vntor  dar  Fqrn: 

P  =       lr<  + 1  cosß  -  <'  s\nß\ , 
OssrI-f  lico8/3^#flfai(8, , 

fvoraiu  der  Reibe  Mi^  die  Weitbe  atVgilütet  werden: 

w 

t5^__  p;^  

6      n-i-tcosß — i'fioß' 

VÜkfi  man  dieee  Werllw  i»  dBe  obigeo  Forroelo  li3r  P|,  P^n.%,m. 
efai,  ee  iMlremmt  nu»  cHe  GfOese  deeOrudn  enf  Jeden  Stobpankt 

Die  geAindenen  Aoedclcke  seigeii,  -dase  jl*  r»        nad  eise 

aucb  die  Grössen  P^,  P^  u.  s.  w.  gaoz  unabhängig  von  der 
erlese  4  der  lliejgeeMkeit  eitil,  deee  ^  ^Tertfcettmg 


iee  Drwke  avf  die  SMUipankte  dieeeUbe  Meilil,  wen  amsii 
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 Arm«  noch  00  klein  wird)  nur  darf  sie  n  i  ch  t  gl  e  i ch 

mmU  frerdea,  mMR' «oMt  auch  tg<p=0  wird,  und  der  Werth 

"■5^=0  den  Werth  von.  P^,      u.  «.  w.  nnbeslimmt  macht 

Von  dieser  Eioacbfinkimg  werden  wir  wie  ooch  bei  den  sw<^ 
Falle  Bihei»  ,ibcraengee> 

Wendeo  wir  diese  Fmeie  aef  ete  einfachee  Beispiel  an. 


^ä6,  a^sz%    Ogssf,  iCftSsd; 
«1=00,  i^=9üö,  0^=1800,  04=270»; 


wir^ 


I=(kl87,  rs=-a»96^ 


.  .    0,75.0,96      .  ^   


feraer 


Der  negative  Werth  von  r  und  tg(p  drückt  aus,  dass  die 
Ourchschnittslinie  00'(1)  (TaC  VI.  Fig.3.)  dieAxe  auf  der  iiegativeu 
Seite  vom  Ursprung  trUR.  —   Mit  Hülfe  dieser  Werthe  erhält  man : 

P^^I=^^i(— 1,193 2c«M/3)=0.t87 

•  ■ 

.IM  Beweise  der  richtigen  Rechnung. 

Es  kann  vorkommen»  dass  der  Druck  auf  eiazelne  Punkte  n  egati  v 
tfird*  wie  in  folgendem  Beie|delew  Sei  (Taf.  VI.  flg.  4.)  P^U 


V  « 
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Ao  dass 

«o.  «rkiU  mtft 


as  1,01— 0,1  rrLOO. 

In  eioero  solchen  t^alle  fallt  die  Tani^irnngsebene  bei  P  ober- 
halb der  Stützpunkte  tA\t  net^attvein  I)r(H!ke,  6o  dass  die  Arme, 
welche  nach  Annahme  mit  dem  einen  Knde  den  Stützpunkt  be- 
rfihren,  hier  nicht  aufnürts  gedrüc-lvt,  sondern  almärts  ges«^^ 
werden.  Soli  dagegen  eine  solche  feste  Verbindung  mit  den 
Stfitepaiikten  nicht  stattfinden,  so  wfirden  die  betreffenden  Arne 
jene  Tangirungsebvne  niclit  verladaeh  und  «ich  fiber  ihre  Mkeree 
otfttsen  erheben»  eo  daee  diene  Dnbelaelet  blieben.  Alan  nnas 
dann  mit  Weglassurij^  dieser  Punkte  eine  neue  Berechnung  vor- 
nehmen^ also  in  unserem  Beispiele  die  Last  P  auf  die  drei  Anlift 
Pu  P%        ^-k  vertbeilen,  wonei  das  Resultat: 

Pi=Q,io,  p^:^Qfio,  />i=aio 

erhalten  wfard.  ' 

Bft  blttl^n  di«  Arme  tiiiv^r Xnll^l'lieh 

alVkib  Ebfeike,  welthe  anf  den  durch  den  Druck  P  mi^i^ 

SeWetiktdd  (StütKpnnkten  lagert.  Df^e  Ebene  schneide 
en  ursprünglichen  Horizont  der  Stützpunkte  in  der  Linie  Oit 
(Taf.  Vi.  Fig.^.)unter  dem  Winkel  (p;  und  diese  Linie,  w  elche  den  Ab- 
stand r  von  dem  Ür^rung  habe,  bilde  den  Winkel  ß  mit  der 
Axe  XX*,  Die  GrOsae  der  Senkung  jedes  Punktes  Pi,  i\  u.  s.  w. 
sei  eu  e^'VL.B,  w.»  welche  ausgedrimt  «rird«  wie  firaber«  aorcfa  die 
GleichuDg 

Ci  =  [r  +  fli  sin  («1  — tg  <p. 

Sei  nun  e  die  Läit&^c,  um  li^elclie  die  Krafteinheit  einen  Stutz- 
punkt niederdrücken  kann,  und  bieten  all&  gleichen  W^iderstand  dar,  ' 
so  ist  die  Kraft,  welche  einen  solchen  um  eg  senkt, 

oder 


*  • 
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DieMr  Wert|i  und  ^ie  anal^gwi  M  dic(  fihrlf^n  DrneklffSlIe  in 
Pte*— tri* + co«/l(fli  sin«! +«|isin«a + .  .0 -r  8ln|5(a£  costti  4-ajCos 

ttbA  setze«  wir  UeHnt 

dM  Anzahl  der  Stützpunkte, 
<=:<t,s1iiiir| -f  IC28i0li^+...*f<liielDail,  .  . 

<'=  fll  cos  Cfi  +  (72  ^^^^SOf^  +  •  .  +  «n€08  Ofn  ; 

9=iii*«inat  cos«|  -f  o^^  sin    cosa^,  +  •»  -f  aa^einoii  coMn ; 
so  erhalten  ohige  Gleichungen  die  Gestalt; 

(m -f  <ce8^  — l'sio/n« 

0=r<+ M  cosjJ — ü  sin /S , 
O^rf -f  eeeej^^.if'/iijBi}. 

Himiiie  erhaltea  wir: 

r=:— J^^^  

tgy_  ^  . 

,  .    e      r»  +  icosß— i'ßin/J  *  .  • 

welche  Resultate  der  Foim  oacb  mit  denen  l>ei  )}  gel«n40M 
fibereinstimmen ,  der  GrisM  iMh  ite  daven  yersebiedee  sied> 
da  die  einzehien  BochalibeB  mnä&»  Werthe  ausdrCcken.  Mit 
dieeea  nna  bekaonten  Grussen  lassen  sich  die^  einzelnen  Prack- 
krifie  nach  den  oldgen  F^meln  wie  verhin  beetimmen.  ^ 

tffflp 

Anch  hiflf  ist  sichtbar»  dass  die  Werthe  von  ß,  r,  ^  und 

somit  die  yoo  P^,  P^  Pn  durchaus  von  der  Grösse  c  der 
Elasticität  unabhängig  sind,  dass  sie  also  auch  Wr  jede  noch 
•o  kleine Zneamraendrackbarkeit  dieselben  bleiben ,  nur  nich^t  iiir 
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«ssO»  traft^  wie  vorhui  4ftaii>^^m^t  «nd  bterdnccli  die  Dniek- 

klift»  tto  bestimmt  wMen.  —  Wottto  man  fo  MdraFiHao  die 
«rwtoiiM  GffOcsen  aach  für  die  Grenzwerthe  6=^0  vnd  «ssA 

feiten  lassen,  so  mflsaten  beide  gleich  sein*  Denn  im  erste« 
'alle  war  von  vornherein  e=0  angenommen  und  b  =  0  ein  Grenz- 
werth;  im  zweiten  Falle  aber  war  6=^0  die  ursprüngliche  Annahme 
und  c=0  der  Grenzvverth;  da  also  jedesmal  6=0  und  c  — 0  ist, 
so  müssten  auch  die  bestimmten  Grof^^en  der  Drucickrälte  über- 
eiosümmeoi;  dieses  aber  findet  nicht  statt,  und  es  mOaaeo  daher, 
woDQ  die  Trasarme  und  deren  Stfitaen  beide  gana  miehmüscb  tand, 
die  DraddtfSffe  irlrfclieh  nnbc«ttmmt  sein. 

Betraditen  wir  als  Beispiel  dieselbe  Aufgabe  wie  leAbl» 
nehmen  nleo  Pss:l, 


ee  wird 


and  daraus 


ferner 


«i=ö*  «*=d;  . 

tksüO^,  a^ssW.  i%sl80»»  9^^^, 


1>,  r=:4,  ti=20,  tt'=26,  r=.0; 


80 

tg/?==^,  also  /Js=5ö«59', 


wd  endlieh  ' 

Pi  =  0,072.  /'.^(WT?,     = (W62,  0,18^ 
deren  Snmnie 

= 1,000=  P 

X4l^o 

Es  Tälltalso  hier  dieLinie  00'  (2)  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  auf  die  positiv« 
Seite  der  Axe,  und  die  der  Last  nahe  Stütze  wird  weniger 
belastet,  als  im  ersten  Falle,  weil  der  Einfluea  der  JSäk%  ai|f  di« 
Grösse  des  Drucks  geringer  geworden  ist. 

Auch  hier  ist  der  Fall  möglich,  dass  einzelne  Dlnicldrtfltm 
negativ  werden.  Sei  a.  B.  (Tat  VI.  ¥\g,  5.)  P=zl,  . 

«1=10,  «,=8,  H—h  «4=5; 

eo  erhält  mau  '  * 
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.  <==10«mOo+4-*l8inO«--4=:0,  «'==15,  M=:3>,  ii'=;5ll9,-  • 

$  t  •  • 

.  (IUP  sin  (>"-lsi»»(y>)-3'>cof90o  99-32  tg9>_nnfi7r 
^  iO«iiiO«--l«liiO«  =— 5~=7,444,  —-0,0677. 

Hierdurch  wird 

pj*^— fttTS,  p^=o;m,  p»=o,57i. 


1,173-0,173=1,000=K 


h  teem  Fafc  «Aowdet,  wie  in  4em  mlM  Mo»  dl«  Sbm 

der  Arme  zwischen  dm  Angrifspunkte  der  La«t  und  §k^tm  Stdti* 

punkte  Pi  in  den  ursprfingnchen  UorfaMmt  der  Stützpunkte  ein 
und  ^eht  bei  Pj  über  dem  Stutzpunkte  weg.  Bei  einer  testen 
Verbindung  von  beiden  wird  die  Stütze  mit  einer  Kraft  Pj  =  — 0,173 
ausgedehnt,  bei  einem  losen  Auflagern  dagegen  muss  eine  neue 
Berechnung  mit  Ausscheidung  des  StGtzpunKtes  P  vorgenom- 
men werden,   welche  uns  hier  auf  den  einfachen  Fall  ?on  drei 

1  d  1 

Stfifapnaktn  bringt,  «ad  die  KmuIMd  P%^^$  I^bbs  P%^i 

Dritter  Fall.  Es  sei  die  Elasticität  der  Arme  und 
die  der  Stützeiuzugleich  za  berficksicbli^ eu;  dann  la- 
gern, die  Enden  der  gekrCoiniten  Arme  eni  den  etwa« 

■ledergedrflckten  Stfl tzpankten.  2lei  auch  hier  wieder  die 
Lage  der  in  dem  Punkte  P  an  die  Arme  tan^i^enden  Ebene  durch 
4ie  drei  Grossen  ß,  r  und  9  festgelegt,  seien  die  Abstände  der 
Annenden  von  jener  Ebene  6|,  4s  n.  s.  w.  und  ihre  Abstände  von 
dem  ursprunglichen  Horizonte  der  Stutzpankte  oder  die.  Senkung 
der  ietatereu  u.  s.  w«,  so  iat  1 

*i  +  =  [»• + «i  iittfe —OT^g  9»; 
ielwieetai 

^=^i*6.ii|^'  und  «jj  =  P4«, 

P,(*a»»+«)=lgrtr+«hwii(«% -ftj. 


oder 


-       '     SM  . 

Verfahren  wir  mit  diesen  and  den  analogen  Ait8 drücken  für 

w/ebenflo  wie  Mmtß  99  Maomveii  wir  die  drei  Gieidmn- 
gen  A.  wter  der  Form: 

^Oi^sinaicosai     g^^inot^co8t%  \ 

und  wenn  wir  deiin 

•  •       •  • 

* 


^  Ii' 

•etien»  so  beiioiiiiiien  wir  sie  fast  unter  der  üMkmaFcmi 

Osrf-|-tgee0|9-<-*Oflio(l, 


Mgt 
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nnd  mit  Hülfe  dieser  bekannten  Werthe  kennen  nun  die  Druck- 
kräfte berechnet  werdto*  — •  Man  sieht  ^u«  den  erhaltenen  For- 
Beb,  «Im  hl  «tMW-jdrHMn  Falle  die  Wtite  fwi  jS,  r,  op  imd 
■iHÜB  MMsh  «00  Pf  JP«  IL  «r.  tttclit  Mlibhingig  sind  tob 
der  Grosse  de^  Biegsamkeit  der  Arme  b  und  der  Zusas^ 
mendrückbarkeit  der  Stdtzeo  ^  waii  hier  b  und  e  nicht  als  allga* 
»^ne  Factarea  verschninden.  Es  iteniigt  jedoch,  wenn  das  \er- 
K&tt()i$*  zwischen  b  und  e  gegeben  i«t,  weil  beide  uater  gleichen 
Pn(itH)««n  im  Nenner  vorkommen*  <^  Ferner  gehen  die  letzten 
Formelo  ia  die' van  1)  oder  2)  eher»  trenn  man  €=sO  oder^;=3p 
«etat;  m^jimm  täSm  letale  Auflösung  dia  aUgemeiae  ist  und  jaaia  ali 
WMdm  nib  in  »idi  bagfBÜU  . 

Betrachten  wir  auch  hier  das  obige  Beispiel,  setzen  also 

.   4E^=5,  ajj=2,    a^==l,  0^=4; 
a^c=:0»  m^^W,  a^n3|80<», 

•  •  •  ^  • 

«•■w  -    '  •  

i=l^m  <=SJÜ7,  i'=-6^,  «=4aya9,  i»'3:27jßl6,  ji^^O: 


•I 
I 


a«l'«adUali 

•  •  •  •    «  *• 

lern  Swfina  JMm«?P  ist 

Mm  WMfc«  faBaa  «irisdiCB  dk»  von  1)  and  %  wie  äifrcb 

Verh&ltaiss  1=10  .swisehea  das  7SB0  ob^  r=0D  ftlh.  Die 


L 
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II  JflA 

AJk,  - 

«. 

0,12 

o,to 

0,07 



0,19 

0,60 

0,27 

0,38 

0,49 

0,36 

0.09 

0*14 
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Auf  ganz  ähnliche  Weise  kann  man  den  Druck  auf  jeden 
'Stütipunkt  bestimmen,  wenn  die  Last  auf  einer  Ebene  statt  auf 
Armen  liegt  und  diese  Ebene  selbat  eotw^er  wieder  aof  aiosebieQ 
dMCM  pler  md  «iiMM  Katp«fft  itmm  abm  Flidi«  olmi  kt 
Mrfliigert;^  doch  mäsate  ttaen  Fall  vorher  die  BiegungsgettaH 
flioer  elastiscbeii  fibMM^  aof  weleba  Mahma  JMIa  iilhw^ 
«Ncbt  irafdaa* 


Ich  will  noch  kurz  die  Ansichten  erwähnen,  welche  ich 
über  diese  Aufgabe  aufBnden  konnte.  Unger  in  aeinen  „üebtto- 
gMi  aas  der  S&tik  md  Maebaalk«  Berifai  1831««  sagt  bat  Gele- 
•eeheit  dar  ganz  ilNdkiiaii  Angäbe  Aber  die  Vertbeilaag  des 
Dracfca  aaf  drei  Punkte,  welche  la  eine  gerade  Linie  fallen,  daae 
man,  um  die  fehlende  Gleichung  der  unbeMtiroroten  Aufgabe  zu 

frewinnen,  verschiedene  Hypothesen  angenommen  habe,  nSm- 
ich  dass  die  Linie  elastisch  sei,  oder  dass  die  Vertheilung  des 
Drucks  eine  möglichst  gleich  furmige  sein  müsse.  Cr  eile  in  sei- 
aem  „Journale  fiir  IMathematik,  1.  band,  Berlin  1826«  Seite  130/* 
baatbnit  M  deraelbee  Aofg^be  die  Clreeaeii  tlir  Me  der  deti 
Dmcbkrifte  anter  der  Toranaaatzang,  dass  ale  au  kefaiefli  8111a- 
Makle  negativ  sein  dürfe«  Jedoch  spricht  er  in  dieser  AMiead 
lung  die  Ansicht  aus,  dass  die  Unbestimmtheit  nur  desswegea 
paradox  erscheine,  weil  die  unnaturliche  Annahme  einer  ufi- 
olegsamen  Linie  gemacht  worden,  dass  aber  mit  Berücksichtigung 
der  Biegsamkeit  die  Druckkräfte  vollkommen  bestimmt  wären 
(nach  Eytelweins  Statik  fester  Körper  6.  341  —  349  und  Anbang 

L1S3--J29.).   Endficb  gibt  «f  noch  den  Wes  an.  aof  wekAeai 
\  naeerer  Aa%abe  die  «YeHnea  Ar  Jede  iHatitaift  IwHmmt 
werden  l^nen; 

üeber  mieere  Aufsähe  eelbet  fconate  Ich  nav  iSae  Ahhaadlanf 
'ikiden»  nlmfich  von  Haler  „de  preeaiene  ponoerla  In  pIn 
'M  Incambit''  in  den  m^^K  Conunentarii  Academiae  scifdl 
'  Hnperialis  Petropolitanae  pro'  ahno  1773'*.    Der  Verfasser 
darin,  dass  wenn  die  ebene  Platte,  auf  welcher  die  Laat  II 
auf  mehr  als  drei  Stützpunkten  ruht,  die  Bestimmung  der 
'  kräfte  aut  die  einzelnen  Punkte  ungewiss  scheine,  denn  es  wur 
den  doch  nur  die  drei  höchsten  sein,  weil  kaum  eine  voltkommen 

der  ilMe  laaiwaMaiiin  werdea  dfcfe.  Nehme  ma 


Drucl 
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um  diese  Schwierigkeit  zo  umgehen;  an,  dass  dfe  uilterfe  Fllelijl 
jener  Platte  nicht  vollkommen  hart,  sondern  gleichsam  mit  einem 
weichen  üeberzuj^e  bedeckt  sei,  so  würden  die  Füsse  in  diesen 
eindringen,  und  zwar,  wie  man  mit  Sicherheit  voraussetzen  könne,  - 
im  Verhältniss  zu  dem  Drucke  auf  diesen  Stützpunkt.  Damit  je- 
doch NieniADd  ejnen  Aoatand  an  Jenem  Ue|>erziige  nehme,  sei  es 
ja  erlaoH  «•  dfgallw  ta^pniAhnm^  JjMkijä&Ami  k^ehut  mm  ' 
I  verkleioani,  m  daM  m  wictol  dkl  Bttihiffpiiif  iim  mM  Pbttf 
seihst  aaadhM. 

E«Ur  also  Andel  die  CabestiauBftilt  lo  der  UwrolBniwiHifw 
I  Mt  der  physische«  Asatthnuig»  ona  iwhdem  er  die  Amahme 
des  weichen  Ueberzugs  geraacM»  aocht  er  dadurch »  dass  er  die 

Nachgiebigkeit  immer  kleiner  werden  und  zuletzt  verschwinden 

I  lisst,  wieder  auf  die  rein  mathematische  Anschauung  zurück- 
zukommen; wlihrend  umgekehrt  die  Unbestimmtheit  nur  bei  rein 
mathematischer  Anschauung  besteht,  bei  physikalischer  aber  ver- 

I  schwindet«  —  Dass  bei  rein  mathematischer  Anschauung  wirk- 
lieh wiendRch  viele  LUsungen  möglich  elnd»  davea  kaoa  vuai 
sich  leicht  darch  folgende  Detraehtimg  tlhenevgeo:  lat'dle  be- 
lastel»  Platte  aa  den  Stutzpunkten  nicht  auf  F(me  gele|(t,  son* 
dern  an  Schnuren  aufj^hängt,  welche  über  Rollen  gehen  und  auf 
der  andern  Seife  gewichtslose  Schalen  tragen,  in  denen  die  Ge- 

I    Wichte  so  vertheilt  sind,  das««  sie  der  Last  das  Gleichgewicht 

'  hatten,  so  kann  man  die  Vertheilung  in  den  Schalen  auf  unend- 
lich viele  Arten  vornehmen,  wenn . nur  jenen  drei  Gleichupgen  JL 

I  Genüge  geleistet  wird.  Hier  werden  dte  Bruckkrifte  aaf  om  ela* 
leliieii  Paakta  weht  dordi  die  Elaaticitit  der  Stützen,  sondern 
durch  Gewichte  aufgehebea»  welche  bei  kleinen  Veifiekaay 
ihre  Grösse  nicht  ändern ;  es  sind  also  nur  die  Bedingungen  der 
mathematischen  Aufgabe  erfüllt  und  es  tritt  die  Unbestimmtheit 

1  der  rein  mathematischen  Lösung  ein.  —  Eulers  Hälfsbetrach-. 
tung  mit  dem  weichen  Ueberzuge  stimmt  dem  Wesen  nach  ganz 

I  mit  unserer  zweiten  Annahme  überein;  aber  Culer  nimmt  noch  an, 
ddaa.Ae  dareb  rfe  «rhalte«ea  ReaeHM  aueb  Ak  vMammm  harte 
HaWiWi  geltea,  was  jedoeb»  wie  wir  eben'  geaelct  habe«»  tinznlä^ 
M,   da,  wenn  man  sieb  aaf  ehMai  •anoem  Wege  dieser 

I  Grenze  nähert  und  die  nah«  an  der  Grenze  erhaltenen  Wert  te 
auch  für  die  Grenze  selbst  selten  liesse,  verschiedeiia  beatlaiaite 
Beiiultate  für  denselben  Fall  rkbtig  wärso.  — 

•  •  Die  AuTg»ha  Ist  daher  voltkoramen  unbestimmt,  wenn  maa 
sie  nur  aus  dem  mathematischen  Gesichtspunkt  betrachtet,  und 
wird  niir  dadurch  bestimmt,  dass  man  die  der  Natnr  gemäase 
Biegsamkeit  und  Eiasticität  zu  Hülfe  nimmt 


Durch  dieselbe  Hülfe  können  noch  andere,  sonst  unbestimmte 
4a f gaben  gelöst  werden,  werea  whr  awel,  üeleplete  anftbrn 
WÜca: 

Erste  Aufgabe.  Lin  Balken  ist  au  beiden  Enden 
und  A^  (Taf.  Vl.Fig.6.)  befestigt»  Iii Paakle  i9  wirkt  aal 
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ll#ll0ell»tll  e(ne  Ktaft  P  in  seiner  Richtung;  was  Ut 

Werde  durch  die  Kraft  P  der  Punkt  Ä  nach  Cum  i?C=r, 
liMiiDtergedrfickt,  80  wird  das  vStü'ck  Ai  ßszui  des  Balkens  um 
Ci  ausgedehnt,  und  das  Stück  A^Bf=na^  um  ei  susaminenge- 
drüekt.  Wenn  nun  die  Krafteinheit  einen  Balken  von  der  Länge 
f  um  e  ausdebnt  oder  EiisaimB6iNMekt,  ap  niiM 


• 

IHeser  IV^rtbs  in  die  abigen  Ansdriicke  einyefteUt,  gibt 


oder  die  Kraft  verthoUt  sich  ebenso  auf  die  lielden  Endpunkt«^  1 
wenn  ibre  Ricbtong  nScbt  fn  die  Riciitung  de«  Bnlkene  fiele  ' 

ZmM0  Aufgabe.  Ein« Lsnt  P  (Tat  1^1. Flg. 7.) wird 
dnrch  ein«  8eTikr««htn  St<lti(e  und  zwei 
welche  anf  Einer  geraden  Linie   fu^sen,  getragen; 
welches  ie|  der  Jirvek  Ia  d«r  ftl«biiing  jnd««.  ttnlMMi ^ 

Sei  AB=a  die  Lange  der  nenirrechten  Stütze  -  und  AD 
=  AD'=zd  die  der  schiefen  Streben,  werde  der  Punkt  A  nach  C 

um  AC=zei  berabsedriickt ,  so  nehmen  die  Streben  die  Länge 
DC  an,  werden  also,  wenn  CE  senkrecht  auf  AÜ  uro  AE^e% 
irerkfirzt  IM  «bor  AJlki4C^ABiAit^  «d«f  ^iel^^^ldt  so 
finden  wir 

*         '       *  I 

jgl^ejfe|^Dr^    im  JS^Umg  4«r  9m»^P%»  in  d«r  jedev 


•  • 
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aad  fU 


M  igt  auch 


ttiHP»  AmiMMb  fiWtMrt,  gM  oidlWi 


8cl  t.  B. 


80  wird 
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Ableitung  der  Sätze  über  Snpplemen- 
tarschnen  und  conja^rte  Durcbmes- 
ser  der  Gllipise  aus  einer  einfaclien 
geometrischen  Betrachtung. 

Ton 

Herrn  Chr.  Wiener, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  hühern  Gewerbtchule  za  Darmctadt. 


Diese  Sätxe,  deren  Entwicicelune  auf  analytischem  Wege 
einige  Weitläufigkeit  verursacht,  sind  sehr  leicnt  zu  beweisen, 
wenn  man  die  Ellipse  als  diejenige  Kurve  betrachtet,  welche 
durch  Projection  eines  Kreises  auf  eine  Ebene  entsteht.  Alle 
Sätze  nebst  Beweis  lassen  sich  dann  mit  einem  einzigen  Gedan- 
ken fibersehen. 

Der  Mittelj)unkt  O  des  Kreises  AB'A'  (Taf.  VI.  Fig.  8.)  liege 
in  der  Projectionsehene  ABA*,  und  er  seihst  bilde  mit  dieser 
Ebene  den  Winkel  B'OB^a,  die  Durchsehnittslinie  AA'  sei  die 
Axe  die  im  Mittelpunkte  errichteten  Senkrechten  Oß'  und 
OB  die  Axen  F.  Die  Coordinaten  des  laufenden  Punktes  JU' 
des  Kreises  in  seiner  Ebene  seien  OP=zX  und  PM'^Y ,  und  die 
seiner  Projection  M:OP-=iX  und  PM=y;  so  ist  xzizX  und 
^==1^008«.    Die  Gleichung  des  Kreises  ist 

wenn  a=:  OA  sein  Halbmesser,  und  daraus  folgt  für  d)e  Pro« 
jection 

cob*a 
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aei 

oder«  BIÜ  i^mV  ttultipÜGirt« 


oder  endlich ,   wenn  wir  die  OfdioM»  der  Kliipee  itt 

Tfit^  ProjecfioD  ist  also  eine  Eltipee»  w«)|  diese  Gleichung  M' 
derjenigen  fibereinstimmt ,  welche  ans  dem  f^ewöhnlich  als  charac* 
tenstische  Eigenschaft  aDgemniiiiieiiea  Veibatten  wbl  ihren  Btenii*' 
pmicten  hergeleitel  wird. 

Wir  wette»  wa  ene  dieier  BetisdilaiDg  die  M^mnjimik  SUm 


*.  L)  Her  Wwrtb  der  SehtoPg«Bte  iet         •  «Imm* 

abhängig  von  6« 

Ue|^  der  Kteie  (Tat  VI.  Fig.  9.)  vorerst  fn  der  Projectienfr- 
ebene,  am»  ist,  wenn  X'  und  P  die  Coordinaten  dee  Berfliwige- 
yeidrtee  JT  der  Taegeete  ubA  PT  ^  SubtaD^ente» 

pr«;etgs5r-^— . 

Dreht  sich  dann  der  Kreis,  so  bleibt  die  Proiection  seiner  Tan- 
geate  die  Tangente  seiner  Projectioo,  and  es  buiibt  (lir  die£llii»8e: 

tuhhief^  Iren  im  Neigoegawiidiel  m  oder  ven  64 

.  Bilden  die  SuppIemeDtarse.biieD  AL   uod  A'L 

(Tic  IV.  Fig.  10.)  ilbefiier  groeeea  Axe  mit  dereell^en 

4ie  Winkel  A'AL^ß  ead  AA'LsLß',  ee  iet  tg|3.4g^'»--a* 

Da  sie  sich  in  dem  Kreise  unter  «neei  lechteo  Winkel  AL'A* 
acbaeidea».  eo  iel  (iBr  deoeeUNNi: 

tgzr.tgi?'=3--i. 

Da  sich  aber  die  Producte  6et  beiden  Tangentefi  in  der  FIMnee 
|«A  taa  veriwllee  wie  g^t  r«,  4  i  iSe  ^t^,  ee  iel 
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•  •  • 

3.)  Zieht  MV  la  der  BIIIPM:««rt.illt'«iM«|jPMlMi 

Sapplementarsehnen  parallele  Gerade  darcs  an 
MiHelpunkt,  so  sind  diese  eonj«iglcl6  Barchinesser ,  £ 
Ii.  jeder  hallMrt  das  System  der  mit  dem  aad^ra  paiaUei  geaege- 
aea  fitehnea»  i  . 


Dean  ätobt  laaa  (twL  VL  ilg;  10.)  Im  Kreise  solche  mit  einem 
Paare  von  Supplementarsehnen  A*L*  und  AL*  parallele  Durch- 
messer OiM'  und  OiV',  80  sind  sie ,  weil  sie  auf  einander  senk- 
recht stehen,  conji»jrte  Durchmesser.  Da  nun  auch  die  Projectio- 

*  neu  alier  dieser  Sennen  parallel  bleiben  und  sich  ebenfalls  h<e^bi- 
reo  müssen,  so  sind  audh  in  der  Ellipse  die  mit  ein«»  iPatol 
Supplementaraebncn  jtL  aad  AL  parallel  gezogenea^  Oaieb- 
iMaaer  ÖM  und  ON  eenjagtrte.  —  Für  einen  schiefen  Durch- 
measetr  der  Ellipse  findet  diese  Eigenschaft  etteniaila  trtatt,  weil 

'  me  la  dem  Kreise  jedem  Darclimeil»er  sakoaMDt 

ft.)  Dia*  aai  Eadpaakte  eines  Durchmessers  der  Bl* 
llfaa  gea^g^nea  TmagMtM  aiad  p^rallal  mit  ^ran^a»- 
jagirtea  Darekmeaaei. 

Dieses  folgt  ana  der  gleiclieB  Kkeaachaft  dea  KraiBea 

'  6.V  Die  Samme  Aer  Qaadrate  awefer  toniugirliilk 
Durchmesser  ist  constant  ana  gleich  der  Summe  f  ^ 
Qaadrata  der  beidw  Uaapta^ea* 

Ba  iat  aSmIleh,  wem  (Tat  VI.  Fig.  10.)  OP=zQI9*^m,  OQ 
ssPM'^n,  m*  +  n^=za^;   und  weaa  dl»  beide»  haftea  D«mIh 

OMsst^  aad  0£i=s^  aeiea^ 


ef^r;  .  . 

a'^=iit*-f  a^coa^  und  6"«=»^ +m^oö%« 
and  hieraus  ' 

a«+6«^i^4i^^Ks:i^ -I- ^* 

,.^7.^  Jedes  um  die  Ellipse  fiber  zwei  conjugirte 
DiiTcnmesser  beschri  ebene  Par.all  elo^ramm  ist  gleich 
dem  Rechtecke  aus  den  beiden  Hauptaxen. 

Da  jedes  solches  Parallelogramm  durch  Projection  aus  einem 
um  den  Kreis  beschriebenen  Quadrate  Fon  dem  constaotea  Inhalte 
4m*  entstellt^  ao  mass  es  stets  -  - 

■     »  •  ■  ■ 

84o%eaas2aX26  * 

sein. 

8.)   Die  Gleichung  der  Ellipse,   bezegen  auf  eidj 
Paar  conjugirte  Durchmesser,  ist  mltd^r  aaf  dlaHiiapi 
axe  bezogenen  analog«  nämlich 
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Coogl^ 


I  m  . 

Die  Gleichung  des  Kreises,  bezogen  auf  ein  beliebiges  Paar 
coiijugirter  Durchmesser,  ist  A'*+  F*=a*.  In  der  Projection  wird 
ans  Ä  und  Y,  x  und  jf,  ftos  den  conjugirteo  Dnrchniessern  a  und 
•  wird  §f  and  6^»  und  da 

io  wifd  die  Gleicbang  d«r  EHipi«: 


fC)  m«4  Off  ttsd  OTT  (Taf.  ViFig.  9.)  ein  Paftr  cod- 
jigie|«.4Ük«Dtord|flMaa«r,  wd  trllTf  41«  Is  ff  gMi 
Taag^af«  die  beidan  Asaa  ia  T  ani  1«  a*o  tat 

Im  Kreise  ist  M'TxM'Ü  =  Om^QlSr^  Da  nun  TV  und 
W  %m  naaitlaa  Kraiaa  wik  der  Projectiaaaafceac  iialda  dfaal 
Im  WiAel  3  bilden  und  deMüNMa   0Iit*0IP.t09i,  MT 


ff'  r.  caadxff 'r.  Goads  Oi^'«.CMM 


Dieser  Satz  eilt  noch,  wenn  statt  der  Hauptaxe  irgend  ein 
Paar  conjucirter  Durchmesser  der  Ellipse  genommen  wird»  weil 
ff  auch  im  Kreiae      jede«  Paar  cof\|ugirter  Durcliniaaser  gilt 
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«  • 


lieber  die  ^rösste  und  die  kleinste 
SiUpsef  weiche  durch  aiwei  ergehen 
Pnidkte  grchtnnd  zwei  ^es^beHe' 
Oerade  berührt. 


Von 


Herrn  Fr.  Seydewits» 

Obwlelurer  tn  GjaMulma  «n  HciUgcMtidll. 


Vergleicht  man  diese  Aufgabe  mit  den  beiden  od  behandelten 
über  die  einem  Viereck  eingeschriebene  grusste  und  umgeschrie- 
bene kleinste  Ellipse,  zwischen  welchen  sie,  sozusagen,  mittet- 
intHB  stellt,  mid  erwägt,  das«  dBe  Mlttel|HinktocQrve  lüer  v^eder,  wit 
in  der  ersten,  eine  gerade  Linie,  noch  auch,  wie  in  der  letzteo, 
ein  Kegelschnitt,  sondern  ein  System  vom  swei  Kegelsdioittett 
ist,  so  kann  es  scheinen,  dass  die  Auflosung  derselben  verwickel- 
terer  Natur  als  die  beiden  ersteren  sei.  In  der  That  aber  ist 
dieselbe  wenigstens  ebenso  einfach  als  jene,  und  einfacher  al« 
^iese,  indem  die  Konstruktion  ausser  dem  Lineale  nur  noch  eioen 
beliebigen  festen  Rreis,  dessen  Mittelpunkt  gegeben  ist,  erfordni 

Es  seien  in  Taf.  VII.Fig.  l.aund  b  die  beiden  gegebenen Punktt^ 
sOi  und  *   '   '      -  i-L-       rr—t-'.-j  K-Ä- 


tbi  die  gegebenen  Geraden,  welche  die  VerbindungsGii 
der  ersteren  in  den  Punkten  oi  und  61  schneiden;  so  gibt'M^ 
wofern  die  Aufgabe  nicht  überhaupt  unmöglich  werden  soll,  wie 
spftter  gezeigt  wird»  allemal  swei  Punkte  p  und  ^,  weldie,  als 
zugeordnete,  sowohl  mit  a  und  b,  als  audh  mit  Oj  und  ^ 
harmonisch  sind.  Wegen  dieser  Eigenschaft  sind  l)  die  Punkte 
p  und  q  zugeordnete  harmonische  Pole  der  Geraden  ab,  und  2) 
die  Geraden  ;ip  und  sq  zugeordnete  harmonische  Polaren  des 
Punktes  ir ,  in  Bezug  auf  ißn  fraglichen  Kegelschnitt,  d.  b. 
liarmoniscben  Polaren  von  p,  q  gehen  wecbselsweise  dnrcb  d^' 

^Punkte  q,  p;  und  die  barmonischen  Pole  von  jp,  $q   ^ 

selswelse  auf  «y,  ip. 


1^ 
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CMqlit  — »:  p  8€Ei  nickjt  «flNt  4^  kmMlwlM  Pol  von 
»  int  dieser  Pol  ein  von  p  verschiedener  Punkt  der  'Gemden  gp; 
Ht^gdit  aller,  dje  härmonisehe.  Mnre  des  Punktes  .f  nd«>Qb !  den 
unkt  »  iiod  auch  durch  den  harmonischeD  Pol  von  sq;  also  fällt 
ese  Polare  mit  der  Geraden  sp  zusan»men,  d.  h.  ^  ist  der  har- 
onische  Pol  von  $p\  und  umgekehrt:  ist  q  nicht  der  harmonische 
oi  Ton  sp,  so  ist  p  der  harmonische  Pöi  von  sq,  Dass  aber  in 
liein  *Sugleicli  |»  von  «fr  und  q  von  j/?.,  hsraionische  Pnle  sind« 
IBÜ  efanlint  mm  denn  sInMnden-»  wenn  s  der  hiniMHiischn 
oi  TOD  ab,  d.  h.  der  Kegelschnitt  entweder  «ich  auf  die  Slieskn 
,  bi  oder  nnf  das  System  der  Geraden  #a»  <6  reducirt 

Es  lerfaüen  demnach  sfimmtliehe  Kegelschnitte,  welche  durch 
«nd  %  geheo  nnd  sa* ,  i6|  berähren ,  in  zwei  völlig  getreoote 

ruppen:  in  Bezu^  auf  alle,  weiche  der  einen  angehören,  ist  q 
IT  harmonische  Pol  von  sp ,  in  Be^iig  auf  .  diei  der  anderen  ist  p 
tx  harmoiiiache  Pol  von  sq. 

Wir  fassen  zunächst  die  erste  Gruppe  ins  Auge,  welcher  auch 
e  Figuren  Taf.  Vli  Fig.  I.,  Taf.  Vfl.  Fig.  %,  Taf.  ViL  Fig.  3. 
itsprecheo«  ' 

Gleichung  der  Mitteli>uuktseurve. 

Es  sei  (Taf.  VII.  Fig.  1.)  TPJf  der  Mittelpunkt  irgendeines  Ke- 
^Ischnitts  der  ersten  Gruppe,  m  und  tiu  die  Mittelpunkte  der 
trecken'  ab  und  a.öj,  sg  parallel  ab,  und  ausserdem  seien  die 
eraden  imi  nnd  mm  gezogen ,  welche  letalere  die  Geraden  jp» 
V  smt  liezOglich  in  den  Punkten  A:.  o,  /  schnelae;  ferner  sei  mk 
imllel  sp  und  treffe  snii  in  A;  die  jb^^tade  vw,  welche  ab  in  v, 
{)  In  w  trifft,  8ei  ebenfalls  parallel  sp  und  gehe  durch  den  Punkt 

Endlich  seien  noch  parallel  ab  die  Gerade  wi,  welche  inh  in 
und  $p  in  t  trifft,  nnd  Mic  gezogen ,  deren  Dorcbschoittspunkte 
>  und  kq  x  und  i  heissen.   Mau  setze 

Diess  vorausgesetzt,  so  kann  man  offenbar  die  Segmente  p 
id  r  als  die  Coordinaten  des  Punktes  M  betrachten,  indem 
irch  diese»  von  den  festep  j^eraden  ^//»^  und  mnii  begrenzten 
recken  der  Punkt  M  auf  linem  und  ekwige  Weise  bestlnimt  Ist 
!tzt  man  nSmIich  fest,  •  dass  liir  die  Lage  dieses  Punktes  im 
Inkel  o  sowohl  p  als  r  positiv  sind,  so  wird  derselbe  in  den 
'inkeln^  ß,  y  oder  6  liegen  müssen ,  jenachdem  p  und  r  mit  den 
iichen  (+)  und  ( — ),  (— )  und  (+)  oder  (— )  und  (— )  behaftet  sind. 

Da  m  der  Mittelpunkt  der  Sehne  ab  ist,  so  ist  die  Gerade  Mm, 
T  Richtung  nach ,  der  der  Richtung  von  ab  zugeordnete  Durcli- 
esser  des  gedachten  Kegelschnittes  ,  oder  die  harmonische  Po- 
re des  unendlich  entfernten  Punktes. von  ab,  und  weil  nun  die 
rmonischen  Polaren  zweier  Punkte  der  Geraden  ab  im  Punktet 
ih  'schneiden  y  so  ist  letxterer  der  harmonische  Pol  von  a6; 
30  m  und  k  swei,  angeordnete  harmonische  Pole  der  Geraden 
m,  und  daher«  wenn  A  «die  bal^  J)archmesserlinge  von  ilf« 
iseiehiietr 


Dil  feMfr '«^  der  IMMponkt  d#r  StraclM  %^  tot,  so  M 
die  Geraden  und  «mi  mit  den  Taraenten  soi  'und  $bi  hhtmo^ 
nisch,  also  zwei  sugeoranete  harmonische  Polaren  des  Punktes  t. 
Folgiieh  liegt  der  harmonische  Pol  der  Geraden  sg  auf  tmi ;  zu- 
gleich aber  auch  auf  der  harmonischen  Polare  Mm  des  ttnendlieh 
entfernten  Punktes  von  gg,  folglich  im  Durchschnitte  fj^^^^y 
«iMf  m  «ImI  atoo  aadi  /  mid  g  zugeordnet»  '  — ^  ^ 

MfiKtm  vnd  SHNi  ks§  ^He^Mrasi 


Aus  den.Prpportlonen 


oder 


oder 


^gellen  eich  die  Ausdrücke 


folgKch  iet 


edet 


oder 
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•  ■ 


di«  Cirleiehung  derjeuiKeo  Curve,  welche  4^6  Mittelpuukte  M 
|tiiiiitliihiii  Kegelsehnilto  der  gedachten  Gruppe  entkälU 

*'     Wegen  der  letzten  Form ,  in  welche   «ich  dii^e 
bringen  iäast,  ist  nun  auch,  einfacher  aiisg^dru^kt: 


Uam  GlMmmg  «rkd  dwcli  die  Ceerdlei^weHiie     ' . . 

(|9=0,rs^),  iß^n,r=zO),  (p=(l^r=f)  und  (;p=»,r:?=^) 

•  ••  • ' 

befriedigt  Er^lnt  nae  also  dae«  Dreieck  «rnnti  zu  eine«  Fa- 
railelogramm  fffiiJes,  in  welcl^ai  die  Ecke  n  der  Ecke  tui  gegen- 
überliegt, 80  gent  jene  Curve,  welche  offenbar  ein  Kegelschnitt 
ist,  durch  die  vier  Ecken  dieses  Parallelogramms,  und  der  Mit- 
telpunkt d^  ersten^  fäUt  ndt  demWttelpHukte  der  ^eeiie  i^aei 
aammen. 

Fragen  wir  ferner  nach  dem  aweiteii  Punkte,  welcbea  einmal 
die  Geiade  491»  deren  Gi^i<diaDg 

let^  dae  aadefeiial  die  qbwde  mk^Mm  üieicbeeg 

ist,  alt  der  Omre  ffn/ßuhr  Mt     ^liaHen  wk  lau  entee  falle: 

ps^O  «od  r=^, 

and  im  iwelteo 

d.      dl^  Gen4eii  (»erObren  die  Ciwe  in  den  Ponktei^  «  nmd  m 


_    Man  1 


an  kenut  also  vier.  Punkte  nad  die  Tang^oteii  in  

d.  Ii«  mebr  ala  sur  SUiAmu^  de«  (^e  Mhig  leb 

.  ►  • 

Inhalt  der  Ellipse. 


Es  ist  n  der  harmonische  Pol  der  Geraden  kg  In  Bezu^  auf 
jeden  Kegelschnitt  der  ersten  Gruppe;  also  geht  die  harmonische 
Polare  des  Punktes  :  durrh  deo  Punkt  zugleich  aber  auch 
nach  dem  harmonischen  Pole  von  Mxy  welcher  der  unendlich 
entlernte  Punkt  von  Mm  ist;  aK«o  sind  die  Punkte  z  und  v,  in 
i^elcbem  letsteceo  di^  Gfrade  ton.  der  mit  Mm  naratlelen 
GendeD  ptf  geecholUeii  wird»  ai^eerdeete  haiannierUli  HbI#  wm 
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M»»  imd  mm  haX,  wenn  B  die  halbe  D«relMMaiailliagtL:«oii  Mx 
Wsekheet,  die  Gleichvag  - 

*  * 

Ist  nun  9  der  Ton  den  zugeordneten  Puhineeeein  Mm  «nd 

JUt,  und  s  der  constante,  veni  den  Gemden  «p  mi  wm  WM* 
•cbloeeene  Winkel»  so  iet      ^  F 

sing 

SID9 

und  denMMb 

Die  Funkte  p  uBd  g  eind  mit  a  und  6  hwaoelich»  aUtaf 

»  • 

und,  wenn  A  ^  Ftidbenfadblft  4m  Dieted»  hencichnett 

nv»,»9*4^*flln^«9^** 

Blerans  folgt: 
oder; 

•    .  i  ' 

Tper  Anednidk  il^  J?.sing>  Ist  bekanntlich  im  Falle  der  Uyperbd 
Inhalt. der  DreleolmflMie.  weldbe  rom  den  Asvmntoten  mid 


einer  f  «ni^nte  begrenzt  wird,  nnd  wenn  man  ihn  tat  Mn 

Elbpse  mit  der  Ludolphischen  Zahl  multipUcirt,  der  Inhalt  _ 
Ellipse.  Dieser  Inhalt  wird  also  ein  Grösstes  oder  Kleinstes ,  je- 
nachdem  der  variabeie  Theil  dieses  Ansdrnckee*  des  wir  mm  / 
bezeichnen»  d.  L  .  .  • 

•  •      •  »  \ 

f^pV^-p'-r, 
iin  «Marvtas  oder  Üeläitna  wird. 


M  mit  dem  Punkte  m  sBsammen,  för  w 
•aar  ist  * 
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I  


an  dhtwifce  Mit  »  mm^mm»  flr  writhfci  »s»,  r^f  tol^ 

Vf(f— # 


ergeben  «ch  ab  Difereozialquotienten  von  /*: 

Die  Bedio|puigeo  eines  Gnlasten  oder  Kleiii«ten  sind  demnacli 
d.b. 


•  « 


1)  rssj^  Uld  p=J*+^l»*-?»^; 

••  •        '  . 

^MMrdM  wind  f  wmA 

4)  dordi  rssO  ittd|i:s:0  gieidi  Mull. 


•    •  • 


HgaceA  mMmifekt  die  BMÜnnug  2r— «ssO  weder  einem  GrS««-  '  * 

II»  •  .,»,» 

1  11   *  »  - 


I 
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üatipfidM  mam  die^  Bedingung  2r— ^=0  einem  Ctowsten 
KMisten,  so  mflsste  auch  die  damit  identllsche  2p — 7r=:4:  V^Ctt— ^) 
einem  soldieii  «itspraefaen,  also,  da  in  diesem  Falle  dieGrftaae 

/weder bO,  noch  ssoo  lat,  dieGf8aae/*(f)  für  2p — »=db V  f) 
entweder  sO  oder  sco  werdea»  was  anmi^gilcli  la^  ea  eei  deaa, 
dass  7t=p. 

Nebea  den  Fällea  3)  aad  4),  für  welche /sO  ist,  sind  nocii 
dlijenigeii  aufzuführen,  wo  f=<x>.  Diese  beKiehen  sich  ailf  die 
unendlich  entfernten  Punkte  der  Mittelpuoktaeurvaf  wakbe  oiea- 
bar  nur  Parabeln  i|0geb9reQ  kUnimo.  v 

Das  Hauptinteresse  der  gegenwärtigen  Untersucbnitt  «aber 
nehmen  die  I'älle  1)  und  2)  in  Anaprucb,  in  weicben  dt»  wflaae 
/  einen  b^renaten  Werth  baU 


K 


Konstruktion  dea  Mitielpuiiktea  der  grussten  und  der 

kleinaien  fiUipftd.* 

f 

Slod     and  ff  die  Weithe  von      welebe  demjenigea 
rs^9  entaprecben,  ae.lat 


dfo  Koaatraktte«  iietaeltea  Haft  alae  anf  die  Elementar*  Aufgabe 

Unana:  ein  g^gebenaa  ReebUd^,  »^»gg  Vi  ein,  mrierea  von  ge- 
Ciftlaage  s3»  aa  verwandeln« 


Man  halbire  die  Strecken  ab  und  Oibg  in  den  Punkten  m  uod 
an»  lege  dnreb  dif  Rankte  «»A  eipipKrali^  jaad*daieb  oi  bi  elaa» 

aweiten«  welcher  jenen  in  zwei  Punkten  schneidet;  ziehe  die  ee» 
MiaaalMiftliabe  oebne  beider  Kreise  uod  am  denjenigen  VfPK 
in  welchem  diese  Sehne  die  Gerade  aba^bx  trifft,  mit  ein^oa 
Halbmesser  von  der  Länge  der  Tangente,  welche  von  demsellien 
Punkte  an  einen  der  Kreise  gele^  wird,  einen  dritten  Kreis;  so 
schneidet  letzterer  die  Gerade  ubaibi   in  den  Pdnkten /i  und  q. 

Man  ziehe  sodann  tp  (oder  sq)y  theile  dieselbe  in  x  derge- 
atalt,  dass  sx-=:2px,  und  lege  durch  x  mit  aboibi  eine  Paral> 
lele  ex.  Hierauf  ziehe  man  snii,  halbire  mnh  und  lege  durch  de- 
•jp^ JiWylji^jgt  /jpg.  JPg^^g  TBp\t  .snii,  welche  d>«£^nde  ea:  ina 
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Pimkto  6  treffe»  niid  diireh  x  eine  Pan^Me  mit  smg,  wtMm 


ff    •  t 


Jetst  beschreibe  man  über  der  Strecke  rm|,  als  Durchmesser^ 
•inen  Kreis,  lege  an  denselben  durch  <s  eine  Tangente  und  be- 
schreibe mit  die#er^  ab  HallMaesser,  um  a  daen  Kreia»  wetcMer 
#l^«t6i  in  II  «mI  m  MbneMet;  dieae  taiilam  Rankte  eniBIcli 
verbinde  aian  mit  i  durch  zwei  Gerade;  so  treleii  dieaelbea  Ae 
Gmdm  e«  ia  te  Ulttelpaiüitea  M,  M  der  «eaiidileli  £Uipr~ 


£a  iai  "»a-^^^*^  Mali  dieaer  £aiiatniktion  aktf  saaiajikS^  auik^ 

•  > 

••  •       .         ,  ' 

p'  und  tf"  dIejeaigM  Wartiie  vaa  p  bedawleof.  welcbe  d^ 
Wmi  ftüfhaahiüttapunktea  dav  Mitiemunktscurve  init  der  Ge*. 
radea  aar  entapr^chm»  Bmdrlmm  ,wm  jli«e#  Paukte  j«tt.  Jl^  «bA 
4r»  ae.kAt jnvi: 


and 


• 


Aber  der  Punkt  ft  halbirt  nicht  nur  die  Strecke  MM,  sondern 
auch  die  Sehne  M' M"  der  Mittelpunktscurve,  weil  die,  die 
Strecke  mm.  und  baibirende  Gerade  die  harmaniscbe  Polare 
des  unendücli  aatfarnlen  Punktea  vaa  ea;  In  Beaug  auf  dieäe  Cutv« 


I         .     \        *  Z,     •  •       ..  .     '  »    II    •;   I«  •  II 

Stehen  (ur  die  Konstruktion  nur  das  Lineal  und  ein  beliebig! 

g^ebeoer.  l#»^r  Kxeia  autig^ebenw  Mittelpunkte  i^n  HWMe» 
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•o  verbinde  man  einen  beliebigen  Punkt  B  diesem  Kreise«  oiit 
den  Punkten  a,  b,  <fi,  6|  durch  gerade  Linien,  welche  denselben 
lum  zweitenroale  in  aen  Punkten  a,  ß,  »i,  ßi  schneiden;  ziehe  die 
Geraden  aay  und  ßß^  deren  Durchschnitt  y  s^i»  und  die  Geraden 
aßi  und  ßoif  deren  Durchschnitt  y'  ziehe  die  Gerade  yy'  und 
verbinde  den  Punkt  B  mit  den  Punicten,  in  welchen  ^  den 
Kreis  schneidet,  durch  zwei  gerade  Linien;  so  treffen  diese  die 
Linien  aboiOi  in  den  Punkten  p  und  g. 

Jetzt  lege  man  durch  den  Punkt  «  irgend  eine  Gerade,  welche 
den  gegebenen  Kreis  in  zwei  Punkten  schneidet,  verbinde  die  Durch- 
echnittspunkte  mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  durch  zwei  Gt- 
rade  und  die  Punkte,  wo  diese  den  Kreis  zum  zweitenmale  schnei* 
den,  miteinander  durch  eine  gerade  Linie;  so  ist  letztere  mit  der 
durch  s  gezogenen  parallel,  und  es  ist  nun  kraft  der  Eigenschaft 
des  Trapezes  ein  Leichtes,  die  durch  s  und  aba^bt  begrenzte 
Strecke  sd  diese  letzteren  im  Punkte  k  zu  halbiren.  Man  nalbire 
nun  noch  eine  zweite  solche  Strecke  sv,  welche  den  Kreis  schnei- 
det, im  Punkte  tc,  ziehe  vX  und  ön,  die  sich  in  ^  schneiden«  so- 
dann SQ,  welche  6v  in  |  trifft,  ferner  Itt,  welche  vK  in  flf  trifft, 
und  d^,  welche  sv  in  <p  trifft.  .  Endlich  verbinde  man  die  Punkte 
^  und  a  mit  einander  durch  eine  Gerade,  so  hat  man  die  Linie 
ex.  mittels  dieser  oder  auch  der  Linie  Xn  kann  man  nun  die 
Strecken  ab  und  o«6|  in  m  und  m^,  und  sofort  die  Strecke  mmi 
halbiren,  und  verbindet  man  den  Mittelpunkt  der  letzteren  reit 
demjenigen  Punkte,  in  welchem  sm  von  Xti  geschnitten  wird,  durch 
eine  Gerade,  so  schneidet  diese  die  ex  im  Punkte  u,  welcher  mit 
«  verbunden,  wie  in  2),  den  Punkt  o  bestimmt.  Um  nun  auch 
noch  den  Punkt  t  zu  finden,  ziehe  man  von  t»  nach  dem  Mittel- 
punkte von  sm,f  welcher  auf  Xn  liegt,  eine  Gerade,  ziehe  miXi 
und  verbinde  den  Punkt,  wo  diese  beiden  letzten  sich  trefTen, 
mit  dem  Punkte  «  durch  eine  Gerade,  so  schneidet  diese  die 
aboibi  in  t. 

Um  nun  endlich  die  Punkte  tj,  co  und  sofort  M,M  lu  Gndeu, 
wiederhole  man  dasselbe  Verfahren,  wodurch  oben  die  Punkte 
P>  9  gefunden  wurden,  indem  man  die  Punkte  o  und  b  (oder 
auch  fl,  und  bi)  mit  mj  und  t,  und  die  Punkte  0|  und  bj  (a  und 
6)  mit  a  und  dem  unendlich  entfernten  Punkte  von  aboibi  ver- 
tauscht. Wählt  man  nämlich  auf  dem  festen  Kreise  einen  solchen 
Punkt  welcher  zugleich  anfeiner  der  schon  vorhandenen,  oder 
noch  zu  ziehenden  mit  abaybi  parallelen  Linien  liegt,  so  schnei- 
det diese  Parallele  den  Kreis  zum  zweitenmale  in  ß^,  die  Geraden 
Bmi,  Bx,  Bo  in  a,  ß,      u.  «.  w. 

Es  sind  nämlich  auch  hier  die  Punkte  tj,  w  sowohl  mit  m| 
und  X  als  mit  c  und  dem  unendlich  entfernten  Punkte  barmoniscb, 
was  aus  Folgendem  erhellt :  Betrachtet  man  das  der  Mittelpunkts- 
curve  eingeschriebene  Dreieck  tmm*  und  das  von  den  Tangenten 
in  s,  m,  m.  gebildete  Dreieck,  so  folgt,  dass  die  Tangente  in  ifi] 
nach  dem  Mittelpunkte  k  von  171  geht;  folglich  ist  k  der  barm. 
Pol  von  577?!  in  Bezug  auf  diese  Curve.  Daher  geht  die  barm. 
Polare  von  e  durch  k,  zugleich  aber  auch  durch  den  vierten  har- 
monischen Punkt  zu  s,  e,  nti,  welcher  ebensoweit  von  iii},  als  tHi 
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von  #  «iitfetiil  Ist;  folglich  tnffk^  diese  Polare  die  ex  in  dem,  dem 

jr  ^ergefitalt,  dm  '  - 


•  *  • 


•I 


^'üi^'^^i*^'  oder  ef:=i^pmi  y$t. 


Du  mm 


S       8  . 


ipl^  M  .ll^gitl  1^  I  Mnd  «  ia  einer  Cieiide«  «t  «t  W. 


Determinfttion; 


* 


JBerMEBiditigt  wtm  die  gegeueitige  LMe  der  gegebeaen 
Panktenpeere  a  und  6,  uod  so  laseea  eicn  folgenib  «ei  we» 
eeatlicb  Tepeeiiiedeiie  FiUe  lutenclMldeii;  entweder 

. «)  lieireD  die  Pnokte  «  und  6  ivrledieB  den  Pfemkien  «■  nml 

6i  (Taf.VIL  Fig.  i);  oder 
k)  die  Punkte     wid  ^  liegen  sif isclieli  A  und  6  (Ta£  VH. 

Fig.  2)  oder 

c)  beide  Punktenpaare  sobiiessen  einander  aus  (Taf.  VII.  Fig. 3). 

£io  vierter  Fall:  dass  nur  einer  der  Punkte  a  und  b  zwisefaen  Oi» 
und  bi  liege,  ist  nicht  denkbar,  weil  dann  nothwendig  eine  der 

fegebenen  Tangentpn  einen  iQperhalb  dee  Kegelschnitts  liegende» 
unkt  enthielte.  t 

Jene  Ponktenpaare  6ind  daher  jedenfalls  ungleich  liegend, 
und  daher  ^ibt  es  altemal  zivei  Punkte  p  und  welche  mit  bei* 
den  harmonisch  sind.  Diese  Punkte  liegen  in  den  bezeichneten 
Fällen  und  6}  ausserhalb  der  Mittelpunkte  m,  ntg  der  Strecken 
eb,  oibi.  Im  dntten  dagegen  swlechen  diesen  Pnnfcten.  *  hisfce^ 
sondere  besteht  der  charakteristische  üntsfstMid  der  F&lle  a) 
and  ^)  darin,  dass  in  jenem  die  Strecken  pm  »d  gm  Meiner,  in 
diesem  dagegen  grosser  als  pmi  und  ipni  sind.  Da  nun  in  der 
oben  gegebenen  Eiitvvickelung«  welche  sich  auf  den  Fall  a)  stützte, 
die  Lage  Her  Strecken  q  und  s,  d.  I.  sp  und  mh,  gegen  die  Ge- 
raden pq  und  smy  als  positiv  angesehen  wurden,  so  sind  diesel- 
ben im  Falle  e)  ebenfalls  beide  als  positiv.  Im  Falle  6)  dagegen 
Q  als  positiv,  n  als  negativ  zu  behandeln.  Daher  erlmft  in  diC' 
sem  letzteren  Fiüle  die  Gleiehnng  der  Mittelpnnktsenrve  die  be- 
sendere.  Form: 

welcbe  elenbar  die  einer  Ellipse  ist,  während  dieselbe  im  Falle 
e)  ebenso  vrie  in  a)  eine  Hyperbel  darstellt.  Doch  besteht  zwi- 
schen a)  und  c)  der  Unterschied,  dasn  dert  n  kiemer  als  hier 
aller  n  grosser  als  q  erscheint* 

Aueb  durch  blosse  Anschauung  kann  man  sich  von  der  ver« 
schiedeneB  Gestalt  der  Mittel|innkto€nrve  in  den  drei  FÜien  - — 


m 

^«griff  maclieD.  D*  Blmlich  in  alleo  drei  F&Uen  tp  «od  mh  Tan- 
genten dieser  Cirrve  sind,  so  mus«  dieselbe  eloe  HyperlieL  »ein» 
wo  wie  in  a)  und  c)  irgend  ein  Punlit  m«  derselben  nicht  swi* 
mImii  diesen  parallelea  TaDmten  liegte  ood  sie  riMWsefai'e  Ellipse 
s^»  wo  wie  t»  9)  der  ¥mM  mi  zwlscheii  4fidm  Tangeimi 
Diess  letstereliess  sich  auch  toh  vornherein  erwartaft: 
denn  da  hier  die  gegebenen  Tangenten  zwischen  den  Punkten  0^ 
b  hindurchgehen,  so  konnte  der  Kegelschnitt  keine  Parabel  sein, 
also  auch  die  Mittelpiinktscorve  keine  unendlich  entfemtea  Punkte 
enthalten. 

Die  beiden  Zweige  der  Mittelpunktscnrre  sind  in  den  Fäl- 
len a)  und  c)  durch  die  Tangenten  gp  und  mh  völlig  von  einander 
getrenqt.  Ich  behaupte  nun,  dass  in  diesen  Fällen  derjenige  Zweig, 
weleher  den  Punkt  m  enthält,  nor  ▼on^Clllpeen,  nnd  w  nodere 
nnr  ton  Hyperbeln  die  Mittelpunlcte  enthalte.  Denn  ans  den  allge-  ~ 
gemeinen  Eigenschaften  der  harmonischen  Pole  nnd  Polaren  ergiebt 
sich,  dass  die  harmonische  Polare  eines  ausserhalb  des 
'  Kegelschnittes  gelegene  Punktes,  wenn-  derselbe 
eine  b^ilipse  ist,  jedesmal;  dagegen,  wenn  er  eine 
Hyperbel  ist,  iiiemaU  zwischen  jenem  Punkte  und 
dem  Sfittelpunkte  des  Kegelschnitts  hindurchgehe. 
Ns»  nhsr  ist  der  Pqnkt  k  allemal  der  harmonische  Pol  der  Ge- 
raden pq  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  dessen  Mittelpunkt  M 
ist,  und  zwar  ein  ausserhalb  dieses  Kegelschnitts  liegender  Punkt, 
weil  die  Gerade  pq  denselben  in  zwei  Punkten  a,  b  schneidet; 
und  welche  Lage  auch  man  einer  durch  m  gebenden  Geraden  ge- 
ben mag,  immer  wird  der  Punkt  nr,  und  mit  ihm  zugleich  die 
Gerade  pq,  zwistlfen  die  Punkte  A;  und  In  welchen  sie  die 
Gerade  tp  und  den  dnreh  m  gehenden  Zweie  der  MIHelpniiiLtscwf» 
schneidet,  niemals  aber  zwischen  die  PunKte>  im  welcl*eii  sie  jp  • 
nnd  den  durch  g  gehenden  Zweig  schneidet,  zu  liegen  kommen. 
Also  gehört  der  Punkt  M  im  ersten  Falle  niemals  einer  Hyper- 
bel, upd  im  zweiten  niemals  einer  Ellipse  an.  Don  Uebergang 
von  der  8chaar  der  Ellipsen  zu  der  der  Hyperbelu  bilden  zwei 
Parabeln,  deren  Mittelpunkte  die  unendlich  entfernten  Punkte  der 
Ittttelpuehtssnrve  oimL 

Der  Ausdruck 


wdcher  in  e)  nnd  £)  dem  AVeither=:|-^  eotsprieht»  ist  inunsr 
reell  im  Falle  c),  wo  7c>^;  kann  aber  imaginär  werden  im  Falle  it), 
wo  «<9,  nnd  ist  nnr  dann  auch  hier  reell,  wenn  9s^^8f  int 

1 

Dans  im  Falle  6)  der  Werth  ffir  pi  wenn  r^^^>  Immer  reell 
is4t  geht  In  üeheralnslimmniii  mit  dem  Ansdmeha 
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8Mt\om,  IOC  die  einzelnen  Fälle  a),  b),  c)  ein  GrSsstes  oder  ein 
KMn8(%«  fMi  f  Bte^fitidet  «bVkto  fHr  zu  dieflem  Zwecke  den* 
zweiteo  DiffeEensialqootleiiteii  tos  /,  «d  erhalte«  wir  filr  die  EftHe 
c)uBd  '    •  \  

« 

die,  weMi  Ider  p^im  gteotit  wiide  ^  ^  ^ 


4  n — ^ — 3 —   

we  iireld  Y  4^~*'9^  ^  ^  f^p^r  iKieitlve  («rteeen  eind, 

und  das  obere  Zeichen  dem,  dem  Punkte  in  zunächst  liegenden 
Punkte  M,  das  untere  dem  ^tfc^nteren  entspricht.  Wir  scblies* 
M  Uemw.  das  fttr  de«  ereteien  Pimkl  M  die  GrOeee  /  eb 
Rleinstee»  flr  den  anderen  ein  Grusstes  sein  muaa.  Verfoigee 
wir  also,  vom  ersteree  Pmkt  M  in  der  RMIong  nikdi  m  wuh 
fekend,  den  Lauf  der  ganzen  Mittel piinktscurvef  so  ist 

im  Falle  a):  die  Grösse  f  zfMiii  ein  KieiiMiiea»  w&chat  sodann 
and  erreiclit  in  m  d«^  Werth  • 


•  V 


wächst  sodann  fortwährend,  wird  im  unendlich  entfernten  Pupkte 
onendrich  gross,  nimmt  dann  nach  dem  Uebergange  zum  anderen' 
Zwaige  fortwfihrend  ab,  geht  Im  Paukte  $  durch  IfoH  Undoieh»' 
niia  n\mäwh  ewefeht  hm'  den  aheaintan  Werth 

0 

(ahrt  dann  fort  zuzunehmen,  wird  im  zweiten  unendlich  entfernten 
Punkte  der  Curve unendlich  gross,  nimmt  wieder  fortwährend  ah,  geht 
ia.M|  wieder  durch  Null  hinflurch«  wächst,  wird  im  anderen  Punkte 
Ü  «iD  ChrOeatea  und  kehrt  abnehmend  sum  anfliDgllehen  Kleinsten 

t  WÜck; 

knFallee)  degefsn  tat  /snemt  eb  Kleinstes^  wird hi  m  gtoieh' 

*i^fchst  bis  ins  Unendliche ,  nimmt  ab  bis  zu  JXuii  (io  jdt  "^  'ird  im 
«atofli  Pwdkfen  jr  ein  CbcVsstes,  aiinmt: wieder  ab^hieHnU  (ii^»»J> 
wed  wieder  unendlich  gieee»  nimmt  ab  sun&chst  bis  an.  .  . 
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Da  j«tzt  der  eine  Wecth  Tfto.j»  für  r^^if  negativ  ist»  also 

avdh  /-zir/jV^—p-r  negativ  urinia»  was  milattldJtiat,  aai 
iMHi  aidi  efittMoi,  4aaa      Bm  awi 

B 

/•ist  also  allemal  positiv,  wenn  bei  positivem  p  das  pbere,  bei 
negativem  p  das  untere  Zeiciien  gewSnlt  wiro.   Je  McMflü 


/^=  +  «  Vp  — r  ist,  muss  auch /"(»)  das  Voraeicheii±  «W- 
ten ,  onne  dass  sonst  der  Aosdruck  iailh*  «!■•  Aeadeniaf  an« 
det    Schr^  mia  alaa  Var  daa  obea  gegabaaaa  Ausdruck  voa 
f"(p)  das  Zeichen  dt  ^  augl^ch  atati  n^— aa  witd  dpraalha: 


■ 

we  das  obere  Zeichen  für 

1  4rr — 

•  •  • 

du»  antete  «U^iegw  fito  . 

aa  aetoea  lat  Da  auft  («r— 0^  ia|r  aa  wW  f^ip), 

wohl  für  als  p^^p"  negativ«  und  es  ist  somit  /  in  beiden 

FäUen  ein  Grösstes. 


bekIflB  JUaalBMi  aiad  abav  aiaaader  keinesweyga.  giekali; 

denn  schreibt  man  der  Kürze  wegen  statt  V  -^n^-^^nQAas\iUHm% 
Woraelceiebao*  ao  ist  das  elftere 

das  letztere 
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•  Ueberbaupt  sind  alle  in  den  Fällen  a),  b)  und  c)  gefundenen 
Cijfcctfin  wad  Kleinsten  e«  blo««  in^  relaUven  8\we,  d.  h.  in  fie* 
ftML  «nf  m  ISiachtenmlli«,  mflt  «ItelBig^r  Ansiialiiiie  desjenigen, 
mikik€m  im  WU  4)  Ihn«  4eai  m  wtfiieM  Jii!ge»dett  Punkte  4f 


;'Vmletcfc«i  «Hr  jetet  ¥k£  Vll.  Fig.  2..  m>  iaden  wir.  dtm  t  ^ 
«MM  gediAten  Punkte  AT  ein  fflanmnin  ist»  muih  «i  Mn 

•biteat,  io  tii=«V^ pH-*  fori  nnd'fbrt  almlmnit,  in  »ii  durdi 
Noll  hindurchgeht,  wieder  zunimmt,  im  andern  Punkte  M  efaMn 
relativ  groesten  Werth  erreicht,  sodaMi  wieder  abnimmt,  in  s  von 
Neuem  durch  Null  hindurchgeht,  dann  zonScfast  in  n  die  GrOM 

W|i  «kI  epidlich  wieder  den  abeoint  |Ei<to0ten  Weitfc  errelebt. 


t 


ÜBT  IklMM  AnbMr  der  drei  Figuren  reicht  hin,,  nm  «leb'zn 
tberzetigen;  daM  die  in  dao,FMIen  a),  b),  c)  gefbndeneo  Var* 
sehiedeDheiten ,  i  welche  ton  Vornherein  durch  die  gegenseitige 
Lage  der  Punkte  m ,  und'  p  bedingt  sind ,  sich  nicht  änderen, 
nenn  man  den  Punkt  p  mit  dem  Punkte  47  vertauscht,  und  somit 
Ut  durch  diese  einzige  Bemerkung  auch  die  anfangs  i^  Aussicht 
gestellte  Theorie  der  zweiten  Gruppe  von  Kegelschnitten  gegeben. 

Mit  Rucksiebt  hierauf  können  wir  daher  jetzt  das  Gesammt- 
resultat  der  vorhergehenden  Betrachtungen  in  felgeuden  zwei  Lehr* 
Sätzen  ausaprecben; 


Lehrsatz  1.  *   .      '  ,  ' 

a)  Die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte, 
welche  zwei  Punkte  und  zwei  Tangenten  gemein  ha> 
ben,  slndifiuf  dieUmfänge  zweier  Kegelschnitte  K  ver- 
theilt, welche  unter  eich  folgende  vier  Punkte  gemein 
Amftwtts  4en  Dnreheehnitte'pdnkt  •  des  gegebenen  Tan-  . 
genteftf  dien  Mittelpunkt  m  der  gemelneehnft^lieben 
Sehoe,  den  Mittelpunkt  nti  der  Strecke»  welehe  auf  der 
gemeinschaftlichen  8ekante  durch  die  gegebenen  Tan- 
genten bestimmt  wird,  und  den  Punkt  11,  we  1  rh e r  mit  - 
r.  ni  und  7711,  als  Gegeoecke  des  letzteren,  ein  Paralle- 
lo!^  ramm  bildet. 

b)  Bestimmt  man  zwei  Punkte/?  und  q,  welche  so- 
vrohl  mit  den  gegebenen  zwei  Punkten  als  mit  den,  den 
gegebenen  Tanofentea  zugehörigen  Punkten  harmo- 
aiach  sind,  uud  verbindet  beide  mit  d«em  Durchschnitte 
(ler  Tangenten  durch  awel  Gerade  sp,  uj;  an  berghft 
^ein  jeder  der  beid.en.  Kegelfdiaitte  1^  der  eine  die 
eloe,  der  andere  die  andere  Ten  dle^ien  Geraden  Im 
Du rch schnitte  d er  gegeb enen Tangenten,  u nd  ausserdem 
Im  Punkte  m  eine  mit  d&eaer  Geraden  parallele  Linie. 

^nettUT«  9» 
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e)  Dte  R^geUcfiitltte  K  fiind  l^eide  eiitw«d«r  iwei 
Hyperbeln,  deren  Sehnen  mmi  und  xn  innerhalb  der- 
seinen;  oder  zwei  Hyperbeln,  deren  Sehnen  mi?»i  und 
Sit  ausserhab  derselben  liegen,  oder  zwei  Ellipsen, 
jenachdem  die  gegebenen  Punkte  zwischen  den  Durch- 
sefaoitten  der  gegebenen  Tangenten  und  ihrer  Verbin- 
dungslinie, oder  völlig  ausserhalb  derselben,  oder 
letztere  zwischen  den  ersteren  liegen. 

<^  Im  ersten  und  zweiten  der  so  eben  unterschie- 
denen Fälle  gibt  es  unzählige  Ellipsen  und  Hyper- 
beln, aber  nur  vier  Parabeln,  welche  durch  die  gege- 
benen Punkte  gehen  und  die  gegebenen  Geraden  be- 
rühren; nämlich  alle  Punkte  derjenigen  b  eiden  Zweite 
der  Kegelschnitte  Ky  welche  die  gemeinst;hartliche 
Sehne  in  m  halbiren,  sind  Mittelpunkte  von  Ellipsen, 
und  alle  Punkte  der  beiden  anderen  Zweige,  welche 
den  Durchschnitt  der  gemeinschaftlichen  Tangenten 
enthalten,  sind  Mittelpunkte  von  Hyperbeln,  während 
nur  die  vier  unendlich  entfernten  Punkte  derselben 
Parabeln  angehören.  Im  dritten  Falle  dagegen  sind 
alle  Punkte  der  Kegelschnitte  AT  ohne  Ausnah  mc  bloss 
Mittelpunkte  von  fiyperbeln. 


Lehrsatz  2. 

Unter  sämmtlichen  Kegelschnitten,  weiche  zwei 
gegebene  Punkte  und  zwei  gegebene  Tangenten  ge- 
mein haben,  gibt  es: 

.  a)  wenn  jene  Punkte  zwischen  diesen  Tangenten 
liefen,  entweder  zwei  (relativ)  grösste  und  zwei  (relativ] 
kleinste  Ellipsen,  oder  nur  eine  (relativ)  grösste  und 
eine  (relativ)  kleinste,  oder  keine  von  beiilen^  *  I 

b)  wenn  die  ^gebenen  Tangenten  die  gegebeDei 
Punkte  ausschliessen,  so  ^ibt  es  allemal  zwei  (relatii^ 
kleinste  Ellipsen  und  zwei  Hyperbeln,  deren  Aaynd 
{»totendreiecke  relative  Grösste  sind;  .  •{ 

c)  wenn  die  gegebenen  Tan  ge n ten  zwischen  den  gel 

& ebenen  Punkten  hindurchgehen,  gibt  es  allemal  vie 
yperbeln,  deren  Asymptoten  dreiecke,  die  einen  r« 
lative,  die  anderen  absolute  Grösste  sind.  J 

d)  Die  Mitelpunkte  alle  r  dieser  Ell  ipsen  undHypei 
heln  liegen  in  eirfer  geraden  Linie,  welche  mit  der  i»< 
meinschaftlichen  Sehne  parallel  und  doppelt  sowe 
ton  dem  Du  rchsch  n ittspnnkte  der  gemeinschaftliche 
Tangenten  als  von  jener  Sehne  entfernt  ist. 
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ßesondere  F&lle. 


Dm  fmhwaMkm  ällgte«liieii  Av^be  laaaen  ricK  folgend 
IUI«  subordiniren :  1)  wenn  die  gegebeneii  Punkte  >  sieb  Tereinieea» 
woAvch  ihre  Verbinaungelinie  ur  TftDgeflte  wird ;  2)  wenn  die  nei- 
den Begebenen  Tangenten  einen  gestreckten  Winkel  bilden,  wodurch 
ihr  Durcbscbnittspnnkt  zum  gemeinschaftlichen  Berührungspunkte 
wirdy^mid  3)  wenn  der  Berührungspunkt  der  einen  Tangente  in 
den  einen  der  beiden  gegebenen  Punkte  föllt  —  Es  soll  hier  der 
erste  dieser  Fälle  noch  behandelt  werden.  Er  betrifft  die  Aufgabe 

Unter  allen  einem  gegebenen  Drei  ecke  ein  geschrie- 
benen Ellipsen,  welche  eine  Seite  desselben  in  einem 
gesehenen  Punkte  berühren^  die  grösste  und  die 
kidnsle  i«  flndea.  ^ 

Da  hier  7t  =  Q  Ist,  so  geht  die  Gleicbimg  der  Mittelpimkti- 
cme  ia  de»  Fümm  ^  und  c)  io  folgende: 

d«  h.  in  die  beid^  einfachen  /»«|*r«BV  4r%0,  nnd  folglich 

die  Cufve  selbst  in  ein  System  zweier  Geraden  fiber.  Die  eine 
lüeser  Geraden  ist  tm  oder  ip,,  die  andere  verbindet  den  Punkt 
M|  mit  der  Mitte  von  tm* 

hm  Falle  A)  bebilt  jen«  ObMUMg  Form  te  Ellipse;  cv 
yt  aber  vnmSgncb»  weil  keine  TanffeDte  dweb  .im  fiemiangs- 

•ndevea  TaegeBte  geben  bann. 


ulüsorUch,  da  A^O  und  »s:0  wird;  wir  miUsen 
*  wm  Belnif  ihr  Anwendung  anf  den  Jetzigen  FiA  erat 
,  InlMB  wir  aaf  den  fHibefea!  * 


naSebgeben 
Ee  iet  nttalicb 
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^'^y  gii^  ^^p^'V^i-p^'^i  ^^^^ 

aber  .  . 


•     •  •  • 

well  mit  a  nod  b  auch  tu  und  p  «laamutenfaiien;  also  Ut»  .wem 


und 

»  •  .  • 

.  .  .  •  .  ... 

i|iÄ%lii«9=r(Aifli6i)'-4(^mmi)«l  . 

•  ••.  . 

Dieser  Ausdruck  wird  =0,  wenn  ^-f  r  =  P»  d.  h.  Jede  Ellipse, 
dmn  MiUetpuokt  der  Linie  im  ao^ebört»  iai  s=€i.  .Mtet  inaB  da^ 


gegen       rsO  md  a^gMA  r^^^t  ist 
und  dieaer  Ausdruck  ist  eio  Gro^st^s»  weil         *  .  .  | 

.  r.w=-J  vT?-  ..  ■ 

Denkt  man  sich  endlich  den  gegebenen  BerührangspunKt  veränder-j 
lieb«  so  wird  A'^ß^s'in'^q)  um  so  grösser,  je  kleiner  das  DreiecH 
gmmi  d.  b.  die  Strecke  mmi  wird»  und  wird  demnach  ein 
num  »alimeniai»  «renn  m  mit  m.  zusammenflUlU  Dami'fa^  wm 
n      LttdolphiadM  ZaM  beMichnel,  der  fatelC  te  Ellipse  ^ 

•  •  • 

a  ,       •  * 

Linie,  deren  Gleichung  p— r=sO,  föllt  mit  ierLiaie  «Hk« 
Mm  der  Mittefarankt  der  EUipae  mit  dem  Scbwerpttakte 

IMecfca&iA^^ 
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Lehraatz  X 


Der  Mittelpunkt  der  grossten  unter  alle  n  Eliip  sen, 
welche  eioem  gegebenen  Dreieck  eingeschrieben  sind 
md  eine  Seite  desselben  in  einem  gegebenen  Punkte 
b«T4lir«D,  \Bt  4et  Schw^rpvBkt  desjenigen  Dreiecks, 
welches  von  dem  gegebenen  Berfihrongepankfey  ven 
dem  liittelpunkte  der  sedadkien  Seite  und  von  deren. 
Gegenedce  gebildet  wird,  «nd  zwar  iat  der  Inlialf  di\e* 

3V3" 

«er  Ellipse,  muitiplicirt  mit  "^^f  die  mittlere  Propor- 
tionale zwischen  den  beiden  Dreiecken,  in  welche  das 
gegebene  Dreieck  durch  die  nach  dem  gegebenen  Be- 
rfihrungapnnkte  gebende  Tranp?eraaie  zerlegt  wir4-  * 


1*> 


Lebrnatn  4» 


Der  Mittelpunkt  der  grössten  unter  allen  Ellip- 
sen, welch  e  einem  gegebenen  Dreiecke  e  ingeschrieben 
werden  kOnneo,  lai  d.er  Schwerpunkt  dieses  Dreiecks, 
and  die  Berührungspunkte  sind  die  Mittelpunkte  der 
drei  Seiten;  und  zwar  verhält  sich  der  Innalt  dieser 

Ellipse  zum  Inhalte  des  Dreiecks  wie  s:3Vlk 


♦  1  * 
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Heber  die  Ton  Polaren  und  Aeym- 
ptotejacborden  eineehttllteia  Curvem- 

QaodlidatCD  4m  Jiüliereii  Sehulunta  m  O^l^leat« 

« 


hl  einem  Mheren  Aefeatae  (TIO.  XIL  Nr.  XXVIL  91  323.; 
vrorde  die  Beziehung  der  Asymptotencliorden  zu  deo  DiagOBalei 
de«  Vierecks  nachgewieeen  und  hieran  die  Ableitung  Mkma 
geometrischer  Relationen  gelcnupft.    Hier  soll  Das  etwas  ,  weitq 

ausgeführt  werden,  was  am  Schlüsse  jene^  Aufsatzes  nur  in  altei 
Kürze  erwähnt  worden  war,  die  Bestimmung  nämlich  der  von  die 
seil  Chorden  eingehüllten  CucKao».  iKenn  sich  d«r  Po)  In  gegebe 
ner  Bahn  fortbewegt. 


Die  Gleichung  eines  Kegehehnitts  sei      .  ' 

Entwickeln  wir  zuerst  die  Gleichoog  der  AsymptpteiielMidli 

desselben  £ür  den  Pol  xf, 

Verlegen  wir,  oUne  Aenderung  der  Axen-Richtung,  den  An 
fangspunkt  der  Coordinaten  in  dmen  Punkt»  so  wird  die  Glei 
eluing  SlzsiO  abergeben  In 
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und,  da  beLanntiich  die  Gleichung  der  Asymptoteocbordeu  des 
Anfangspuaktes  für  daa  ursprüngliche  Sl  ' 

war,  wird  nie  jatzt»  fiir  den  neuea  Anfangspunkt  ala  Pol,  aein:  . 

I  +/?a;'«  +  2>y  +  2dj:'  +  «=0. 

^  Um  diese  wieder  in  den  früheren  Coordinate«  auszudrücken, 
hat  man  bloss  y— v'  statt  x — statt  x  einzusetzen,  d.  h.  zum 
ursprSndichen  Anfangspunkte  ziirflokKukehren.  Diese  Substitution 
gibt  nach  einigen  Heductionen  die  Gleichung 

(1)    CV'  +       +       +  («i^'  +  ß^c'  >  6);c 
trelcher  auch  die  Form 

gegeben  werden  kann,  als  die  gesuchte  der  Asymptotenchorde 
^  den  Pol       y'  und  die  Directrix*) 

Die  Differentialgleichung  von  (I)  wird  sein: 

(V)  («+^)(y-y)+(^+«^)(^-ar')=0, 


ler 


Ganz  analog  wf!rde  sich  die  allgemeine  Gleichung  der  Polaren 
'der  Berührungschorde  entwickeln  lassen;  doch  führen  wir  diese 
ffiotwickelung  um  so  weniger  aus,  als  das  Resultat  ein  bereits  be- 
Kkontes  ist.    (S.  Plücker  Entw.  8.  157.). 

B_  8ie  heisst 

Möllen  wir,  wie  am  SrhliiiMe  ilrs  früheren  Aufsaftzei  bemerkt 
^Vwdki ,  den  gegebenen  KegcUrlinitt  nennen. 


llire  Dilbreotialgleiclmog  •  •  • 

(2»)       +  ^+«r+y)j^5ft«.       -  •  . 

Das«  (t)  und  (S)  |Mfallel  aind  und  daaa  eratere  dl« 
nuiig  der  letzteren  Tpm  Ponkt«  af,  y  h|llirt#  I9I  ' 
iSMt  aicli  mw  don  Glglchnngn  m^tm. 


Ea.Iaasen  aich  schon  leicht  folgende  Resoltate  angeben: 

Aas  Gleicbapg  (1)  ist  eraichtlich,  dass  sich  alle  AajiDptoteih 
ehorden  dann  im  Anfanggpmikto  icfcntido»^  ftenik.  4ie.nMA  dsi 
Pole«  eio  KogeUcbnitt 

ist.   Nun  ist  aber  dieser  der  ^egebenoi  DlwcfaiE  iMIch  und 

ähnlich  liesend  und  schneidet  sie  überdies  in   der  *^ 


PuokteOf  n  ie  die  Polare  des  AnfaogapanklfBS«  da  •  " 

+  2ary  +  /3ar»  -  f  =;  Ä — 2()y + Äa?  +  f ) . 

Hlemi  «rgMil  iM  ih»  «nilltalbi»  d4r  fluib: 

Scbneldm  iliallefc«  (dnd  fihnlleh  Hegende)  iCegdbdMUt«, 
WM  li|iiMr  in  swel  Aukta»  etettfindet,     treiea       die  Aaym- 

Stotenchorden  fili  alle  Punkte  des  einen  Kegelschnittes  als  Bähe  | 
es  Poles  in  Bezu!^  auf  die  aaderen  ab  Directrix  in  zwei  featea  1 
Punkten,  die  erhalten  werden,  wenn  man  an  die  Directrix  da,  wo  | 
sie  von  der  Bahn  geschnitten  wird,  Tangenten  zieht,  deren  Durch-  1 
Schnittspunkt  ein  solcher  fester  Punkt  ist    Liegen  diese  Punkte 
in  unendlicher  Entfernung«  d.  h,  gebt  die  Bahn  des  Poba  durch 
die  beiden  Endpqnkte  eines  Dorcnoieaaeni  der  IMreetrIx»  «e  wer- 
den die  Asymptotenchorden  nnttr  eM  parnliel  nein. 

Wendet  mau  dieses  auf  den  Kreia  aa.»  ao  reaultirt  der  inte- 
feeennte  Satz  (Taf.  VIII.  Fig.  1.) : 

„Die  Halbirungslinien  der  Tan^entenpaare,  die  man  von  beliebi- 
gen auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegenden  Punkten  an  einen 
^''nres  Kreis  zieht,  schneiden  sieb  in  einem  festen  Punkte?* 


Eine  weitere  Betrachtung  der  Cileich  11  ng  (l)  zeigt,  dass,  wenn 
sich  der  Pol  auf  der  Geraden  ay^  ßj:^ö^O  bewegt,  welche  die 
der  Axe  der  an  parallelen  Chorden  der  Directrix  halbirt,  die  Asvm- 
ptotencbordeu  parallel  der  Axe  der  x  sind;  bewegt  er  sich  oin- 
geii^en  auf  der  Geraden  y-\-cur  y^O ,  die  alle  der  Axe  der  y  pa- 
raliclcn  Chorden  halbirt,  so  sind  sie  der  letzteren  Axe  parallel. 

M^  mdem  Wortenf  BeiMgl  «iok  der  Pel  Mf  eiMt  dmk  4mm 
■MelpiidKt  der  DMAk  gehwriwi  «tofindett»  ee  «M  di*  Atfyiir 
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<  £a  f&hrt  dieses»  wenn  man  den  Durchschnitt  der  Geraden  mit 
iw  Oirectilx  zum  Pole  wShlt«  m  dem  l^elcapnten  Satze,  dcjs«  dii^ 


%  • 


Iii  dte  BakB  4m  «iae  gmde  Liaie,  «o  UbM  wir,  * 
db  Polaren  la  «KcMn  Palte  eiaaa  raairt  amhallaa,  bloas  Das  la 
berOcksichtigea,  waa  ans  die  Ai^ptotenchordea  gtbaa.  W&hlen 

wir  die  Bahn  zur  Axe  der  so  haben  wir  aus  der  nun  anzuneb- 
■Mnden  Gieicbaag  derselben  jf'^O,  aa  wia  au«  dea  Oaicbaagaa 


llhiWiw.  Mttelst  /sO  wM 


rill I tag  0)  (•«'•H^-Fate'-H)«~^(0b*«.^art>. 


■ 

•  •  • 


Werft  T«ä  y  1a  Ci)  MMMit,  gMkt  «h^OlaMnBi»  4ir.«ih 


<9  (iy+/faf+«%+«r+t)*=a, 


•  ••'...»  , 


abo  aiaa  ParaJbaL 

•  Setzen  wir  -  iH  / 

la  la^ 


'  .»I 


«VI 


•    t  ■. 


.1  ,  , 

die  Gleichuog  derselben,  w.eleba  demßa<^h  die  ,Gjra4e  ^=0  da  be« 
rührt,  wo  «=0,  die  ala  Dafebmeiwer  der  'Paiabal  ist,  sie  schlief« 
dbL  Da  fiaer  die  Ordinaten-Axe  keine  Beatfaimung  getroffen  war 
tU  11^0  eine  dem  .Aa|;amda^iaa  Oarehmessef  des  der  Axe  der 
^^arällelen  Durchmessers  parallele  und  durch  den  Anfangspunict 
der  Cdordlnaten  gehende  Gerade  ist,  so  wollen  wir  als  Axe  der  . 
y  eine  in  der  eben  angegebenen  Richtung  dareb  deo  MiÜal]^ 
aet  Diractrix  gebaade  Gerade  ansehen. 
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Uie  Linie  {=0-  ist  offenbar  die  Asymptoteocherde  föf  den 
Durchschnittspunkt  dieser  Geraden  mit  der  Bahn  des  Poles  io 
Bezug  auf  den,  gQfsebeoen  ICegcitschnilt  als  Directrix  und  diese 
mus9,  nach  dem'  am  Schlüsse  des  vorliergelieodeii  Abschnitte! 
defiagtoo,  d«r  Bahn  de«  Poles  parittel  fri».  « 

Bei  der  eben  eingeRibrten  Bestimmung  der  zweiten  Axe  in 
der  Gleichung  der  Directrix  a  und  d  =  0,  indem  letztere  einerseits 
auf  dieselbe  Axe  als  Durchmesser,  andererseits  auf  eine  dem 
xjigeordneten  Diameter  derselben  parallele  Linie  bezogen  ist. 

AU  Gieicbuog  der  resultirendeu  Parabel  hat  man  also 


(3)  ./»«»+ 2j*+««»Q 


i 

ig 

wie  prM  geaelihMieiit  fm4^  (K^ntt*^  tM  "^  ,ya«:h 

9MM  der  GleicliiiDg  dar  AsvmptotaiiclMifda  dea  AnfirngspuBma  ab 
'DarchacbaHt  derwBiben  mit  der  Aj»  der  y  reseltirt 

Ist  die  Directrix  eine  Parabel,  so  erhellet  leicht,  da  die 
Asymptotenchorde  in  diesem  Falle  die  Tani^ente  in  dem  Punkte 
ist,  wo  der  vom  Pole  aus  gezogene  Durchmesser  die  Parabel 
trifft,  daaa  Dkectriz  vod  Biahtllangscmnre  msaaMMmfalleii.  Die- 
sea  ergibt  sich  auch  aus  der  Beibrachtung  ihrer  Glelcfaiiiigeii,  die 
dann  idenfiach  werdeo.  Ha  nSnilM  ivw  lal«  9m  wfßi  tß 

liUelcbiiiig  der  Directrix 

ittd  gaM-Daaaelbe  wM  Glelcliai^'(3)  für  ßss§^,  . 

Man  hat  demnach  folgende  einfache  Conatructioii  der  ^TmbÜ 
bmgacarve  (Taf.  VlU.  Fig.  2.):  , 

Dnrdi  den  BDHebiiAkl  0*dar  g^ebenen  'Kegebchoitte  glaht 
maa  eine  der  Bahn  AB  parallele  LiDte,  '  conatrafre  den  anneid- 

neten  Durchmesser  und  verlingere  denselben»  bis  er  dIeBaltt'ia 
Punkte  P  schneidet.  Für  P  &ls  Pol  ziehe  man  die  Asymptoten- 
chorde st  zum  Kej7el.«chnitt,  -»^clciie  der  Bahn  parallel  sein  wird, 
und  coostruire  eine  Parabel,  welche  letztere  da  berührt,  wo 
jener  Durchmesser  sie  t»cboeide^  mid  die  denaelben  ebenfidla  zoib 
Purchmesser  hat 

Geht  die  Directrix  in  em  System  zweier  Geraden  über  (Taf.  VIII. 
Flg.  a),  (MN,  üfA').  so  hat  man  (Entw.  S.  131,),  da  bereits 
die  Axe  der  y  aa  gelegt  wurde,   dass  a  und  d  ?ersehwiu)deiw 

A  k  Mar  00.  daaa  aie  ikMi  (Stttck     Mblrt,  ^ 
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Also  €i|«ldH0i^  .d«4  Sya^fs;  ^  *  .  .    '  ( 


mBÜkUkmg  (30  der  re— Kilwidwi  VmtM  wMiimm' 

60  dass,  wie  durch  Sabtraction  beider  Gleichungen  erhellet,  y^O, 
d.  h.  die  Axe  der  ;r»  gemeiDScbafllicbe  Chvrde  ist.  Die  Pacabel 
ktfftivt  iMUMMh^  dM  System  la  dm  beide«  PmMeir'a  «id  5, 
we  die  Bthn  des  Poles  es  scfcesidei  Sie  berfilMrt  fmer  die 
AsyinptoteDchorde  nm  das  Anfaiigsfanktee  O,  die  leicht  zu  con* 
struiren  ist,  so  dass  man  drei  TeegeilAi  deraeibee  ind  diejRicli» 
taigLdes  Dnrrhineesers  iKeoDU. 


•  •  •  »  • 


Ist  die  Bahn  des  Poles  eio  Kegelschnitt,  so  wird  die  Ent- 
»lang  der  von  den  Asymptotencnorden  eingehüllten  Curveo 
eoMidit  An  ein&c^sten  scheut  folgemtee  Verfahiee  m 


Man  lege  die  CoordlnateiMen  f»,  der  AniangaDuoist 

le  der  Bahn  liegt,  die  Aie  der  «  durch  dee  fiiilte^iniM'der  Bmb 
Mbt  diri  die  Mm  ^mMItkM  Mm  'iied^Dijg^  «pxgeordpeftHi 
Derekeeeeer  peieHel  sMid,  wee  aof  felgeadto  Weise  geeeideBlf 

Die  CMchuQg  de(  Ilireclux  iel  AssUl,  .die  der  fielui 

daon  hat  man«  wemi  die  GleicluipgeB  f=ax,  fzszttM  dk 
Axtü  bteeiciaeBg  •  «ad  tf'  aee  dee  bädea  tsWclaaicear 

-^Wia+a^+yari^  (BalMr.  &  138.); 


•  » 


• 


n  beetfaitt^^  weraue  .  # 


O  8.  BrthiM  des 
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ff  ond  o'  yerschwindM.      ^         ^  * 
Man  bat  demnAcb :'  •   '  • 

't^ilmuflalg^iG^ng  dfsr  Ba^^ 

•      •  •      •  ^ 

GMcfauDg  der  Asymptotenchorde  fSr  a=±0: 
Differentialgleldiwig  der  Aaymptotenchordft  fiir  assQ: 

'  fit/' 

«rmos  ^»  ^9  ^  xa  elimitiiren  ist 

DltemliiigtoMiMgf 


•  .  •  ,  . 

•  •        -  1    •      •  • 


Mrtmr' Werth  r  in  die  Gleichung  der 
•«Mitdrt,  ijM  Dir  iv"  die  loriilacbe  GMcbniig: 


Ts«  gesellig. .  : 

a'tf'a;+<)-(<-y)V  - 
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Hat  mao  aus  derselben  x'  und  mithlo  aaeh  ^  gefundeiL»  »o 
amd  die  gefondeneH  Wetthe  in  die  Gltichtuig  der  Bahn  zu  mdb* 


Bs  ist  (aus  dein  früheren  Aufsätze)  bekabiily  daee  dli 
Cvf»  dwek  die  Fonkte  geht,  welche  ,BahB  »4  Dii(ecliiz  g«-  , 
MiMchafUich  haben.  Liegen  ülao  beide  Kegelschnitte' wm 
■hOTily,'—  #!ird  auch  die  Curv^'  ois  nicht  eebiieideil,  sonst  aber 
il  zwei  oder  vier  oder,  im  Herührungsfalle,  in  einfem  oder  in  drei 
Fonkten,  deren  Coordioateo  Mk  dÄm  EMianMrfien  ¥e«  «  edar  jf 
ans  den  beidM  Gleicbiuigfii:  .    *  '  ^' 

+ /J** + 2)y + 2da: + saa© 


äin<(  Bdni  iM  lüracMr'IIhnliGbe  and  ähnlich  Kegende 
gylae biiltte ,  so  ist  ff'=a,  ß^^ß-  D>6  vorstehemlen  AusdrGcke 
filr  a  und  a'  werdoB  iüL  diotm  FiiU«  nigfiitig;  mm  hat  btoM  di« 
•ine  GlttcJiuog 

fla'+«(a+a')+/J=0, 

Bit  welcher  die  zweit»  idaiitlacb  ist,  wie  auch  x«  TenDafbbttyWc 

weil  in  diesem  Falle  zwei  zuc^eordnete  Durchmesser  der  einen 
Curve  stets  zwei  entsprechenden  iiir  die  andere  parallel  sind.  In 
diesem  Falle  redacirt  sich  die  Gleichung  iür  v  auf  den  «weiten  ^ 
Grad.  I^e  wird  *  '      *    .     •  i 

,  Bes^l^baet  imhi 

V  Ä'qsa^f  d)(ft^Hd)— d(#-4')y  «H  ji, 

te  wird  dia  GleichaBg  der  UmhtfUiuijpmT«: 

Sind  Bahn  nnd  Directriz  Kreise»  so  ist  ^=1. 


^  I«  lltgf  iifoen  roast  die  Gleiebttng  der  Curre  «eb: 

Aä'> -f  *(>•  + /?'jr* -l-aa  .f) =0. 


1 


.  I 
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weldie  beiden  i«tztereo  Gl^ebliDg«ii  sich,  BufgdM»  auf  eiuoifr 
Punkt  reduciren,  wie  im  Anfange  aacb  geaeigt  w»rde« 


«  . 


Betrachten  wir  diejeniffen  Cure««  4te  dardb  CXiiMhing  von 
.  _urep  ete  BertlirungschordeD  erzedgt  Werden,  wenn  der  Pol 

sich  auf  einem  Kegelschnitte  bewegt,  so  erleichtern  wir  uns  die 


Untersuchung  d&darali,  liaas  «fir  dte  v#f achiede»aa  Arte»  der  Mäh» 


-..Im 


a)   Die  Bahn  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel 

Bezieben  wir  sie  auf  zugeordnete  Diircfameaaerj  so  dass  war 
dijs  Gleichung 

^  •    «».*••    *  •  • 

luUieD«  deren  Diferentialgleichang  % 

iet  * 

Sdbetttuimi  wir  letateren  Werth  inGkAchang  (S'),  ao  fMUkf 
Diea,     CMiMwig  (2)  eahatli*!,  gM 

vroraiw 

Dies,  in  die  Gleichung  der  Bahn  eingese^tzt,  gibt  oach  einigen 
Redttctioaen: 
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(4)  ^(«9-f^'^a)«:L««(y^^)*=(}y-|-&»4^«)* 
Mi»  wM,  je  »MildflB  m  jM  ist        ,  •^r~ - 


BtÜMMk  wir 


80  gebt> 


g^ftetzt,  wo  Xq;  die  Mitt€lMliki««CooiilmilMi  dMr  Hiftctoht 
«M»  CUiMmog  (4J  ttl^  in 

W  *Vi:A»t*»(«M+»if-(W»+&%-H))S 

welche  Gleichuns  nicht  den  Fall  umfaMen  kaülf  1V9  die  DIrec 
trix  eine  Parabel  ist,    weil  dann  die  Linien  17  =0   und  £=0 

Sarallel  werden,  yy^  -\-  djC(^  <  fuu68  immer  positiv  sein ,  weil 
er  Mittelpunkt  der  Directrix  in  positiver  Uichtung  jeoseit  der 
Geraden  yif-^6x-^e=.0,  der,  Asyniptotenchorde  des  Antanes 
liegt  BnMbmm  wir  4im  AmdmA  mit  t'«  so. ist  waiciitliA, 
da&s  die  Curve  dorcb  dcp  DvrelMchiiltt  des  Systems  ahj'^ö^^sO 
und  der  Gerades  4'9b{~'<'=0  f^^n^  Dlfe  Gleichung  verein- 
facht sich,  wenn  man  eine  der  Coorainatenaxen  durch  den  Mittel- 
punkt der  Directrix  legt,  wodurch  jtq  oder  yo  verschwindet. 
vVählt  man  z.  B.  die  Centrale  von  Bahn  und  Directrix  zur  AXO 
der  ^«  so  verschwindet  vq  und  die  Gleichung  der  Carve  wird 

Se  dssft  die  Aze.der  I  eb  Durchmesser  ist  und  die  der  ^  dem  zu» 
gMikMn  deseeUbte  tm  de^  Ktttfereang  pMOjä  ttdi& 

Sie  «ckMfdet  die  Aie  dtt  t  ta  ^  PMlüe»  ^^Vlkt.  «Im 
.fiir  den  Fell  der  EIKpse*  dl«  der  iy  in  den  Punkten 


Die^  Poiare  des  Mittelpiuiktes  der  Directrix»  eis  Anfangspnnk- 
les  der  t  vnd  In  Beeng  enf  die  gefundene  Cnnre»  let  ^=^ir» 
also  der  Axe  der  £  {»arallel.   (Tat.  VlU.  Fig.  4.). 
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Für  den  Fall,  dstss  die  Bahn  eipe  Hyperbel  lyt, 
auch  ibrip  Asyro^taleogkfeAiiiig  ar'y*=s*i#»  MMMi»  dtoWSlfcW» 

Hglgleiij^Pi^  Ist  Daan  moitirt  |Mif  die  früher^  WeiM 


oder 

(5)  iJ^s(üw*-sa— ^» 

tro  sich  .Vo  nicht  mehr  willkuhrlich  fortschaffen  lässt 

Die  Curve,  eine  Hyperbel,  geht  durch  den  Durch8chnitt  der  Ge- 
raden 5=0  und  ij=0  mit  der  Geraden        —  yo4  ~  *'=ö 

Sind  Oirectrix  und  Bahn  coneentriach,  «o  tot  «^ss«|8sO  i^pd 
Oiiilhiiig  (40  g«ll4  iber  • 

GMflliviig  W  in 


4^« 


Ist  in  diesem  Falle,  wenn  die  Bahn  eine  Ellipse  ist,  die  Directrix 
ein  Kreis  und  die  Gleichung  desselben  a;^-^2J^=^r*,  so  ist  die 
fMwMireiiile  Cvire  di«  Elfoac  «V  +  f^^aßtsif<  Jie  «loo  ndt  der 
Bahn  ä^u^  i-  It^j^ssoH^  conceBtrfieb  ist.  Ist  die  fiklm  seihst  ein 
Kreto».  h.  bat  man  zwei  concentrische  Kreise»  so  ist  a*=zb^=R^, 
IMe  reenltirende  Cum  ist  daim  eie  dritter  concentiieeber  Kneii 

-f- =■  j^-    Der  Radius  desselben  ist  also  -^=z  q,  so  daw 

o:r=r:l^    £f  ist  ftucb  in  .d^  Tbet  in  Xaf.  VUi.  Fig.  4«  a.«  d» 

Ganz  analog  verhält  es  sich  y  w^nu  die  Bahn  eine  üypf  rliel  ist. 

.  FOr  den  Ausiiabmefall.  wo  die  Direelrix*eiiie  Parabel  tof,  kat 
tett  fia=ii«.   Dane  gebt  Gleicbniig  (4)  Uber  in       '  . 


jNunnt  Ben  ' 
k$i  man 
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KegelBdmHt,  filr  den  die  Linie  £=0  ein  Diam«ter  ist  und 
4te  IMm         dM  «ugeoHMteb     der  Erttenvi^ 

ßarallel.  Er  schneidet  die  Linie  J=0  in  den  Punliten  ±«(5— «v). 
►ie  Gleichung  desselben  vereinfacht  sich ,  wenn  man  die  Axe  aer 
9  ao  legt»  dass  sie  ein  Durchmesser  der  Directrix  wird.  Dann 
MM  iii  der  Gleichung  der*  letefem  «asO  werden,  and  es  ist 

t^9+f':  Also  Glekslmig  der  Cor?»: 

d.  Ii.  eine  Hyperbel,  wenn  die  Bahn  eine  Ellipee  Ist  imd  nge 
MM.  Auf  dw  Linie  lysO  sdineidet  nie  die^Mdw  ^afTmd 

der  Linie  £=0  dle^Stäcke  ±  ^  V^fl  ab.  (Tat;  ViU.   Ag.  ö«)- 


»       l»]|  Die  Bahn  des  Poles  Ist  eine  Parabel« 

Ihre  wd  ngeordnete  Darcfcmesser  (Tanf|;ente  und  Durchmee* 
ser)  bezogene  mMitdgleichung  sei  y'^=z2px*.   Nach  den  belMii-. 
iMi  EünHnatieBeB  erglEl  sieb  ale  Gleichnng  d«  Cunre 


(7)  p(9+m^Yl^9inH^)i^ß^)'  ' 

eine  durch  den  Durchschoiti  der  |  und  i^,  d«  b.  durch  den  Mit' 
telpookt  der  Mreclriz  gehende  flyperheL  Legt  amui  die  Aheeip- 
ien>Aze  d«rch*den  Mifelpnnkt  der  Directriz«  so  geht»  da 
(7^  «her  in 

so  dass  die  Curve  auf  Axen,  die  zugeordneteo  Durehmessera  pa^ 
rallel  sind,  bezogen  ist.    (Taf.  VIII.  Fig.  6.}. 

Ut'aneh  die  -Dfeectrlz  ehie  Parabel,  no  hat  im»  nb  Glelehnng 
der  Cnrre 

ThtUUV.  » 
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Wählt  mmi  i«r  Axe  der  y  eloeu  DiirehmesMr  4er  Middrii, 
tf.  h.  beii^t  aum  die  Bahn  aof  diejenige  Tangente,  die  zugleich 
ete  Dvr«biQe«ier  der  Dteeliix  iai»  vH^I  )r*^t  «Um  ^  w- 
«teiieDde  GlekfciHig 

/ 


y\ttmzsji,  ix-i-iisti  gesetzt,  gibt\ 

Dieaelbe  ist  also  eine.  Hyperbel  >  welcbe  darcb  den  Daitb- 
•cbnitiapiiiikt  der  Geraden 

£3:0  and  V^sO  ^ 

/•  » 

geht  und  erster©  zum  Durchmesser  hat,  letztere  zur  Tanijeiite. 
Ihre  Construction  bietet,  da  i;=0  und  £=0  nach  dem  Früheren 
bekannte  Linien  i^iud,  keine  weitere  Schviierigkeit. 


^  ■ 


I  • 
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Vetoer  die  liegf#«dniig  der  Theorie 

der  elliptischeii  Fanctionen  durch  die 
Betrachtuoff  unendlicher  Doppel« 

i^^liete« 

Herrn  Ludwig  Schläfli, 

DocAotMi  der  MatbeniAtilc  bu  Bern. 


Bekanotlicb  werden  die  elliptischen  Functionen  sinam.? , 
tosmkoe,  Jama  uoeodlich  gross  oder  verschwinden  der  Reibe  Qücbj 
raa  der  Werth  dM  Argumeofs  a  resp.  die  Formen 


annimmt,  uo  r/i,  n  beliebige  ganze  Zahlen  und  K,  K'  die  den 
beiden  complementären  Moduln  k,  k'  entsprechenden  vollständigen 
elliptischen  Integrale  der  ersten  Art  bezeichnen.  Sie  sind  also 
gleichsam  als  Brüche  anzusehen,  dereo  ZShler  sammt  dem  ge- 
neioeeliaflllcbeB  Pienoer  wnaib  Funclioiien  tob  Boeiidnch  hohem 
IM  eM«  Amm  Üntere  PMferen  die  Form 


bben.  Von  dieser  Beschaffenheit  sind  nun  die  von  Jaeobi  in 
^inen  Fundamentis  Nu  vis  mit  Hund  B  bezeichneten  Functio* 
Den.  Während  aber  in  diesem  vortrefflichen  Ba^o  die  gebreclie- 
m  pder  elgeutlidiee  eUiptkekee  FenolftMeB;»  #le  iiinig,  de« 
Aeagemepopkt  Vdden»  Yen  dem  eee  d«fcli  eme  woedeHbare  V«f- 


26  * 


I 

l  : 
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kettane  von  Transformationen  zuletzt  zur  Theorie  der  ganzen  ellip- 
tischen Functionen ,  wie  Sx,  gelangt  wird,  so  treten  andererseits 
die  Eigenschaften  der  elliptischen  Functionen-  überhaupt  nicht  min- 
der in  ein  helles  Licht,  wenn  man  von  den  ganzen  elliptischeD 
Functionen  0a;,  oder,  was  dasselbe  ist,  von  unendlichen  üoppel- 
producten  ausgeht.  Diesen  Weg  hat  Ca y l ey*)  eingeschlagen, 
und  Eisenstein-*)  hat  das  Wesen  der  fraglichen  Doppelproducte 
einer  sehr  genauen  Untersuchung  unterworfen.  Wenn  man  m  mög- 
lichster Kurze  die  bekaniiten  Sätze  über  die  elliptischen  Fun^o- 
nen  beweisen  will,  so  scheint  mir  der  genannte  umgekehrte  Weg 
diesen  Zweck  am  besten  zu  erreichen,  besonders  wenn  man  die 
daraus  entstehende  Schwierigkeit,  dass  ein  und  dasselbe 
Doppelproduct  je  nach  der  Anordnung  seiner  Factoren  verschie- 
dene Werthe  darbietet,  durch  geometrische  Hülfsvorstellungen 
erleichtert.  Einen  Umstand,  der  ihnen  freilich  bekannt  sein  nausste, 
scheinen  mir  beide,  Cayley  und  Eisenstein,  nicht  erwähnt  zu 
haben,  dass  nämlich  von  den  unendlichen  Doppelprodncten  aus 
eine  in  den  Fundamentis  novis  noch  unerledigte  Frage  ohoe 
grosse  Mühe  entschieden  wird.    Die  beiden  Integrale 

•        *  ^ 

/i  da 

J  V"(l-a;')(l  — 

in  denen  die  Variable  a  resp.  die  zwischen  0  und  1  liegenden 
reellen  und  die  zwischen  0  und  -|-ooV  — 1  liegenden  rein  imaginä- 
ren Werthe  nur  einmal  durchläuft,  haben  offenbar  jedes  einen  ein- 
zigen, bestimmten  Werth,  mag  der  Modul  k  rein  oder  complex 
sein.  Bezeichnet  nun  X  irgend  einen  der  w  +  1  Moduln,  welche 
sich  aus  dem  reellen  Modul  k  durch  eine  Transformation  von  der 
ungeraden  Ordnung  n  ergeben,  so  sind  bekanntlich  nur  zwei 
Werthe  von  A  reell,  die  «— 1  übrigen  sind  complex,  und  wenn  ^, 
A'V^^  die  Werthe  der  obigen  bestimmten  Integrale  bezeichnen, 
falls  darin  k  durch  A  ersetzt  wird,  so  liefert  die  in  den  Funda- 
mentis entwickelte  Theorie  der  Transformation  dafür  die  Ausdrucke 

 ^  '  ^    '  ^  ' 

wo  M  den  Muitiplicator  und  o,  ö  ungerade,  ß,  y  gerade  Zahlen 
bezeichnen,  die  der  Bedingung 


*)    Cambridge    Matheiootical  Journal  IV.    Maiheffc  1845.     On  the 

inverse  elli|iiic  fiinctions. 

**)  Grcllc's  Journal.  XXXV.  Genaue  IJnlersnchnng  der  unendlichen 
Do|i|)elproducte.  (Septbr.  1847.)  Ebendna.  XWII.  Bemerkungen  zn  den 
elliiitischen  und  Abelschen  Transcendenten.    (Ja«.  1844.) 
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uud  aoMerdem  noch  einer  linearen  CoDgruenz  genflgen ,  die  vim  • 
4er  besondern  Art  der  Transformatioo  utar  OrdBimg  ahbingi: 
aber  lur  die  n— 1  complexen  Moduln  A  werden  dort  A,  ^'V  — *1  » 
nicht  völlig  bestimmt   Auf  uoserm  Standpunkte  wird  sich  zeigen, 
dass  diese  Bestimmung  nicht  in  allgemeiner  Weise  gesehenen 
^^ann,  sondern  von  dem  jeweiligen  numerischeu  -Werihe  von 

 »  abb&ngt 


Ueber  die  Anordnung  der  Factoren  des  unendlichen  Üo^^iei*' 
producta  und  über  die  Convergenz  desaeiben. 

Hao  danke  aieh  eifl  System  rechtwinkliger  Coordinaten  in  der 
Ebene;  dessen  Ursprung  sei  O  und  P  irgend  ein  durch  die  Ab- 
sciase  p  und  die  Ordinate  g  bestimmter  reeller  Punkt.  Die  An- 
schauung dieses  Punkts  P  gelte  als  Zeichen  für  die  complexe 

Grösse  p+O'V"---!,  so  wird  jeiler  complexen  oder  reinen  Grösse 
ein  reeller  Punkt  in  der  Ebene  entsprechen  und  umgekehrt  Dann 
stellt  der  Abstand  OP  des  Punkts  vom  Ursprung  den  Modul« 
und  der  Whikel,  um  welchen  aicb  OP  von  der  Abadasenaxe 
gega»  die  Ordinatenaxe  hin  eatferat,  die  AvpBtnde  der  Orliaae 

p+^V  — l  dar.  Ea  aden  e«  6  iwei  bellebiee  GrSaaen,  deien 

bezeichnende  Punkte  B  nicht  mit  dem  Ursprung  in  eine  und 
dieselbe  Gerade  fallen,  ao  entspricht  der  Formel  mo-fn^,  wom» 
n  gaiKBe  Zahlen  bezeichnen,  ein  System  von  Ober  die  ganze  Ebene 
zerstreuten  Punkten,  die  sämmtüch  durch  ein  Netz  mit  ^OAB 
congruenter  Dreiecke  unter  sich  verbunden  sind.  Mit  einem  Halb- 
messer k,  der  die  Dimensionen  de«  Dreiecks  OAH  weit  übertrifft, 
beschreibe  man  nun  aaa  dm  Mltteipankl  O  enM«  Kirela  nad*  be» 
aebiftoke  das  Doppelprodnct 


nia-i-ii6 

auf  alle  diejenigen  Factoren,  welche  innerhalb  des  Kreisel  befind- 
lichen Punkten  ma -f 7i6  entsprechen,  mit  der  einzigen  Ausnahme,* 
dass  im  Nenner  der  dem  Ursprung  O  entsprechende  Factor  0  weg- 
fallt, während  im  Zähler  der  demselben  Punkt  entsprechende  Fac- 
tor X  stehen  bleibt  Es  frSgt  sich  nun,  ob  die  Function  %  Ton  ^ 
fiir  Maas  onendlldi  gross  werdenden  Halbmesser  k  einen  bestimm* 
teo  Grinawerth  hat 

Da  jedem  innerhalb  des  Kreises  k  gelegenen  Punkt  ma-f  n6 
ein  ebentalls  innerhalb  liegender  diametral  entgegengesetzter  Punkt 
 ma^nb  entspricht,  so  darf  man  auch  setzen: 


Digitized  by  Google 


wo  dao'DoppelprocIttct  IT  allo  vom  Kurf««  k  ttnisdilosMieii  Pteite 
mSt  AiMoaMiiO  des  OrspruogO  O  «mlMit..,  Wird  der  begriwaeifc 
1Mb  bis  snrdsn  Halbmessor  «tmUvK»  so  «41  di»  Atstio»  f 
bi    gbottcbsft;  dsBB  bil 

wo  das  Dopp'elprodnel  slleFsebireQ  enthSit,  welche  dessirischon 
beldeii  ooDceotriscben  Krisen -A,      befindlicbeo  PmklM  wm  1  nb 


1 


—  '    — —  — ■ —    — ™  '  —  -r-  —  —    —  #     —   '  —  V 

entsprechen.  Geht  mao  zu  den  Logarithmen  fiber,  so  verwandelt 
sidi  das  Doppelprodact  in  eine  Doppefsumme  mit  denselben  Gren- 
zen ,  und  nimmt  man  den  Modul  von  a;  als  sehr  klein  in  Vergleich 
mit  k  an,  so  kann  man  rechts  die  Logarithmen  in  eopver- 
gente  Reihen  entwickeln;  man  bekömmt: 

» 

Lässt  man  in  dem  oben  erwähnten  Netz  von  Dreiecken  alle 
mit  Aß  parallelen  (>eraden  weg,  s'o  bleibt  ein  Netz  von  con- 
gruenteii  Parallelogrammen  zuriiclc;  der  Inhalt  eines  derselben  sei 

c  und  positiv»  so  ist»  wenn  der  Factor  von  V--1  Inder  compJex* 
on  Grosse  |  positiv  Ist,  d.  b.  weän  der  Wbifcel  40B  d6«  9m- 

-fsIMsgrsms  iwlschOT  0  md  m  Begt,  und  w^o  u's  V  dkl 
jogSHte  Wvtbsi  voo  «>  6  bossicbuss, 

Dons  ksDo  .<Ue  ikippeteimiiMi 


füglicli  mit  einem  Doppelintegral  verglichen  werden ,  worin  c  doirdh 
das  Flächenelement  und  ma-\-nb  durch  die  seinem  Orte  entspre* 
chende  complexe  Zahl  ersetzt  ist.  Schreibt  man  in  jedes  von  der 
Peripherie  des  Kreises  k  durcbseboitteoe  PftrsUelogramm  den.Be» 

trag     umI  iMUlrt»  so  giebt  dl#  Ssumie  isIim  vsgfcfMM^  Votstib* 

lung  von   der  Grosse  des  Fehlers,   den  man  begeht,  wenn 
man   wirklich   das  Doppeliotegral  an  die   Stelle    aer  Doupel 
smime  setit  Devselbs  Ist  also  nicht  grösser  'als  von  der  OfmuAf^ 

g  '  lind  uuss  daher  beim  Uoeudlicbwerden  von  k  verscbwindea. 

Giini4s  bsoHMi  ilt  bi  dsrmblta  Mis  dor '«bl- 
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en  Gleichung  auf  das  erste  folgenden  fGrlieder  noch  weniger  io 
Betracht,  da  sie  den  Ordomigeii  ^ ,  aDgehpren.  Ist  nun 

re  die  für  ma     nb  gesetzte  continuirlich  veränderliche. 

Gröase«  so  i»i  rdrd^  das  FJächeoelemeat;  folglich 

—  c  J   J     '^€r-'29V-l  dipdr=zO 

nüi  eioem  Fehler  von  der  Ordnung  ^  •  Also  bat  %  ein  beliebf  • 

ges  Armnent  ^  mit  «Ddlichem  Modcd  die  Function  2  beim  uneod- 
W^0A  WAcbsen  von  ifc  slnißn  rtmAgen  besIhnBiten  Wertfi. 

m 

^Dieser  Beueis  gründet  sich  wesentlich  darauf,  dass  die  inner- 
lialb  ^es  das  Doppelproduct  begrunzondeo  Kreises  liegenden 
PuMikft.  iBa4-n^  paarweise  einander  dismetral  eotgecengesetst  sind, 
wodurch  das  Doppelprqdiict  zu  einer  ungeraden  Function  von  x 
wird«  .  JB&lt  man  den  Ursprung  O  und  den  begränzenden  Kreis  U 
fest  und  versucht  es,  das  System  der  Punkte  parallel  mit  sich 
selbst  zu  verschieben ,  so  dass  die  Eigenschaft  der  diametralen 
Entgegensetzung  je  zweier  Punkte  bleibt,  so  kann  diess  nur  auf 
drei  Arten  geschehen,  indem  der  Punkt,  der  früher  iu  O  war,  sich 
resp.  In  die  Mitte  jeder  der  drei  Selten  des  Dreiecks  OAB  he^ 
gttmt  Weil  alsdann  der  Ursprung  leer  bleibir  so  sind  alle  drei 
entstehenden  Doppelproducte  gerade  Functionen«  leb  bezeichne 
nachCaylej^  alle  vier  Doppelproducte  resp.  mit  ya:,ga:,  Gx,i3j^*), 
je  nachdem  ein  Punkt  des  Systems  in  den  Ursprung  O  oder  in 
die  Mitte  von  OA,  oder  von  OB,  oder  endlich  von  AB  fallt.  Um 
diese  vier  Functionen  noch  deutlicher  zu  detiniren,  will  ich  unter 
einem  System  von  Punkten  zugleich  das  Doppelproduct  aller  den 
einselnen  Punkten  entsprecbenden  complexen  Grössen,  mli  Aus- 
Sbhloss  der  Null,  Hills  diese  steh  darunter  befindet,  verstanden 
wissen,  und*  bezeichne  die  vier  fundamentalen  Systeme  von  Punk- 
ten naeh  eioem  einsigen  zugehörigen  Punkte  resp.  durch 


(ur  jedes  dieser  Svsteme  hat  der  begränzende  Kreis  von  unend- 
Reh  ^acbsendem  Halbmesser  den  ITrsprung  zum  BÜttebunkt.  Ver« 

erlebt 'man  nun  eines  dieser  vier  Sysreme , parallel  mlf  sich  selbst 
ttÜinit  dem  begrenzenden  Kreise,  so  dass  nunmehr  der  Mittel- 
nnniit  des  letztern  die  endliche  complexe  Grösse  a;  darstellt,  und 
Oividirt  das  so  veränderte  System  durch  das  entsprechende  fnn- 
damentale  System,  so  ist  der  Quotient  resp.  eine  der  Functionen 
vx»  ffo:,  Gxt  (B^.  Sie  mögen  ganze  elliptische  Functionen 
ueiasen.       '  ' 

*ln  Betreff  der  Convergenz  der  drei  letzten  Doppelproducte 
ifx»  Gx,  braucht  bloss  bemerkt  zu  Ti-erden,  dass  anr  4lM6l- 
beo  der  oben  fllr  yx  geflibrte  Beweis 'unverflndeit  Übergetragen 
werden  \Mn,  .  " 

Da«  Zeichen  (^x  war  im  Mscpt.  p^anz  nndentlich  gMchrlebeh. 
habe  äberaü  den  BuchMtaben  (B  tetzen  lasten.  G. 


* 
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Ueber  die  venichledeiieo  Darstelhiii^Mi  einer  wid  derselbee  * 

gmeB  eUlpfieelic«  Foncflon. 

* 

Der  Werth  eines  der  beschriebenen  Doppelproducte  häogt 
nur  von  der  Lage  der  Punkte  ab,  auf  welche  es  sich  bezieht; 
das  ^ti  ven  Patalleloerammeii»  dmk  welehee.  diene  Paukte  f•^ 
Iranden  eind»  ist  dabei  völlig  cleieligtM%«  fie  neien  daher  % 
wf,  ganxe  Zahlen ,  welebe  der  Bedingung  mn' — m*n=i  geoG- 
gen,  und  man  nird,  wenn  man  a  durch  ma-fwÄ,  b  durch  m'a+n'6 
ersetzt,  dasselbe  Punktensystem  (0)  erhalten  wie  vorher;  nur  ist 
an  die  Stelle  des  Parallelogramms,  dessen  Seiten  den  coroplexen 
Constanten  a,  b  cnt8|)raclien',  ein  anderes  von  gleichem  Inhalt  flut 
den  Selten  tmi^nb,  m*a-t-n*b  getreten.  Man  bat  dab^  seM; 
Indem  man  die  Cnnetanten  a,  6  mit  In  die  Besetduinng  einer  gan- 
aen  eüiptiscben  Function  anfnlmmt» 

f{a:,  a,  b)  =  Y(a;,  ma-^nb,  m^a-^n'b). 

Die  Mitte  der  dnreb  fna4-n6  daigeatelltett  Sdte  des  «erandiffMi 
Pafallelogranima  fkllt  In  einen  der  fundamentalen  SysteiM 


je  nachdem  m  ungerade,  n  gerade,  oder  m  gerade,  n  ungerade, 
oder  endlich  iti  und  n  zugleich  ungerade  sind.    Dano  wird  ^ 

resp.  gleich 

g{x,  a,  6),.  G(x,  a,  b),  ^(ar,  a,  b). 

Wie  sich  die  Sache  in  den  anderen  ähnlichen  Fällen  verhält,  ist 
daher  leicht  zu  beurtheilen.  Nur  mag  bemerkt  werdeu,  dass, 
wenn  alle  drei  geraden  Functionen  mittelst  der  neuen  Darstellaog 
(ma-i-nb,  m'a-{-n'b)  in  sich  selbst  zurückkehren  sollen,  die  beiden 
^abiaii  vf  ungerade,  die  beiden  anderen  m\  n  gerade  seio 
mOaaen. 

Giebt  es  unter  den  unendlich  vielen  Darstellungen  einer  ond 
deraeiben  ganzen  eUfptiaeben«  Function  eine«  die  alcb  vor  alki 
fibrümn  aaszeichnet?  Dleae  Frage  bSngif, '  wie  wir  apAlar  aelMi 

werden,  mit  der  im  Eingang  erwähnten,  einen  eomplezeo  tra■■fe^ 

mirten  Modul  X  betreffenden  Schwierigkeit  enge  zusammen.  Sie 
ist  mittelst  der  geometrischen  Hülfsvorstellung  leicht  zu  entschei- 
den. Nämlich  unter  den  zahllosen  Dreiecken  von  gleichem  Inhalt, 
welche  anstatt  des  antänglichen  Dreiecks  GAß  gebraucht  werden 
l^onnen,  nm  ein  und  dasselbe  System  (0,,  a,  6)  von  Punkten 
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erzeugen,  giebt  es  nur  ein  einziges  spitzwinkliges,   und  dieses 
ist  immer  vorbandeo.   Nut  nenn  eio  recbtwinkliges  Dreieck  müg- . 
Idi  M,  so  giebt  IM  nrei  vmdbMeBe  gegen  «iaaiiiler  syiniiietrisdi 
liegende  Neta»»  wfidb»  -wm  tm^  <yl— ofrjaffcra  mUnlaUlgf»  • 
DreieekMi  bervo^gdbes« 

Um  zu  zeigen,  dass  es  nur  ein  spitzwinkliges  Dreieck  geben  « 
kann,  nebme  icb  au,  \OAB  sei  ein  solches,  OA  seine  kleinste 
6ette,  so  wird  das  entsprechende  Netz  ein  System  mit  OA  pa- 
ralleler Geraden  enthalten,  deren  Abstand  der  auf  OA  senkrech- 

tan  H3lie  de«  i^OAB  gieieli  «od  daher  grAsMr  als  ig^-OA  aafai 

wird.  OPQ  sei  «i»  «atow  ntt  GAB  gleich  groiiK»  Dieied^ 
welches  dasselbe  System  Ton  Punkten  erzeogt»  ae  stellt  ee.  OM 

frei,  das  Eck  P  auf  der  nimllchen  Seite  von  der  verengerten 
Geraden  OA  zu  suchen,  auf  welcher  auch  B  lieE^t.  Suchen  wir 
Pin  der  durch  B  gehenden  Parallellinie ,  so  dürren  wir  Q  vaM  A 
zusammenfallen  lassen,  uberzeugen  uns  aber  leicht,  dass  das  ' 
neue  Dreieck  an  seiner  Grundlinie  einen  stumpfen  Winkel  bekom- 
men iHrdy  sobald  P  nicht  auch  mit  B  ausamroenfallt.  Suchen  wir 
daher  P  In  Irgend  ehiar  entfernteren  Patnllela,  t.  B.  in  der  swel- 
ten,  dritten  u.  s.  f.  und  sieben  dann  durch  Q  eine  Parallele  mit 
OP,  welche  OA  in  M  schneidet,  so  wird  wegen  des  gleichen 
Inhalts  der  beiden  Dreieofce  OAB  nad  OPQ  das  >;Stack  OJf 

gMch  2  '  3      ^  ^*        OA,  also  kleiner  als         ^j^n.s.  f. 

mal  der  Abstand  der  zuerst  erwähnten  Parallellinien  {OA)  sein. 
Also  ist  jedenfalls  der  Abstand  der  Parallelen  OP  und  MQ  oder 
die  aus  Q  auf  OP  gefällte  Höhe  des  Dreiecks  OPQ  kleiner  als 
die  auf  OA  senkrechte  Hube  des  ursprünglichen  Dreiecks.  Da- 
her kMiQ  die  Spitze  Q  nicht  auf  einer  der  ParalleUiuieo  mlt  -O^^ 
welche  OPnmt  aehneiden,  gesucht  werden»  wenn  die*  Winkel 
O  nnd  P  'den  Dreiecks  OPQ  spitz  sein  sollen.  Die  Snitze  Q 
■mea  alae  anf  einer  zwbchen  O  und  P  dnrehgebenden^  Parallel« 
linie  gesucht  werden,  und  zugleich  moss  sie  ausserhalb  eines  Krei- 
ses liegen,  der  zum  Durchmesser  hat.  Nehmen  wir  den  un- 
gunstigsten Fall,  wo  OP  nur  bis  an  die  zweite  Parallellinie  reicht, 
aod  bezeichnen  durch  L,  IS  die  beiden  Punkte,  in  denen  die  durch 
S  gebende  Parallellinie  von  OP  uadMQ  geschnitten  wird^  so  Ist 
jedenfaHa  Uelaer  ala  te  SaAaa  LO^LPi  folglich  j^ONP 
4b  staaipflM'« 

Ich  ^gestehe,  dass  dieser  Beweis  einer  für  die  empirische  An- 
schauung sehr  einleuchtenden  Sache  ziemlich  weitläufig  erscheint. 
Der  algebraische  Beweis  leidet  an  dem  nämlichen  Uebelstande. 

•  Seil  das  ^OAB  apitzwii^Uig  sein«  so  genügt  es,  wenn  die 
awMna  TheOe  der  beiden  dompleintt  GrOaaen  -  nnd  j  peäMKr« 

/hhte  Bruche  sind.  Wenn  also  die  Punkte  P,  Q  den  compleian 
fcCaaen  nm-^nb,  m'a-|-ii'^  entsptechen,  we  :dle  fanien  aahlte 


\,     M',  #  der  Badiagnag  am'-'^ssl  genagcn»  ae  aifiaaen 
~  die  reeHea  Thdle  ven 
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m'a-f- ,  ma-j-nö  ■         •    .      •  * 

potitlve  ächte  Brüche  seio,  w«nn  das  Dreieck  OPQ  spitziFioklig 
sein  soll.  Nun  ist  aber 

mg. -j-  w6     n     1  ijk    "1  6 


Es  sei 


6  — 


80  ist  0<p<ly  weil  ^OJB  spitzwinklig  ist;,  also  der  reeHe 
Theil  TOD 


n 


«Itt  potflttver  Achter  Bmeb,  weBS  m  pssUiv  .und  grSssor  als  —  a 
W.  Eb«iMo  M  40t  reelle  Theil  von  ~y ,  ein  postfiw  Sehtsr 

Bruch >  wenn  w  positiv  und  gfUsser  als  — m  ist,   folglich  ein  ne- 

Sitiver  ächter  Bruch ,  wenn  —  n  positiv  und  gr&sser  als  m  ist. 
ebnlliAMs  gilt,  wettii  warnen  kssma^  gesetst  w^en.  Wir  dOr« 
fen  um  jed«itflals  m  als  posM^  MiiieiMM«fir  und  ediüesstii  ▼mwt 

diejenigea  Ftte  von  der  Betrachtung  auA,  wo  eine  der  Zahleft 
m,  n,  m\  nf  verschwindet.  Dann  sind  mn'  und  m'n  znglelcb  po« 
sitiv  oder  zugleich  negativ.  Im  crstfn  Falle  sind  m,  n'  posrav 
oud  entweder  aacb  mf,  ti  po^itir»  toigüch  die  reeMeii  Tlieue  W9% 


und 


positive  ächte  Brüche.  Bezeichnen  wir  einen  eoMeii» 
TOB  seinem  Werth»  dureii     so  milaete  ugleleb 


fcUfM  n'^»  und  M^leieb  il<ii^  asia,  fMM  «idil  asgebt  Öd«r 

4kr  ftt',  n  siotf  negativ.    Dann  wäre  immerhin  der  reelle  Theil 
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mä+nb  ß'®''^''  «'"«in  äch(eu  positiven  Bruche  «,  und  es  müäste 

. 3;^>0  sein,   was  unmüglicb  ist.  — <   Wir  kommen  uuo  zum 

zweiten  Fall,  wo  die  Producta  mn'  und  m'n  zu&;leich  negötiT  sind. 
E«  sei  also  m  positiv,  m'  negativ  und  entweder  tn'  negativ  und 

n  positiv,  folglich  der  reelle  Theil  von  olfenbar  necativ, 

tna  f-no  r 

was  auÄzuschliessen  ist.  Oder  aber  es  ist  m'  positiv  und  n  ne- 
gativ. Hier  sind  nun  wieder  zwei  Falle  zu  unterscheiden.  Ent- 
weder ist  — n  kleiner  als  m,  folglich  auch  — w'<m';  also  §ind 
die  reellen  Theile  von 


positive  äehte  Brüche,  und  man  bekömmt  lür  die  reellen  Theile 
von 

»  ■  . 

nia-^-nb  *  ma*-{n*b 


die  unvereinbaren  Bedingungen 


— »  — n' 


Oder  aber  — n  ist  grösser  afs  m,  folglich  auch  —  ii'>m'.  Dann 
sind  die  reellen  Thetle  von 


negative  ächte  BrHcbe,  so  dass  man  die  ebenfalls  unvereinbaren 
Bedingungen  ^ 

m     ^ ^  m 

erhält.  Wir  sind  nunmehr  anzunehmen  genüthigt,  dass  eine  der 
vier  Zahlen  m,  7i,  mf,  n*  Null  sei.  Setzen  wir  z.  B.  m'^O,  so 
fo^t  tn^Xf    n'rrl  und  n  bleibt  unbestimmt    Dann  solite  der 

reelle  Theil  von  "    -    ein  positiver  fichter  Bruch  sein.  Diess 

b 

ist  aber  unniöglic)^  wegen  der  rücksichtlich  —  gemachten  Voraus- 
setzungen.   Durchgeht  man  alle  einzelnen  Fälle,  so  findet  man, 

.  ..  .,  .      r.  11^.  m*a-\-n'b 

dass  ttntor  allen  niöeliclien  Formen  des  Bruchs  — — ; — j-  nur  diese 

«Irei; 


4eii  .  gemachten  AiiAirderang.en  gendgen.  Diese  Wtielieo  sich  aber 
mf  dl  aad  4MeeliM  Ofeieek  GAB.  Diese»  ist  also  daa  eiMhe 
apitswiak^  Dreieclc,  aas  weleiie»  desseBba  PnaHiaeyateai  |K 
a»  6)  erseogt  werden  Iumid. 

Wenn  ein  System  von  Punltten  durch  irgend  ein  stumufH-ink- 
liges  Dreiecl(  OPQ  erzeugt  worden  ist«      giebt  es  im  AUgemei- 
aen  Imiaer  ein  spttiwittkliges  Dreieck,  weienes  dssaeibe  filj  als« 
von  Pnalden  erieugt,  and  welelies  darch  folgendes  TerfaliieB 
fanden  werden  kann.  - 

Wenn  P  der  stumpfe  Winkel  do«  Dreiecks  OPQ  ist,  so  ziehe 
man  durch  Q  eine  Parallele  mit  der  Grundlinie  OP,  so  wird  die- 
selbe eine  Reihe  von  Punkten  des  gegebenen  Systems  enthalten, 
deren  Alistinde  alountficb  gleicii  &andlinia  OP  ated.  Alee 
ist  unter  den  genannten  Punkten  gewiss  einer  und  zwar  im  All- 

§ emeinen  nur  einer  er  m6ge  Cr  heissen»  —  welcher  sich  auf 
ie  Grundlinie  OP  selbst  senkrecht  projicirt.  Wenn  wir  daher 
das  Dreieck  OPQ  durch  OPQ'  ersetzen,  so  sind  beide  Winkel 
OPQ'  und  POQ*  spitz,  und  die  i^rojection  der  Seite  OQ'  auf  die 
Grundlinie  OP  ist  gewiss  kleiner  als  die  Hällle  der  Projection 
der  Seite  OQ  auf  dieselbe  Grundlinie.  Auch  siebt  man  leidig 
daaa  die  Prdecllon  der  Grandlinie  OP  aof  0€t  Melaer  iaC  ab 
.diejeab^e  aar  OQ.  Ist  nun  immer  noch  der  Winkel  OQ^P  eip 
stumpfer,  so  ziehe  man  durch  P  eine  Parallele  mit  OQ';  aaf  die- 
ser  liegt  ein  einziger  Punkt  P  des  gegebenen  Systems,  der  sich 
auf  OQ'  selbst  senkrecht  projicirt  Man  wird  nunmehr  das  Drei- 
eck  OP'Q'  zur  Erzeugung  des  gegebenen  Systems  von  Punkte 
gebrauchen  können.  Hat  dieses  noch  einen  stumpfen  Winkel,  so 
kann  es  nnr  der  liei  P  sein.  Femer  Ist  die  ProiectHm  von  OP 
aaf  OQf  kleiner  als  die  Hälfte  der  Pnnection  Ton  OP  auf  OQ', 
um  so  mehr  also  kleiner  als* die  Hätftc  der  Projektion  von  OP  auf 
OQ\  und  die  Projection  von  OQ"  auf  OP  ist  kleiner  als  dieje- 
nige auf  OPy  um  so  mehr  also  kleiner  als  die  Hälfte  der  l^o- 
jection  von  OQ  auf  OP.  Setzt  man  dieses  Verfahren  so  lange 
fort,  als  noch  stumpfe  Winkel  sich  zeigen,  so  erhält  man  eine 
Rdbenfolge  Ton  Dreiecken 

OPQ,  OPV,  OPQ,  OPOr,  OP'Or,  m  a.  f.. 

worin  jeweilen  das  neugefundene  Eck  ein  stumpfwinkliges 
ist,  und  wo  die  Projeclionen  von  OQ  auf  OP,  von  OQ"  auf 
OP,  von  OQ"  auf  OP',  u.  s.  f.,  wie  auch  diejenigen  von  OP 
iwf  OQ,  von  OP  auf  OQ',  n.  s.  t  swei  ReiheB  blideii,-  welche 
scbneiier  foUen  ala  die  geometriacba  Reihe^ 

,111' 
ff*  8' 

So  lange  nun  die  Dreiecke  noch  stumpfwinklig  sind,  int  immer 
diejenige  Seite,  welche  das  feste  Eck  O  mit  dem  Scheitel  des 
stumpfen  Winkels  verbindet,  kleiner  als  die  Projection  der  andern 
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von  O  ausgehenden  Seite  auf  die  erste.  Folglich  bilden  auch  die 
Seiten  OP,  OR,  OP",...  und  die  Seiten  OQ,  (Hf,  OQ**,„.  zwei 
Reihen»  welche  schneller  fallen  als  die  geometrische  Reihe  1, 

1^9  2*'***'  GSbo  es  oun  kein  «pitiwlnldigee  Dreieck»  so  gingen 

beide  ReikeB  ohne  Ende  fert;  «ad  man  mOsste  in  beiden  auf  Glie- 
der kommen,  die  kleiner  wfren  als  die  Quadratwurzel  aus  dem 
doppelten  constanten  Inhalt  eines  jeden  dieser  Dreieclie.  Ein  Drei- 
eck, worin  zwei  Seiten  zugleich  von  dieser  Beschaffenheit  wären» 
enthält  aber  einen  Widerspruch.  Folglich  kann  das  oben  beschrie- 
bene Verfahren  nicht  ohne  Ende  fortgesetzt  werden,  sondern  es 
rnnsn  clainnl  ip  einem  spitzwinkligeo  Dreieck  -  führen  «nd  denn . 
anfbGren. 

Mao  ^Inngt  noch  aclmeller  som  Ziele»  wenn  man»  ehoe  ge- 
rade den  rankt  Q  firafsulialten ,  immer  die  kleinste  Seite  des  so 

eben  gefondenen  ersengenden  Dreiecke  ale  Gntndlinie  .betrachtet 

♦ 

In  Uebereinstimmnng  mit  dem  zaerst  beschriebenen  geometri- 
schen Verfahren  ist  nun  auch  die  numerische  Rechnung  anzustel- 
len, sobald  es  sieb  darum  handelt,  die  zu  irgend  einer  gegebenen 
Darstellung  (a,  b)  gehörende  Hauptdarstellung  auszamitteln.  Da 

es  nimlick  freiateht»  das  Verhftltniaa  -g  dnreh  seinen  ealgegen- 

gesetaten  oder  auch  dopck  seinen  vragekelirten  Werth  an  eraetaen» 
wofern  Qber  das  Vorzeichen  des  reellen  Factora  von  V  — 1  nlohta- 

rcfiügt  wird,  so  dürfen  wir  immerkia  den  reellen  Tbeil  von  -  ala 


positiv '  and  grSsser  als  l  voranasetsen.  Denn  ginge  das  Letale 
Dicht  an,  so  wftTe  (a»  b)  schon  die  ^suchte  nanptdarstellang 
selbst.  Es  sei  daher 

:  *       ■  . 

t 

I 

und  r  die  Zahl  der  in  p  entkalienen  positiven  Biaiieiteo»  felgllcfe 
0<|i— r^l»  man  aetze 

so  wird  p'  positiv  sein.  Ist  es  anch  noch  grOsser  als  1»  so.  sei  r' 
die  Zahl  der  darin  enthaltenen  positiven  Einheiten;  und  wenn  man 

diese  wegnimmt,  so  sei  p^-^^'W^i  der  umgekebrte Werth dea 

Rests  u.  s.  f.  Die  Rechnung  wird  da  aofhuren,  wo  der  umge- 
kehrte Werth  des  Rests  einen  positiven  ächten  Bincb  ala  reeUeii 
Tbeil  hat  ^  Sie  steht  demnach  so :  .  * 


t^p+q  V^rr=         V--1  * 

-  1  * 

•  '    1 

Hier  sind  r,  r',...  rt"-*)  lauter  positive  ganze  Zahlen,  p", 
sämmtiich  positiv  und  überdiess  die  letzte  jM)  kleiner  als  1,  und 
'ditfu  uoch  Die  i«'ac(orea  9,  9',  siod 

-abwecbselnd  positiv  ond  negfttlT.  Beseichnek  natf  ^  ilen  rednchta 

Werth  des  aus  den  Quotienten  r,.  r^j^-i^^^^igebildeten  Ketteiibruchfi 
iMd  ^  dessen  legten  Nftherluigstr^Hli«  ao  ist 

p(n)  +  ^(«)  "^^J^^—  >  \hk-h'k^  (-1)« J  , 

UDd<^— A6»^A'a-f  oder  {^h'a-{^k'b,  ha-^kb)  die  gesuchte 
Haaptdarstellung ,  jenachdem  q^^)  positiv  oder  negativ  iet  Es  ve^ 
•teilt  eich  fibrigene»  daee  jede  Darstellung  auf  drei  veracbiedene 
Arten  geschrieben  werden  kann,  «veil  je  zwei  Seiten  eines  Drei- 
ecks auf  drei  Arten  combinirt  werden  können ,  nnd  dass  jeder  an- 
deren Schreil»>veise  ein  Weclisei  der  Zeichen  ^»Cr»0  der  geradea 
Functionen  eotaj^ncht* 


§.  3. 

Ueber  die  Transformation  und  Multipiicatiou  der  ganzen 
'  •  elUptischeo  Functionen. 

Wir  haben  oben  geaeäen,  dass  ein  einfaches  Product 
iT^l— — *  dessen  Factoren  tSngs  der  Peripherie  des  v 

eoAch  gross  werdenden  Gränzkreises  liegen ,  sich  von  1  nur  um 
eine  Gr&se  von  der  Ordnung  des  vericehrten  Halbmessers  dieses 
Kreises  unterscheidet»  nnd  daher  ans  einem  P^odact  endlicher 
Faetoren  nach*  Belieben  weggelassen  oder  demselben  sugesetat 
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irerden  darf.  leb  seblcke  diese  Hemerkiing  vor*as«  tnu  sie  oiebt 
^  Folgenden  fi4tiMole»  rzv  tniissen. 

Es  sei  (a,  b)  irgend  ein  erzeugendes  Parallelogramm;  man 
tiieile  die  durch  die  compJezen  Gru«8en  a,  b  dargestellten  Seiten 
lietMlben  wmp.  In  p,  q  gieicbe  Theile,  wo  p,  q  ungerade  sein 
wdleB,  imd  sMm  durch  mTheilimgspunkftePiiiriMIImcfii'fliit  deo 
Seitoa  de«  ParallelommM.   Man  wird  im  ein  neues  Pnnkfen« 

0>-»      erfaßten  ^  weldiee  aus  der  yeber^erung  der 

Punktensyaleme  ^—^-1- a,  wo  n  alle  {deo  Gränz- 
bedlngimgeo 

geoageudeD'  gnnieff  2alilieil  beieleliaeo,  en^tanden  sich  denken 
Hwl.  Es  seien  l,  ft  gaiute  Zahlen  and  Xa+^nb  ein  bei  d-^r 
Peripherie  dfs  GiSnaÜietetti  beiuMlBcher  Pnoki  und  es  mOgen 
je  «frei  Factoren»  wie 


.  ma    nb  ,  .  '  . 


omi 


ma  nb 


zugleich  weglallen  oder  neu  hinzukommen,  so  wird  dadurch  die 
Richtigkeit  einer  endlichen  Gleichung  nicht  getrübt  werden*). 
GiTMU  dieses,  und  niflil  aohr«  fesi^hfehl  aber,  wenn  wir  «olstn: 


Ifta  iU> 

WO  rechts  im  Nenner  die  dem  Systeme  m=0,  n  —  O  entspre- 
chende Function  y  wegzulassen  ist.  Diese  Gleichung  ist  also 
richtig,  und  wenn  II  ein  endliches  Doppelproduct  bezeichnet, 
worin  von  je  zwei  diametral  entgegengesetzten  Systemen  (wi,  n) 
•nd  — n)  nur  das  pine  beriicksichti^t  und  (0,  0)  weggelas- 
sen W,  so  iBuin  sie  auch  ßo  geschrieben  werden: 


r 


ma     nb\  /     ma  nö\ 


Peripherie 


•)  Der  Fehler  i«t  nämlicb  von  der  Ordnung  — — ^,  — ,  «Ito  von 
(Maang  ^  und  Mer  vencMslesil.         '  - 
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wo  recto  mi&t  F4 
m,  b  weggeimeo  sind,  wie 
kehl  MiMvcratfadiihMi  sb  Imoige«  Wt 

Weil  Pi  q  ungerade  sind,  so  ibersMgt  mim  tUk  MmIi  d»rck 
die  üftriiAi  Ggondanach—nng  von|d«r  l&Mi^  im  iiü 


^/     ma  nb\ 
nr    '»*^  rrrr-i— £ll  V/. 


Setil  lUin  eine  der  ungeraden  Zahlen  p,  q,  z.  B.  ^=1,  so 
gehen  die  endlichen  Doppelprodacte  in  einfache  Producte  über, 
und  die  vier  vorliegenden  Formeln  betreffen  dann  die  Transfer 
matiou  pter  Ordnung. 

Nennen  wir  ^—  ,  — ^  eine  transformirte  Darstellung  zu  dei' 

ursprünglichen  (n,  und  es  sei  (Xa+fift,  A'a+ft'Ä),  vro  Ii».' — 'i';*=l^ 
eine  mit  der  letzteren  äquivalente  Darstellung,  so  folgt»  dass  attdi 

Qoj^tb  ^  Xa^  iiö^  traaalbf mirte  19  ^  Tflptftigiklim  Dar 

Stellung  (o*  6)  sei. 

Ist  Insbesondere  p=|r»  a»  wird  y(ar,^>^^  =  ~y(par.  a«  ö) 


(^'^ '  ^^'^i^^^^'  ^>  ^)       abansa  liSr      (i.   Man  kann  ßlm 

lit  Beibenalti 


mit  iSeibelialtung  der  speci fischen  Constanten  a,  h  eine  ganz^ 
elliptische  Function  des  Argument»  pa  alä  endliches  Pruducj 
soldi^r  des  ein&cben  Argumeata  m  aiwdrflcken.  Hierin  Ist  d« 
Pffodp  dar  Mnltiplleatioir  aolfaaltan. 

Eine  getrennte  Behandlung  erfordert  die  Zahl  2.  '  Ans  dei 
Grnndanacnauung  gehen  sogleiä  folgende  Formeln  hervor: 
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iblgUcb  auch 

Weite?  Idiiuieii  whr  bimr  noch  Bicbt  geben,  und  die  Ausdrüdie  Cür 

/(^'l'^)'  <b(^,|»6^,   G^9pu,^y  ®^'*'"'|}. 
Ueibon  einer  späteren  Betrachtung  vorbehalten. 


Beetbanniog  des  Verbfiltnisee»  eoltber  «seiidtleheB  Doppelprodoele» 
deren  Faderen  i— ewMenfnlle»  and  die  sich  daher  nur  durch 

ihre  Begtiasmig  «ntereeheideB. 

Nehmen  wir  uns  die  Bestimnmng  des  Quotienten  Q  = 

vor,  und  abstrahiren  von  constanten  Factoren ,  so  kümmt  wesent- 
lich nur  das  Verhältniss  der  beiden  Warthe  in  Betracht,  welche 
ein  und  dasselbe  Punktensystem  nach  einander  annimmt,  wenn 
^  Mittelpunkt  des  begränzendon  Kreises  k  das   eine  Mal  in 

das  andere  Mai  in  x  GkiU.  Also  ist  das  Prodad  aller  in- 

Derbalb  des  ersten  «nd  ansserfialb  des  sweiten  Kreises  liegenden 
Punkte  durch  das  Product  aller  deijenlgen  TO  dividiren»  fiir  welche 
4u  Umgekehrte  stattfindet;  oder,  wenn  man  zu  den  Losaritbmen 

Sbei^eht,  die  mit  dem  Inhalte  r  des  erzeugenden  Parallelogramms 
miiltiplicirte  Einheit  des  Punkts  durch  das  Flächenelement 
und  die  Doppelsumme  durch  ein  Doppelintegral  ersetzt,  und  end- 
lich die  ortsanzeigende  couipleze  Zanl  durch  z  bezeichnet ,  so^  ist 


log  QscoDst  -|-  ~y^~ 


'dm 


11*0  die  Flflcheuelementa  dm  in  einen  Monde  peaitir»  im  andent 

kör  annehmen  sind.  Es  sei  nun  a^ae^^}  ,  *=rsCH-«)'*^"'>» 

^0  r=aBA'  angenommen  werden  darf.   Zieht  man  aus  dem  Centram 
Strahl  uacb  dem  Pnnkte  9,  so  ist  die  Länge  eines  inner.« 

des  Mondes  befindlichen  StCckes  ^  i^coaip,  also  peiltiv  im 
Thdl  UV.  ^  t7 
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ersten,  negativ  im  iweiten  Moqd«.   Man  darf  also  dto  daicb 

g-acosy.  M(p  ersetzen.    Es  ergiebt  sich  demnack 


log 


=  tonst  +  ^ 


^Wird  der  K<rse  wegen  die  nu  a  eonjogirte  drSsse  Oe^^^ 
geaetet,  so  hat  man 


QaeconatX«  • 


Bestimmt  man  die  Constante  durch  die  Annahme  von\a:=Ü,  so 
ergiebt  sich 


fcSetzt  mau  hier  —  ^ — ar  an  die  Stelle  von      so  ergiebt  sich 


aa'        a'TT ' 

  =2yÄ»e  e 


oder 


•1^  a 
foiglich«  för  ein  Terachwindenden  jr. 


_7r  a'^ 


I>u)rcb  dieses  V  erfahren  ergeben  sich  folgende  Gleicbuugen: 
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Die  Constanten  dieser  Glekhungeo.  sind  durch  folgende  He- 
lationej]  verbunden: 


a'bn  abfn 

a\b     a    b     40         b  4c 
C»-^=G  j.Qjj.c      =3^2*^3  ' 

■ 


Aus  den  vier  leUtoa  GleicliiiiigaD  fiolgt  onter  anderm: 

a  b      a  a-\-b       b  a-\rb 


Voll  derselben  geometrischen  Betmchtun«^  ausgehend  wie  oben, 
indel  nuui,  wenn  m,  n  beliebige  ganse  Zaiitoa  beeelcbnen. 


^  ^ JL^ — ^=rcon»tXe  , 

v^o  das  Functionszeichen  /  durch  die  drei  übrigen  ersetzt  werden 
<'arf.  Um  den  Werth  der  Cotistanten  auszamitteln ,  muss  man 
i^ber  die  vier  FuncÜoufu  unteracbeiden.    iSetzl  neu  BümlicJi 
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0 

t 

a?=t:  — ^^y^  -f-cD,  WO  «eine  verschwindende  Gfuace  bexeieluMt, 
so  ist  saerst  ffif  7  der  Fall,  wo  m,  n  sugleieli  gmde  sind,  too 

den  übrigen  abzutrennen,  weil  alsdann  y— verschwindet. 

Mao  findet  hier 

in  alleii  andern  Fällen  dagegen 

ma-{-nb 

=  -1; 


folglich  überhaupt 

(ma  4-  nb  .  \ 
 2  •'V 

 2 — +*7 

Für  (jjr,  Cr,  (B  sind  resp.  die  Fälle,  wo  vi  ungerade,  n  gerade;  wo 
191  gerade,  n  ungerade,  und  endlich  wo  m,  n  zugleich  ungerade 
sind,  von  allen  übrigen  Fällen  abzutrennen.  Man  findet  daoE 
fibeihaiipt:  - 

■ 

(ma +  nh  \ 
— 2  '  "  J 

S{  ¥-  +  V 


^/    ma^nb    1  \ 

®V — r2~ 

£s  ergeben  sich  demnach  folgende  vier  Gleichungen: 
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^  (*+««+«»)= -J);   x(-i)«-«  •  ^'*~^x^  (*). 

ffl'  +1      '  -         -    "  .  <B' 


6-  *•  ' 

Quotienten  ■oendlieher  Doppelprodiicte  in  DoppelMimmen'  von 
 .  '  Partialbrflcben  verwandelt.' 

» 

Denkt  man  eich  im  Ausdruck        Zähler   und  jNemier  ai« 

endliche  Producte,  von  denen  jener  eine  kleinere  Zahl  von  Fac- 
tonen  hat  als  dieser,  so  ist  nach  den  algebraischen  Regeln 


wo  die  Summe  rechts  sich  über  alle  Punkte  ma -f- -f- 2"^  6  er- 
streckt, welche  im  Producte  Gxy  begränzt  durch  den  Kreis  k,  vor- 
kommen. Setzt  man  im  Ausdruck  des  constanten  Zählers  eines 
Partialbruchs  die  auf  einen  unendlich  grossen  begränzendenKreis  be- 
zäglichen  Werthe  von  y  und  G',  so  begeht  man  einen  Fehler  von 

der  Ordnung^»  und  dann  ist  der  hieraus  entstehende  Gesammt« 

fehler,  Yvenn  man  je  zwei  Partialbrflebe,  welebe  diametral  entge- 
gengesetsten  Punkten  entsprechen,  zusammenfasst,  von  der  Or4? 

nung 

kj  —  kj  r 

\os/c  .  '  ^ 

d.  -h.  von  der  Ordnung  —j^,  also  versehwinderid ,  wenn  k  unend- 
lich gross  wird.  Da  ferner  der  erwähnte  constante  Zähler  des 
Partialbruchs  immerfort  einen  endlichen  Werth  behält,  so  ist 

aueb  der  aus  der  unendlichen  krmsförmlgen  Aiisdebnung  der  Dop* 

1 

pelsumme  entstehende  Fehler  nur  von  der  Ordnung  j-.    ^un  ist 

der  fragliche  constante  Zähler  nach  dem  vorigen  Paragraphen  gleich 
b 

— r.( — 1)»;  folglich  in  transscendejiteni  ^Sinne: 


)jgjtized  by 


414 


Gi- 


(-D 


in 


b 


;Setzt  man  hier  a  in  ^  um  uiul  wendet  die  TransformatioDsformetn 


b  6 
G  j  Cöj 


oder,  da 


ist,  wenn  man  rechts  die  Differeotiation  voUateht: 


(^S'N  /G\x  (5'x\ 
^bj  U^-vfe/ 


Tbell0,iadefliBiafiliferdr4-        x  aetst»  iMla,  lodern  nuun  die 

specifischen  Constanten  «,  b  vertauscht,  oder  auch  a-\-b,  b 
an  die  Stelle  von  a,  b  setzt,  gelangt  man  za  folgenden  sechs 
Gleich  Öligen:  ^  , 


y'x  ij'x  Gx.<bx  G'x  _iB'x 
yx    gx      yx.gx    Gx  Cßa: 

f^^^G'x    (Bx.gx  (B'x 
fx  >  VS^'^  fx.Gx  (Bx 

/x    iB'sc^gXnGx  g'x 
yx    ^x    yxABm  \gx 


  yx .gx 

GxJSx 


*  ffx'^^ißx.gx 

G'x^  yx.(Rx 
JSx  ^gx.Gx 


(1) 
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6-^    '  * 


Verbipdet  man  nun  je  drei  dieser  sechs  Gleichungen,  so  dass  die 
lo^arithmischen  Differentiale  verschwinden,  nnd  reducirt,  so  eV- 
hält  man  folgende  vier  Gleichungen: 


pg^x\q  G^x + rCB*^ = 0. 


(2) 


Sollen  die  drei  ersten  zugleich  bestehen ,  so  wird 

erfordert.    Die  vierte  ist  eine  nothwendige  Folge  der  drei  ersten. 

§.6. 

Das  Argument  x  als  einfaches  Integral  mittelst  der  gebrochenen 

Function  ^  dargestellt. 

Setzt  man  y=^,,  so  geben  die  vorigen  Gleichungen 


und 


folglich 
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WO  X  und  ^  zugleich  vergeh  winde«  ^sollen.    Wenn  daher  —  — 

b 

^  also  4er  Modul  k^'—j^  gesetzt  wird«  bo  ist 
uj)d 

6'- 

g=A«m(*^:;:7).  wo  ist 


Zugleich  ist  der  complemeiitibre  Modul 


9% 


{.  7. 

Addition  der  Argnmente  der  elliptlsehen  FuncÜoBeo« 

Macht  man  die  erste  der  Gleichungen  (1)  ganz,  so  erliäit  man 
f0r  swe'i  beliebige  Argumente  x,  jf:  ^ 

Gx  (Bs; = gx  yx — yxg'x ,  ' 
also«  wenn  man  resp.  mit  Gy(B  t/,  Cr4?<Er  mnftlpttcirtiind  snbstralilrt: 

Andere  fünf  Gleichungen  dieser  Art  unterscheiden  sich  nur  durch 
gegenseitige  Vertauscbung  der  Functionszeichjen  y,  g,  (B-  Ad- 
dirt  man  aar  voricen  Crlelchoiig  diejenige,  welche  sich  ergiebt, 
wenn  man  resp,  G,  (Bt  ff,  f  g^eo  g,  y»  iS  vertauscht«  und 
setit  «-f  jr=const«  so  ergletit  sich  ^  t 

^Gyd(yx(B$f)  -f  ^  Gxd(yjf(Bx)=xya  (B^fdigxG^)  -f  y^f  (Badig^Ga:), 


und 'wenn  man  hier  g,  Cr  vertauscht  und  die  so  entstandene  Glei- 
chung addirt  oder  snhstrahirf«  so  erhSit  man  die  hcffdenGleichmgeB: 

(ffxG^  ^gGai)d{ya(Bg±  yyCB^) = (^x(B^  ±  yg(Baf)d(gxGg  ±99^Jt) , 


Digitized  by  Google 


417  . 


eigeliMi.  MoltlpMrt  man  «to  mlf  eimiler  and  berffciwichtigt  die 
FMMto  (2),  so  sieht  m^n,  dass  je  eine  der  Gleichungen  (3) 
eioe  nothvvendige  Folge  deranderea  Ist.  Noch  zwei  andere  Paare 
solcher  Gleichungen  ergebeo  sich ,  wenn  man  die  Function  (5  mit 
^  oder  G  vertauscht  Sefxt  man  in  (3)-^  anstatt  jf,  so  erhäl|  man 


(3.  bis) 


Die  VertHoschuDg  von  <B  mit  g  oder  G  liefert  noch  zwei  andere  Paare. 

Die  Gleichungen  (3)  können  ihrer  Natur  nach  nur  dazu  die- 
nen, die  gebrochenen  Functionen  der  Summe  x-\-y  durch  solche 
der  getrennten  Argumente  x,  y  auszudrücken.  Es  entsteht  daher 
die  Aii%abe»  tod  den  erwähnten  gebroeheDeo  Gleichungen  zu  gan-^ 
zen  zurfiikittffehei^  aas  deren  Division  jene  als  hervorgegangen  an- 
gesehen weraen  fcSnnen. 

Fir  vrelche  Argnmenfe  beitOmmt  die  gebrochene  Fanetlon 
—  dieselben  Werthe?  Die  Formein  am  Ende  von  g.4.  geben  uns 

y{x-\rma'{-nb)  ^  .yV^ 

Unterscheidet  man  daher,  ob  n  gerade  oder  ungerade  ist,  so  hat  man 

y(x  -f  ma  f  2ii6)  yx     y  (mß  -\-  (2n  -{-  l)ö'^x)  yjs 

g(x-i-ma-^  *2jib)  '~  gx  *  g(ma  +  (2/a  + 1)  6  ffx  * 

Also  wird  der  g  an  se  Ausdruck 

80  oft  verschwinden,  als  entweder  a — y=ma  ^2nö ,  oder  aber 
x-^f/  =:mo  -f  -f  1)  6  ist  -  SchResst  man  hieraus  auf  die  linearen 
Factoren  des  erwmten  Aoadmcks.  so  folgt»  dass' .  derselbe 
durch  die  ^nse  Function 

y(a?— o,  2ö)G(x-k-if,  a,  26) 

thellhar  bt.  Dürft«  man  annehmen,  dass  jener  Ansdmcfc  die 
Kncmren  Factoren  nur  einmal  und  kefaie  linderen  ausssr 
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'enthalte,  jMi  ftede  Gleieliliell  ilaU,  öbne  daae  man  cioen  coastan- 

ton  Factor  beizufügen  brauchte,  well  filr  3f=0  sieh  die  am  Ead« 
▼OB  §,  3.  bewiesene  CUeichiiQg 

y{a:,a,b):=iy(x,  a,  2b)G(a:,  a,  26) 

ergäbei  NShme  man  die  durch' Cmaetiiag  Ten  «  in  — y  cat- 
stehende  Gleichung  hinan,  so  bfttte  man  die  awei  Glekhiuigen 

fW— )W*=y(^"-"y»  «f  26)6?(ar-i-y,'fl, 

aus  deren  Muitiplication  sich  verniüge  der  augetubctCA  TrausfoC' 
matiou  zweiter  Ordnung  die  Gleichung 

ergKbe.  Diese  Formel  soll  nun  strenj'  bewiesen  werden.  Da  ihre 
linke  Seite  verschiedentlich  darf^estellt  werden  kann,  so  wollen 
wir  sie  kurz  durch  iV(.T,y,  a,  0)  oder  nur  durch  N{Xy  y),  wenn 
sich  die  speciiischen  Constanten  a,  b  von  selbst  versteheo^  be- 
zeichnen.  Man  erhält  dann  aus  den  Formeln 


i^xg'^y — y'^y  ißx = N{x,  y) 
'^xG^y  —  y'^yG'^x=N{iC,y) 


G^x(B^y'-G^XB^j:=zpN(x,y)  j 
<3^xg^y^(B^yff*a!=zgN{x,y)  1(4) 


TermOge  der  TransformationsCnviefai  awdter  Oidnnog  hal  man 

y  Q:,  ö,  (y, «,  -y(y,  «'D^^C*^:  Gygx<Bx. 
Wenn  man  aber  die  Formeln  (3)  addirt,  so  erhält  man 

^X-^  +  jy)    y-^  ^^^i^    — yy  Gygx  (Sx  j 

C-^' —y)        Gxgy  (By  -f  yy  Gy  yx(Rx  i  ^  ' 

Folglich  ist 

und  wenn  man  beide  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt: 
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Dieüe  -GleichuQg  vrerde  nun  durch 
(Kfidirt,  «o  eigiebt'/sieli 

Eine  ähnliche  Gleichuns  entsteht  durch  Vertanschiini^  von  a 
uud  6.   Wendet  inao  beide  oiDter  eiuaoder  aa  uud  bedenkt,  das« 

ist»  SO  erhält  man 


iolgUch>  vreim  n  irgend  eine  gauze  positive  Zahl  bezeichnet:  ' 

Ea  tat  aber,  weon  man  nach  ateigenden  Potenaen  von  x,  y 
ealiriefcell: 


wo 


Allglich  filr  ein  «oeBdüch  gfoaa  werdendes 
Alse  sndBclt  . 
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I 
1 


Werden  die  Gleichunsen  (5)init  einander  rouhi|iiicirt,  und  rechU 
die  Fuoctioneo  (B  mitteUt  der  Reiationeu  (2)  in  y,  G  ausge« 
dfOckt,  wo  «rhSlt  man 

Umbm  ist  ^  ^ 

VeriDüge  der  Gleichung  (6)  werden  die  Gleicbungeo  (5) 

Dareh  AddHfw  und  Svbstraclioii  «rgeben  sich  hieraus  zwei 
andere  Gleichungen.  Vertantebl  man  darin  Cr  mit  ^  «der  mit  (K 
vnd  aeUt  der  Kärae  wegen 

ae  hel^tamt  man  feigende  aeeiia  Gieiefanngen:  •  1 


ytgt^yt§gss2pgjfGs(B:t  \ 
ytGi  -  ftGtas%fy  Gy  (BxgJ  (8> 

ys(Bt — yi(Bs = 2yy  (By  gx  Gsc\ 

Seche  andeva  Gleichungen  dieser  Art  ergeben  eich  entweder^  io- 

dem'  man  hier  .t  um  eine  halbe  specifische  Constante  vermehrt,  oder 
auch  auf  folgendem  Wege.  W^enn  man  in  den  Formeln  (3)  das 
eine  Mal  x^y  durch  s,t  ersetzt,  das  andere  Mal  hingegen  y 
gleich  X  werden  läs^t^  so  koiiuuen  in  beiden  Pillen  die  recbtea 
Seiten  jener  zwei  Formeln  gleich  heraus.    Man  hat  also 

Csgf  \-  fjs  Gl  gxGx 

G$gt—gs  Gi  Gxg'x — gxG*x   ryx(Bx 

y$ (3t — (Bsyi     ya;C5'i^ (&x y'x^  — gx  Gx 

In  Folge  der  Formeln  (1).  Da  nun  die  Nenne?  Nnha  dnreh  die 
FonMan  (9  bekannt  aino»  so  erhalten  die  mrei  vorliegenden  Glei« 
chungen  sammt  denen .  welche  daraus  durch  Vertauachung  dni| 
Fttoctionsaeichen  sieb  ergetien,  folgende  Geatalt: 


Gi^l  +  (3sGt=2Gx  Gij(hx(5y 
(Btgt  fgsiBt^  2vB.«  (By  g  cgy 
g$Gi^G9gi—^9x^GxGy 


Gs(Bi—^s  (jit=^  ^^py^yyy^yy 

(Bigt'^t(5t=:'2gyxyyGxGy}  (9) 


Die  drei,  letalen  Gleichungen  führen  zamerkwilrdigenFolgeruDgen 
Multiplicirt  man  sie  nämlich  der  Reihe  nach  mit  g%,  Gx,  (B*  mi 
addirt,  so  erh&lt  man  linke  eiae  J>eterminante: 
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gi,  gt,  gx 
Gs,  Gi,  €k 
(B^  <Bf«  <Bs 
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I>aitieDetemiiiat«diirphyd7yss)r^^        theübar  somoM 

sie  der  Symmetrie  wegen  auch  durdi  T^TT"^*  y^j%*  theil- 
kur  eeie.  x  Mm  eetM  daher .  in  dem  eingekllünmerteo  Auedracke 

rechts  ^  » y=  ^-g— »  drücke  mitteUit  der  Formeiu  (7)  alles 

s    t  z 

in  den  Argumeuten  2'  2'  2        ^'^^  reducire  es  mittelst  (2)  auf 

iwei einzige Fuoction^zeicheo  z.B.  y  und  g.  Zerlegt  man  den  er- 
haltenen Ausdruck  io  Factoren  ood  beachtet  die  Formel  (6),  so 
ergiebt  sich 

pgxgygz^qGxGy  Gi-\rT(Ba:<S>ij(Bz  " 

=-2/?^y  — ^  y  ^— ^  y  2"-^  ^  2  

vd  wenn  man  io  der  Determinante  $,  i  dürcb      y  ersetzt «  so 


iBx,  (3y,  (5z 

Setzt  man  in  (10)  z=zx-^y  oder  — y>  so  verscbwiodet 
£e  rechte  Seite,  und  man  bekömmt 

P9^99g(^  +  y) + qGxGyGi^^y)  A-rQh^y  <B(x+ y)=0,i  ^^^^ 

\P9J^gyg{pc—y)  ^qGxGy  G(x^y)  +r(5xCD^(B(a;— ^)=0i 

.  I 

Seilt  man  ssss.Oi  so  wird 

•der  auch  -  - 

Seilt  man  x^y^z,  so  ergiebt  sich 

[Vermehrt  man  in  (10)  das  Argument  x  nach  eimnuler  am  a,  ^» 
so  erhilt  mao  lelgeode  drei  Gieichmigen:  . 
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-^pgxgygt  \  q  Ojp  Gy  Gz    r  dbr  (By  (Si 
pgxgygt  ^qG.rOy  Ck^rQkc  (By  (0c 

i 

n 

VermelMrt  man  m  (10)  umd  (Hi)  beide  AigumenteyM  sanpi 
so  efhilt  man:  \ 

Pü^yyy^  +  6?iiiBy(B2 + (Bx  %  6s 

Acht  andere  Gleichungen  dieser  Art  ei^eben  sieb,  wenn  man  p 
g,  Cr,(B  das  eine  Mal  resp.  dmrcb  q,  €r»(B,^,  das  andere  Mal  durcl 
r,  (0«  g,  G  enetsL 

Vermehrt  man  in  (11)  jedes  jler  Argamentear,  y,  %  vm^f  «e 
giebt  sich 


und  noch  zwei  ähnliche  Gleichungen.  Von  hier  aas  iiauB  flU^ 
zu  folgender  merkwürdigen  Formei  geiangen;  , 
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GüCf  Gi/y  Gz 


i«i       iBff  n 

9**  ff^ 

Gwy  Gxi  Gy,  Gl 


Ich  bemerke  hier  noch  zwei  Formeln,  deren  ich  mich  zum 
Benroise  der  vorliegenden  liedioiit»: 


3 


ivorin  (10)  als  specieller  der  Annahme  w=^0  entoprechender  Fall 
enthalten  ist  Setzt  man  fo-|-a  anstatt  to  und  reducirt,  so  kömmt: 

pgr  yw)ucyyyz  -f  p  ffif^fjocgygz  —  q  Giv  G  c  Gy  Gz  —  rCBtuCB^CBiyCBz 

— j-"^ —  9   ^    —  ^  — 2  ' '  ^ — i  '^"'^ 

ond  noch  zwei  andere  Gleichungen  dieser  Art.  —  Die  andere 
fNmel  war: 


— « 


11—»  vi"* 


ood  SlmKclie. 


§.8. 

Anwendung  des  Vorigen  auf  die  Verwandlung  zweiter  Ordnung. 

Am  SchluflM  des     3.»  wo  die  TruMfonmillon  swetter  Otd^ 

nuog  vorkam,  konnten  die  Ausdrücke  für  ^^^»^»  b^  »  u.  s.  w. 

Doch  nicht  gegeben  werden,  weil  sie  nicht  unmittelbar  aus  der  \ 
dortlgeu  Gründau schauun^  hervorgehen.    Erst  die  Formel  (9)  des 
Forigen  Paragraphen  machen  es  uns  möglich,  die  Transformation 
zweiter  Ordnung  in  dieser  Beziehung  zu  vervoiUtändigcn.  Setzt 
man  nämlich  in  (9)  x=y,  so  erhält  man 


<B2a:— ^2ar— 2^/^rÖ»j-,  [  {A) . 


ar.  ) 
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Setzt  man  io  (13)  jrssO  und  verdoppelt  »,  m  eigiebt  sich 

btoseGleicbungen  geben  die  Functionen  des einfadi0iiAr|nMiit8 
:r  *aiu^g«drfldit  durch  solche  des  doppelten  Argoments  «e 
dienen  also  zur  Halbirunsr  des  Arguments ,  erfordern  aber  hieza 
die  Ausziebung  vierter  VVurzeln.  Für  den  Zweck  dieses  Para- 
graphen geben  die  zwei  Gleichungen  der  ersten  üorizontalreibe: 


Man  setze  hier  2a  statt  a,  und  dann  möge  p  'm  P  fibergebea»  so 
wird 


Um  die  Conslante  P  su  bestimmeii»  setze  na«  «s^»  90  wird 
nach  {.4: 


fdgllch 


^2  J^f 


alw  endlidi  die  gsanchtea  Transfoniiatloiisfenaelii: 


2 


und  ebenso 
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a  a 
^'2  ■  ®2 


Betrachtet  man  die  in  §.  5.  definirten  Tonstanten  q,  r  als 
Fonctioncn  der  specifischen  Constanten  a,  b  und  bezeichnet  sie 
daher  durch  p{a,  b)»  u.  s.  f.,  so  hat  man 

«  * 

/a    \   f 

 5-*=4V^-r(«,6>.j(a;6).  >  (B) 


f 


•    ;  • 

/    b\    1^2  +®W   

^\'''^)^   5  =--(V^-r(c/,6)+V 


2 


iie 


S.  9. 

'  Zar  Vemapidliiiig       migenukir  O^dmMig. 
In  §.  3.  word^  gezeigt,  wie  sich  ganze  elliptische  Functionen, 
zur  Darstellung  (j^^j^  (wo     A'  zwei  angerade  Zahlen  eiod) 

Theil  XIV.  2» 
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Mfcgifln,  al«  MHlUdbe  Ptodade  Milcfcer  dbnteileo  Usmi,  dte  nr 
Dftmtelkaig  (a,6)  gdiMB.  flier  «illeii  warn  ^  fcwtkiartiin  Fhk- 


tiooen,  wie  /        j  » j^^,  einer  besondermi  Betrachtung  uoterwor- 


fen 

Her  Ktne  wegeo  wM  hier  dnch  P  cia  eadMehee  Doppel- 
prodvet  heseiehnel  werden,  welches  ekh  tiber  eile  den  Grlnibe- 
uiugiuigeii 


A-.|=:     =A-1  =ril~l 


fteofigeadea  gasseo  Werthe  toh  nr,«  erstreckt  Wird  in  dicM 
Prodade  der  dem  Systeme  f?i=:0,  n=0  eotafrechende  Factflij 
weggelaeeeo»  und  wird  von  je  aweieo  dimetral  enfgegengeeetitd 
SyeteMo  (m^  «),  (— m.^«)  iMr'dbi  eine  herickeichtigl»  ee  aol 

das  alsdann  nur  -^2~'  Factoren  aihlende  Preduct  durch  JI  a» 
gedeutet  werden. 
Naeh  $.a  ist  non 

/  a      rna     nb  \ 

Für  ein  constaDtesn  bekummt  hier  das  Argument  ^  j-  -j-  4-  '] 
die  A  Werthe 

MTendel  nwn  denn  die  Fonneln  an,  weiche  «urVerwandhagdd 

Arguments  «d:^  in  x  dienen,  so  bekummt  man: 

*_t  —     .  •/'wa  .  nb\ 
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(b   a  h\ 


(-1) 


J  2« 


V  A     x  )  • 


ma  nb\ 


imd  hieraus 
ff  » 


Cr  *)=<-'> 


»-1 


,/flMi  n*\  /•»«  n6\ 
y^Cx  +  Z  ;  9'  ("TT  +  j) 


Wendet  man  die  Formeln  (0)  und  (7)  des  J.  7.  auf  die  Traos- 
M^nDätion^rormeln  d^s  §.  3.  an,  6o  erhält  man 


/»I«  »f6\ 


U.  8.  f. 


Ul  Alm  reelle  Cenpenente  Ton  -  eib  positiver  rationaler  Bmcb 


und  Neoner  imgenide  sind,  se  kann  man  die 

»neu  yix-  a,  6),  n.  e.w.  nättelBt  4or  vorigen  Transformatiensfor« 

^InaU  endliche  Producte  von  Functionen  wie  /(y,  l,  1  f  8  V^^) 

2»* 
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dafsfeliai,  wo^sl4  0  ist,  iwdmiift dmdb aoldia düp- 

Hfldie  Functionen  ausdrucken,  wo  das  specifiche  ^  erhältniss  rein 
imagtoär,  d.  b.  iro  der  iModui  reell  Ut 


j.  iO. 

UerleiUog  der  gaBaeen  elliptiscben  FaDcftioneo  aus  deo  gebrochenen. 

Id  |.  7.  Uit  dgentlicb  die  Addition  der  Argumente  filr  gUM 
elllptisciie  Functionen  nicht  gelungen;  .denn  ee  wurde  nur  einPio- 
duct  zweier  gmsen  VMetioneif.Too  x-^jß  und  x — io  ganct 

Functionen  der  getrennten  Aigsnente  :r,  |f  ausgedrückt.  Dai:^ 

p^en  sind  die  dortigen  Formeln  so  beschaffen,  dass  durcli  diesel- 
ben die  Aufsjabe  der  Addition  der  Arginnente  für  eine  ge- 
brochene eilifitiscbe  Function  uirklicb  gelöst  ist.  £s  ergiebt 
sieb  z.  B.  aus  {b) 

und  nacb  (7)  ist 

G  {x  -f-  y)  Gi^x—y)^  =  G'^xG^y  +  rpy^ay^. 

Dividirt  man  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander,  so  fäll 
das  Argument  :r—y  weg,  und  man  bekömmt  dann  eine  wirklich* 

Additionsforniel  fiir  die  gebrochene  Function  o&mlich 

K^jd  ^  7^Gwgif(Sy  -i-  ryGyga:(Sx 
G{x^y) CÄr  dr-^  +  rpy^xy^y  ' 

oder«  was  dasseibe  ist, 

sinamycosaniy  ^  amy  -f-  sinamycosanij?  \  aniar 
^  '  ^  1  —  isHinHnursin^uny 

wenn  rs— p^l^  angenommen  wird. 

Was  so  in     7.  für  gebrochene  Functionen  geleistet  ist>  S4 
nun  anch  Air  ganze  geschehen,  freilich  nicht  in  endlicher 
sondern  nur  mittelst  DilTerentialgieichunffen.  Im  ZusamnoienhaiM 
hiemit  wird  sich  dann  eine  ganze  Function,  wie  gse^  mittelst  \ 
tegratlonen  aas  Irgend  einer  gebrochenen  FnneBon,  wie  z.  | 

— »  herleiten  lassen. 

Aap  der  Formel  (7>  in     7.  folgt 
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Diflerentiirt  man  diese  Gleiehuog  iogarmuoMHsh  nach  x  und  btt« 
tkkslthtigt,  dass  nach  (I) 


r 


,  M  erhält  man 


^(^+.V)  .iJ'i^-y)  ^ff^_..         y--n-'jj  6^£^ 
IKsch  Vertiaadinng  von  x  nnd    ^rgieht  sieh 

^(^+y)    5r(ar-^)  ^  9^^  +y)9(^-y^  rygy 

Addirt.mau  beide  Gleichungen,  beachtet,  da^ss  nach  (8) 

rxgxGy(Sy  +  ry9yGa^=^y{X'^y)^fl>^), 
•nd  halbirt,  00  ergiebt  sich 

■ 

iwei  andern  Formeln  dieser  Art  entstehen,  wenn  man  von  g 

tt  G  und  zu  (35  lortgeht.     Da  die  gebrochene  Function  jj^"^? 

"ich  durch  gebrochene  Functionen  der  getrennten  Argumente  jr,y 
iarstelien  la^st,  so  enthält  die  vorlieirende  Gleichun»  die  Losung 
<äfr  Aufgabe,  die  ijanze  Function  //(^  f  ;v)  ohne  Beihülfe  des  Ar- 
Moments  a: — y  einzig  durch  Functionen  der  getrennten  Argumente 
stellen. 


,y  darzustel 

Differentiirt  man  die  Gleichung  (IG)  nach  if  und  aeizi  dann 
|||=0j  so  erhält  man 


Es  bestehen  demoa<;h  tolgende  Formeln  >  durclr  welche  die 
puen  FonetioneB  r»  i7>  G,  (B  mittebt  4er-  gebtocheatn  ^ » 

f^8.  w.  ausgedrückt  werden:  , 
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.  CJebrigeiui  ist 

Um  noch  eine  der  Gleichung  (16)  Shnlidie  Gleicbiing  filr  diJ 

n 

Function  ^  m  bekommen,  setze  man  in  jener  +  anstatt  w 
vM  man 

erhalten.  Zieht  man  hienron  die  Gtokhmig 

nß   99  wsai 

ab,  so  erhält  mau: 

Mao  multipUcire  rechts  Zähler  und  Nemier  mit  setse 

Uli  hMiiils  lüs  iifcitnhiing 

+^)  +  «€r^a7(a;  +  g)—^ggxg{x  4*  9) = 0, 
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welche  sich  aus  (12)  ergiebt«  wenn  man  dort  anstatt  or  seUt- 
Daim  «rlilllt  man 


Ii. 

I  . 

lieber  die  ettifitttclMn  lutegraie  der  dritte»  Art.  * 

Die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  dritter  Art  bt  in  fol 
genden  einüuJiea  Betrachtungen  enthalten.  £&  Ist  ' 

ibs,  weno  naii  <6}  berOdkeiditigt  und  nach  x  Int^rt: 


Lieet^man  hier  unter  dm  Inte^ratlomacichen  das  Araument  « 
Dur  mit  den  Fooctlonszeichen  Cr  ^reehelnen^  eo  erfaafien  diese 
lier  Gieidinngen  folgende  Gestalt: 

.    ®(£+,V)_.,  fG^^r(By(B'y  ~  PY^a^yyff^, 


L 
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3etgl  naa  •ndlidi 

so  ward^D 

md  mm  «tfafiH  folgende  Fonneln: 

io^^2/^-  ........ 


coB^ain« — ^^ama^^siaffanur 

«17«  Cd«  


I 


Wird  das  elliptische  Integral  dritter  Art  durch  / ^^^^.^2^104 

dari^estellt,  so  erstrecken  sich  fiir  ein  reelles  a  die  vorigen  For 
mein  nur  auf  diejeaigeo  Weithe  voo  weiche  ionerhalb  de 
Gräuzen 

— «>  <||<-1, -^*<«  <0 

enthalten  sind.   Giebt  roan  aber  dem  Argument  a  einen  rein  ima 

finSren  Werth,  so  gelten  die  angeföhrten  Formelu  fiir  " 
V«rtbe  von  n,  wekhe  ioaerhalb  der  Gränzeo 


entbalten  sind.  Id  dieser  Anfaghhnig  «iod  also  alle  reellen  W« 
von  fi  bMriffea. ' 


^crtl| 


.    :    j.  12.  .  •  • 

■ » 


Ueber  die  AddMWn  der  Arguniente  M  den  elKpIlMien  Integrak 

der  dritten  Axt 

Der  Zweck  dieses  Paragraphen  erfordert  ein  Zurückgeben  a 
die  Formeln  (a)  md  (6)  des     7.   8ets^  man  in  (a)  ^ 
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vai  bmielmet  der  Eftie  wegen  dB«  Prednct  ^ 

durch  y(ßt,  uo),  u.  s.  f.,  ao  verwandelt  sieb  die  aogcrührte  Formel  iu 
pqry  (st,uv)  +         uv)  -i  gG  (st,  uv)  +  Kß  (a/,  mu)        2/>^y  (su,vt) 

and  bierras  dareb  -VerlaiiBcbmig  vod  u  and  : 
—p^ry  (sUvn)  +  ^fG         +  HB  (f4!M^)==2/>^(w,  <u). 

Addirt  nnd  rabtrabfart  man  diese  swel  Gleicbungen ,  so  ergiebt  sieb 

r  Ist,  w)  +  /  (su,  vt)  +  /  (#r,  tu)  =  0.  («0 

Auf  gleiebe  Art  geivrinnt  man  «us  (6)  die  beiden  Gleieimngen 

fqniä,wi)^pg{a,v»)^fG{$i,WB)^f(B{BUw)^  (e) 
-fqn  (st,uv)  +  pg{st,iw)  ^qG  (st^uc)  — r(B  (st,uv)  =:  ^pg  (sv,tu) ;  (/) 

md  ans  diaflsn.  d««b  AddlÜsn  ood  Subtenolion  . 

Pffißiftn)  -^qG(it»w>)—t{5ißi,w))^piißißH,9t)  ^^(tOf/tOU  isi)': 

Ich  erlaube  mir  eine  kleine  Zwischenbemerkung.  Wenn  man 
b  (/)  von  der  Function  g  zu  G  fortgeht,  und  die  so  entstandene 
Gleichuug  zu  der  unveränderten  {e)  hinzuaddirt,  so  ergiebt  sich 

* 

Die  Gleichungen  (c),  (d),  (g),  (h)  können  nun  bei  der  zVdditioo 
der  Argumente  der  elliptischen' Functioo^en  dritter  Art  a«C  iMgendn 
Weise  Denntst  werden.  Setzt  man  darin 

Hwlrd  '        '  ' 

=;?^^a^  (x  -^-yygxgy  +  gG2äG(w^^)  GxGy + r(Ba«(B(ar +y)  (B.r(%, 
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Mittelst  der  Formeln  (12)  in  {•  7.  und  (A)  in  §.  8.  kano  mao 
die  vorliegenden  Gleichungeo  auf  folgende  Art  umgeatalteo.  £i 
sei  der  Kürze  wegen 


K^+y-«)y(« + «)V(y +«) üf  -  iV' 


und,  wenn  man,  um  zu  der  von  Jacob i  eingefiihrten  BezeiehoutO' . 
art  der  gebrochenen  elliptischen  Functionen  überzugehen,  p^l^t 
q^k'^,  r=:  — 1  annimmt,  und  danji  der  Kürze  wegen 

^  — 3 —  sssinama  (co«ain  ;r  eoeam  y  cosam  (dr-f-jf) — co«%nDa); 
folglich 

|l^(aiD*aflur-^-«iiAiaia)  (sin^iNhy-^ia^a)  (alii^un  (^r^^)— «inte) 
setzt»  SU  ist 

^  y    + ^  -  a)  /    +  «)  /    +  «) 
SeUt  man  ferner 


•o  tot  « 
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Geht  man  von  §  m  G  Über  and  gebraucht  dam  gehteeiieaa 
Paactiooeii»  ao  hat  maB  diaM  Syatem  Ton  Gietehimgen: 

> — ^  =A^«+^'Hi^MMreaaaai#€oaaflij^caaam(«-|'y), 

^  — g  =  Z:^  sinama  cosania  A  am«  sinani  x  ainam^  aioani  {x-^^y), 

^  G(;r  +  y  +  a)  6?(a:-«)  &  (y— a) 

Die  Lesendre 's  che  Formel  für  die  Addition  der  Armimente 
der  Amplituaen  bei  den  elliptischen  Integralen  dritter  Art  kaonanf 
Co^mdem  Wage  arlalleiL  werdea.  £a  ist 

6'  {x-\-a)G(y-{-a)  _G  (ir-f  P)  G  (s-v)  G(sv,  uu) 
G(x-a)G{if-'a)  "  GiHvfGit'-v)^ G(to,wi) 

Tdgt  flu»  aber  die  abise  Formel  (h)  von  ^  auf  G  Mm  and  a«M 
tea  1=11  hiacin,  ao  gfebt  ale 

foJgUch  iat «  ^ 

G(j?4-c)  6r(y -f  g)  C (a? y  -f  «)  GuGsGy — pryjx y+€i)yayxyif 

G(x — «)  G  (y — a)  ^G{x + ff) GuGxGy  •{■pry{x  +  y — «)  ytiyxyy 


ottd  hierana 


G  (jr  -t-  y-c)  G  (3:  -f  g)  -f  «) 
Ci  (d;  +|f  +  «)  Cr  (a?— flf)  <ir.(y — «)  . 


 1  -f  /g%iaam«ghiamgaiBaittyrtBam(d?4y +«) 

'  ^F^^jß^SCamäaS^  * 

'^ie  dieser  Ausdruck  mit  der  Addition  der  Argumente  der  Am- 
plituden der  elliptischen  Integrale  dritter  Art  zuaammhängt,  ist 
aus  dem  vorhergeh eodef  Paragraphen  klar. 


Wenn  das,  Argument  B  da  FtecHoa  fion  ^j^^^^  und 

der  specitischen  Constanteo  a,  h  gedacht  wird,  die  in  Beziehung 
auf  die  beiden  letztern  genommene  Variation  6x  des  Arguments 
(z  als  konstant  vorausgesetzt)  zu  bestimmen. 

Setzt  man 
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M  A»t,.m»f  >«tinög0  der  .(äü^tmtfgm  &)  und  (J)  des  S.; 

« 

•     •  • 

Die  ieUte  Gieiehiing  wird  daher 

M(p,H«)(^)«=-l. 

and,  wenn  man.  aie  Dach  a,  6  logariduniacb  differeotikt»  ao  «• 
hält  mao 


* 

Non  ist       =        iind'  ^eoo  mao  die  vorllegeode  Gleicbaqg 

mit      multipiickt>  60  wird 

wo  das  Zeleheo  i2  eine  Differentiation  nach  z  anaeigl,  wShrepd 
6  als  coDstant  gedacht  werden.    lotegrirt  man  nun  In  Bezie- 
hang  «af  z  oder  ^  allein,  so  erhält  man 

DadieWerthe  dr=0  und  2  =  1  immer  zusammerigehüren,  was 
aoeh  a,  b  asiil  mCgen,  so  .verschwinden  x  ui^d  öx  gleichzeitig; 
also  mnss  ai^ca  das  Integml  rechts  fiBr  a?=0  verschwinden.  Tei^ 
m5ge  der  Formeln  (l7)  in  §.  10.  kann  aber  dasselbe  durch  dea 
ebenfalls  Sk  «fsO  vefscjbivbM/aodeB  Ansdnick  * 

l/(B'x 
ersetzt  werden,  wodurch  man 


....         oar—   «^.2p+r«    2p9r    ^+    ^    (Bs  ] 

erhält  iSetat  man  jefes  4V=5««|- 40  wird  «es— '.und,  wei 
»  eine  vendiwindend  kleine  ChrSsse  besekdinet. 
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'  =  -  rSS'S  =  - '  -  -  G"0)  =  -  (1  +  ir  0,») ; 

tulgüch 

r  (ö 

also  Ist  öa  selbst  von  der  Ordnung  ca,  so  dass  man  8x=6a  setzen 
*  darf.   Aus  den  Formeln  am  Schluss  von  §.  4.  ergiebt  sich  aber 

.  (B(a:+  a)  ~*  c  +       '  ^^^^  (Bar  "~  c  " 

Setzt  man  jetzt  der  Kürze  wegen 

p8g^göp_  6p      ,n.p6q—qSp  g"0.p6f/—G"0.gSp 

2pqr     ~     ^'    '2p^'^^     2pqr     ~^  ^pqr    .  -"^^ 

so  dass 

wird,  so  bekömmt  man  für  x=a  und  a:  =  ö  folgende  zur  Bestim- 
mung von  £  und  rj  dienende  Gleichungen: 

Ort  =  (71/  

'  c 


woraus  sich 


s 


aSb  —  böa  a'db  —  b'8a 


ergeben.    Also  ist  für  einen  constanten  Werth  von  ^fr^^'^l 

G(x,a,b) 

a'6b  —  6^da     (g^^  «d6  —  6da 
^:r=j:   ^cV^   ""(gJ'  SttV^I  * 

Aus  dieser  Gleichung  ersieht  man,  dass  sich  die  Continuität  von 
nur  allemal  dann  verliert,  wenn  (Bx  verschwindet,  d.  h.  nur 

dann,  wenn  :r  =  ^m -f  ^^ri  +  ^zi-f         wird,  wo  m,  n  beliebige 

ganze  Zahlen  bedeuten. 
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$.  14. 

Wie  muss  das  specifische  Dreieck,  welches  zur  Darstellung  einer 
ganzen  elliptischen  Function  dient,  bescbaflfen  sein,  damit  eines 
der  Verhältnisse  der  drei  in  §.  5.  bestimmten  Constanten  p,  q,  r 

reell  sein  könne? 

Ist  eines  der  genannten  Verbältnisse  reell,  so  sind  es  wegen 
der  Relation  p  -{■  ^-|-7*=0  noth wendig  auch  die  beiden  übrigea 
Dann  wird  man  irgend  drei  reelle  Grössen  angeben  können,  welche 
mit  p,  q,  T  prouortional  sind;  und  da  ihre  Summe  gleich  Null  ist, 
so  muss  eine  derselben  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben  mit 
den  beiden  übrigen.  Unter  den  drei  möglichen  Fällen  wollen  wir 
denjenigen  voraussetzen,  wo  die  mit  r  proportionale  Grösse  den 

beiden  übrigen  entgegensetzt  ist    Dann  sind  — — ^  zugleich 

positive  ächte  Brüche,  weil         —  r^~^  Setzt   man  dann 

/  7-^  P 

V  — TjT^^yy  — ^  =  8o  ist  der  Modul  k  reell,  und  mal 

hat  nacii  §.  0. 

Bezeichnet  man  nun   den  Werth  dieses  Integrals  duich  K  ofe 

K'^  — 1,  jenachdem  in  demselben  y  continuirlich  die  zwiscbe» 

0  und  -f  l  liegenden  reellen  oder  die  zwischen  0  urfd  +qo  V--i 
liegenden  rein  imaginären  Werthe  einmal  durchläuft,  so  sind 
K'  endliche    reelle    und   positive   Grössen,    und   nimmt  nafl 

/  K        k;    ^  X 

f  y        V — 1  )  als  Darstellung  an,  so  ist  y  diesen>e 

Function  von  o*,  wie  bei  der  ursprünglichen  Darstellung  (n,  6)*) 
Beide  Darstellungen  sieben  also  ein  und  dasselbe  Netz  von  Pank-, 
ten,  und  jene  erstere  ist  die  Hauptdarstellung  desselben,  we«l 
ihr  ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu  Grunde  liegt,  d.  h.  weil  dMl 
zugehörij^e  specitische  Verhhltniss  rein  imaginär  ist.  Das  G^j 
sagte  führt  zu  folgendem  Schluss: 

„Wenn  die  Verhältnisse  <ler  Grössen  p,  q,  r  reell  sind,  i 
kann  das  zugehörige  Netz  von  Punkten  durch  ein  rechtu'inkligf 
Dreieck  erzeugt  werden,  dessen  Katheten  denjenigen  zwei  H 
den  Grössen  p,  q,  r  entsprechen,  deren  \  erhältniss  einen  positil 
ven  W^rth  hat.** 


*)    HicT  ist  iVifi  «cliwarhe  Sudlc        .  Bfiweii*M;  denn  die  Rcdacüo 

^nes  AuKdrurkft,  wie  Hin»ni(///A'4^ /i^  '         I -|- j").  «chcint  hierbei  seh« 
^iiK^eset'/.t  werden  zu  mÜNnen. 


le 


i.  15.  ( 


« 


(teber  die  analytUche  Bedeutung  der  liauptdaijiteUttQg  einer . 

eiliptwclMii  FnnctioiL 

Denken  wir  vmm  aut  die  in  §.  1.  beschriebene  Weie»' je4e« 
coni|)lexe  Argument  x  durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  ^argestelN» 
m  tiAdet  4ie  Keibenfolga  «Uer  ^egenigen  Punkte  x,  wekte  m 

reellen  Wertheo  der  gebrochenen  Function  geboren, 

eine  Curve.  Die  genannte  Function  bekömrat  aber  resp.  die  reel- 
len Warthe  ( — 1 0,«,  so  oft  als  das  Argument  x  eine  der 
Formen 

* 

annimmt.  Folglich  geht  die  betrachtete  Curve  durch  alle 
Ecken  des(  t^pecifischen  Dreiecksoetzes,  2^.  durch  die  Mitten  allet 
4er  Coostanten  a  und  '3^.  durch  die  Mitten  nfler  der  Conetnnlm 
b  entsprechenden  Seiten.   In  den  ersten  Pulten  ediUt  die  ge* 

kodiene  Function        abwechselnd  die  reellen  Werthe  +1  ut^d 

— 1,  in  den  zweiten  die  Werthe  0  und  in  den  dritten  die  WerAe 
Vieiinelie  Pnokte  der  Corre  kOiMen  mv  de  liegen«  wm  Jcr 

ox 

luich  X  genommene  erste  DifferentialefBcient  von  verschwin- 
4«^  aleo  nach  (1)  in  $.  5.  da»  wo  yaOkt  veradnrindet.  Da 


ist,  und  die  Curve  demnach  nach  zweien  Richtungen  hin  periodisch 
verläuft,  so  brauchen  wir  in  der  zuletzt  erwähnten  beziehung 

«■die  beiden  Punkte d;=0»  «ss^^^  au  betrachten.  Nehnm 

wir  foreret  x  yenchwindend  klein  an,  eo  wird  q^^^  2 

Oiter  allen  cemplexen  Wertifen  ven  Xt  die  m  demselben  ver- 
aribMeiid  ideiiien  Medol  geiifiren,  kann  ee  aber  nur  iwei  x  wbA 

^fSff^  (j^  entgegenffesetzle  werden,-  ala  einer  and  deraeHm 
Vbeente  entaprecheneN»  £ier  nur  fifar  einen  geziblt)  geben,  ftt 
irclcbe  rx*  reell  wird.  Folglich  sind  die  Ecken  des  Dreiecksnetzes 
«tila  Ikfvpeipnnkfte  der  hetnchteten  Gurre,  in  denen  diene  aidi 

O  "f~  ö 

ret'htwinklich  schneidet.    Setzen  wir  zweitens  a:=— ^  h  ö>  wo 

•  rerachwindend  klein  sein  soll,  so  wird  nach  $.4 
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G^^^^y 

Die  Carve  kann  also  nar  dann  durch  dienen  Punkt  — q—  getteo, 

wenn  das  Verbältniss  ^  reell  und  negativ  ist ,  also  nach  §.  14. 

imir  dann,  wenn  im '«peclfiBclieii  Dreieck  der  HauptdarsteUoiig 
einer  der  beiden  mit  v  und  q  homolo<'en  S^eiten  ein  rechter  Win- 
kel i^ejxeniiberlieijt.  Dann  sind  auch  aie  Mitten  aller  mit  r  hm^- 
logen  Seiten  des  Dreieeksnetzes  Doppelpunkte  der  Corvi^  in  aeiMtt 
sie  sich  recbtmnkiig  schneidet.*) 

Um  eine  Anschiuiung  von  der  Continoltitt  derReaiitfttsciinFefilE 

^^zu  bekommen,  nehmen  wir  zuerst -als  rein  imaginär  (mit  positivem 

Factor  von    V  '— 1)  V^'   Dann  ist  aus  der 'Form  der  unendliche! 

Doppelproducte  auf  der  Stelle  klar,  dass  die  gesuchteOorFe  mit  den 
beiden  sich  recbtwinklich  schneidenden  Systemen  paralleler  und 
äquidistanter  Geraden  des  specifiscben  Dreiecksnetzes  zusarameu- 
fKIlt  und  demnach  ein  Netz  von  congruenten  Rechtecken  bildet. 
Geht  nun  das  specilische  Dreieck  aus  der  rechtwinkligen  Form 
allmUhlig  in  die  spitzwinklige  über,  so  verwandelt  sich  das  Netz 
congruenter  Rechtecke  in  ein  aus  zwei  Systemen  sich  rechtwink* 
lig.  sefape'ideiider  gtsch(ftogeiteff  Ganreo  bestelieiidfis  Nets,  ^ 
welchem  die  einen  mit  p  eorreepondirenden  €firveii  den  swieckti 

ff  V 

-f  iund  —I  oscilUnendeu  jreeilen  Wectben  .von  -^j&i^ehören»wäW 
reiMl  dieanderien  mH^eonegpondirendenCnrveo  sn  denjeiiigeD  reeUoi 

Werthen  von  -^^p gehören,  welche  von  4-1  bis  +oo  und  von  —  fll 

bis  — 1  und  wieder  zurück  verlaufen.  Isolirte  geschloseene  Zweige 
der  Realitätseorve  kSnaen  idemals  auftreten ,  und  zwar  ans  folgen 

dem  Grunde.    Es  sei  ■^  =  ^»  so  folgt  nach  (9): 
folglich  entweder 

9der       '         .  •  • 

Da  nun  die  beschriebenen  offenen  Curvenzweige  schon  alle  reelle 
-^^entiuütea  nid  der  doreb  die  lotete«  Cieifdinpg6n  aagj 


^  Hierdorch  wlfd  $.  18.  entbehrlich  gemacht. 
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deuteten  doppelten  Periodicität  vollkominen  entsprechen,  so  ist 
finrch  dieselben  die  ganze  Curve  auch  vollkommen  erschöpft.  ■ — 
[iei  fortschreitender  Formändernog  des  specifischeo  Dreieck.««  kann 
erst  dann  eine  Discontinuität  in  der  gleichzeitigen  Formänderung 
der  Realitätscurve  eintreten,  wenn  dieselbe  die  Mitten  der  mit  r 
cotrespoodireoden  Dreieckseiten  erreicht«  d.  b.,  wie  wir  oben  ge- 
ll^ babeil»  wei»  das  apediaebe  Dreieck  an  dieaer  Seite  eineo 
mtea  VPinra  bekommt  Geeetat'  die  H3rpotenaae  corresponAre 

g,  so  ist  Dunmebr        rein  imagiuär«  und  da  ' 
ist  die  ReaUtätaeor?e  durcb  die  GieichmigeD 


r 


HO  u  einen  beliebigen  reellen  Factor  bezeichnet,  dargestellt.  Die 
mit  p  correspondirenden  Zweige  fallen  wieder  mit  den  entspre- 
dienden  lireiecksseite'n  zusammen,  während  die  mit  q  correspon- 
iKadeo  Zweige  sieb  io  rechtwinklig  gebrocbene  Zickaackliaiea 
WHwaadeln ,  tod  denen  die  einen  Stflcke  in  die  Selten     d  fallea, 
wahrend  die  anderen  parallel  mit  den  Seiten  a  durch  die  Mitten 
Seiten  b  geben.  Je  zwei  aufeinanderfolgende  Zickzacklinien 
areiehen  einander  mit  ihren  £cken  in  den  Mitten  der  Seiten 
6.    Diese  Beschreibung  gilt,  wenn  der  mit  ^  correspondirende 
"chte  Winkel  noch  wie  der  ihm  unmittelbar  vorhergehende  spitze 
Hinkel  aufgefasst  w^d.    Sobald  man  ihn  aber   wie  den  nacnfol- 
jenden  stumpfen  Winkel  behandelt,  so  müssen  die  geradlinigen 
ente  der  vorigen  Zickzacklinien  in  den  Mitten  der  Seiten  a—b 
ra  Terbonden  werden,  die  ZIckzaeke  mflsaen  die  Rlcbtnng 
SeÜar  h  plU^llcb  verlaaaen»  nra  in  die  RIcbtiiDg  2a— 6  ilber- 
\  0.  h.  wdi  jetzt  (3a— 6,  a)  imr  B<|gfiff  tat»  Hauptdar- 
ia werden,  so  richtet  sich  Ten  nnn  an  ancb  die  Reali- 
st naeb  dieser  ilaaptfkirstelhittg. 

Während  ^^'^^^  reellen  Wertbe  von  t  bis  0  einmal  durch- 

I;  darchläuft  ▼  '''•^^  ebenfalls  einmal  die  reellen  Wertbe 

Obisl;  und  während  ^    die   reellen  Wertbe  vee  1  bia 

«     einmal    durchläuft ,     durciiiauit     V— r  ebenfall» 
Ibmal  die  rein  bnaginfiren  Wertbe  von  -frOV^  bis  -f « 
^t  man  nun  — ^*^x'      ^<^'g^"  vorigen Betracb- 

^  über  die  Realitätscurve  für  ^  die  Gleichungen 


TlietI  XIV. 
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m 

wofem  die  «pecUiscIieD  Conntanteii  a«  6  der  flam^dystdlims  m 

gehören,  welchen  complexen  )Verth  auch  der  Mo^vl  ^  . 
ser  voikitäodigeo  eiüptischea  Integrale  erster  Art  haben  inaii;- 


$.  16. 

■ 

Verwandlung  der  etttfitiiielien  unendllciieD  Doppe^nodaete  k 

•   

anendlicbe  einfache  Producte  trigoDomeCrischer  Factoiea. 

VeUslebt  bm»  in  den  vier  Deppelpredacten>  wie  JI  ^^^^^ 

weieke  elien  in  6.  1.  unier  dem  Namen  der  ffanaen  elBpi 
Functionen  bescfiiieben  werden  sind,  die  Mnltipfleafiii, 
von  m=->aD  bis  m^-foo ,  so  ergeben  eicb  resp.  die  #■ 


Producte: 


£«8n        n  g  „      .  .  ff. 

--aio—  ii   -  9     n '  ■       ' , 

sin   cos  • 

SID  ■   ■  ' —  COS   —  — ^  

ü  Ü 

"   «  7— T 


Bin  — — — .  cos  — — 

a  a 

.  • 

Dieselben  sind  comigent«  sobald^  nnr  idefat.seell  h&L  ^  ^ 

denke  sie  sich  zwischen  gleichen  und  eDtgegeii^eäeUteu  £» 
grossen  M^erthen  von  n  oder         genommen.  Es  handelt  s 

nun  darum,,  ihre  TeriiältBlsse  zu  den  ODtsprechendea  Faneüd 
y,      Gf  iB  tn  bestimmen.  | 

In  der  Ebene,  in  welcher  die  Werthe  von  ma-{-nb  di 
Punkte  dargestellt  sind,  sei  um  den  Ursprung  als  MittelpunJkt 
Kreis  mit  dem  sehr  grocisen  Halbmesser  Ar  bescbrieben,  wel^ 
als  Gränze  for  die  Dopiielprodnele  V*»  n.  Si  w.  gelten  soll«  4 
serhalb  dessel()en  üegen  zwei  ParaUellinlen  von  der  durch  ea 
seichneten  Richtung  nnd'  den  beiden  eetgegengesetsten  ^rSiasj 
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then  von  n  oder  -f  ^  entsprechend.  Bezeichnet  nun  Q  den  ge- 
meinsamen Quotieaten,  der  aas  ^der  Division  der  obigen  einfachen 
Prodnete  durc|i  die  entsprechenden  Functionen  y,  g,  G,  (D  hervor- 
ergeht, so  ist  Q  gleich  dem  Doppelproducte  ^^l+^^^^T^)' 

nelches  sich  über  den  ganzen  ausserhalb  des  Kreises  k  und  in- 
uerbalb  der  ParalleiUnien  (4:n)  liegenden  Flächenraum  erstreckt. 

Nnn  ist  mit  einem  Fehler  von  der  Ordnung-^.  ' 

2^^rwia+n6)*~~  2^,/  (ma  +  w6)*  * 

gnd  wenn  man  zuerst  in  Beziehung  auf  m  integrirt: 

I  '  ,  *  ' 

f  x'^f  P    dn  p    dn     V  , 

»0  w'  sich  auf  den  Anfangs-,  m"  auf  den  Endpunkt  einer  mit 
lier  Richtung  a  parallelen,  durch  den  Werth  von  n  bestimmten 
Sehne  des  Kreises  k  bezieht.  Um  nun  das  einfache  Integral  längs 
der  ganzen  Peripherie  k  verfolgen  zu  können^  setze  man 

list  der  Inhalt  des  durch  die  Seiten  a,  ma-\-nb  bestimmten  Pa- 

.  .  ak 

alielogramm«  nc=iaksiüq>y  folglich  dn—  —  cos (pdip. 


l  logÖ  =  — c-2«V-r—  /      e-*^-\  cos <pd(p 

.     •  »  r 

a'=a£?~'^''^  den  conjugirten  Werth  von  a  bezeichnet.  Hi 
folg^  nun;  .      /     .  .  . 

y(x,a,6)  =  e^      -Sin-'        V         .  o^^^  )' 


a 

shi« 


_£2L  .  /■       »in»—  ^  • 

g{x,a,b)-e^       cos—Jlt  nnb  ) 


29' 


1 
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V.  cos*.  

Od«r  MMsliy  w««ii  =A  geMtit  «M: 


(a;,  Oy  6)  =e       —  sin  il 


AK/  l.\  ü 


+ 

Dft  d'd— o6'=2c  V^l  ist  oad  dft  e  ttb  pocitiv  vonmanMl 

wurde j  so  ist^ — i^'iü^   — ^       daher  die  imagioäre  Com^i 

nente  vod  ^  positiv;  folglich  isl  der  Modul  von 

»=.-S(».f(t+|>v^*|(|+9) 


eift  Achter  Bmeh,  weshalb  die  steigeudeii  PtotenseD  von  k 
der  N«il  ohne  Ende  nShem. 

ö  b 

Setzt  man  in  den  obigen  Formeln  J:=2»  ^ 

denkt  Im  ietitem  Fall»  dass 
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4IS 

2a  -  2  VA  2a— 2VÄ  ' 


bb'Ti  ^  

^2""'  2«Äi 


d  hieraus 


§.  17. 


CmaMijdfaiiig  der  elliptieelMD  ineodlidbeD  Doppetprodiiete  in  ein* 
f  fache  Snnnneii  der  Coslous  oder  Slhwi  der  VieUid^  des 

Arguments. 

i  Da  die  hier  angekündigte  Eotvvickelung  aus  den  Ergebnissen 
4es  vorigen  Paragraphen  in  derselben  Weise  hergeleitet  werden 
n,  wie  es  in  den  „Fundamenta"  von  J ac ob i  geschieht, 
kennte  ich  mich  geradezu  auf  diese  Schrift  berufen.   Es  möchte 
less  manchem  Leser  nleiit  nnangenehra  sein,  wenn  anch  hier 
intereessnfe  Eotirickelnng  an  das  FrOhere  angeschlossen 
and  flberdiess  kann  hier  die  IBestimnning  (einer  gewissen 
tauten  vielleicht  etwas  einfacher  stellen  weraen;^  ab  in  der 
Schrift  des  lierfihniten  Vermssers  gescliielit 

Hsnkt  man 'sich  in  den  FofiMln  des  vorignn  Paragraphen 
Hultiplicationen  ausgefillKt*  and  die  Prodncie  der  Sinns 
GosSmis  durch  CealMis  und  Sbns  der  vieifiMhen  Wkilral  er* 
\g  so  «eht  man»  dass  die  Functionen 


e 


9« 


£15.-» 


I  respective  nach 
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'Innx  (2»— ,  Cg»-i)»ic 

cos-^,  ^1.      gl»  — 

entwickeln  lassen.   Wir  kHnnen  daher,  indem  wir  die  Betrachtung 

zunächst  auf  die  beiden  ersten  FuncftioDMi  bewMbllmi»  - 

'  .  i 

setzen,  wo  Cn=C~n  vorausgesetzt  ist.  Au^  den  Formeln  slu\ 
Ende  des  §.  4.  ergeben  sich  leicht  die  .olgenden 


fl«  « 


* 

I 

welche  uns  nmi  sa  der  BestiiniiraDg  der  Coeflicleiiteii  iKeiK 

sollen.  Der  Exponent   — 1  in  der  oben  angenomnieß« 

EnlWfelcelaog  kann  dnreb^  ....<. 

wegen— -j^ —  — ig^'rT, 

wird,  wo  X«n  ~  Zi>-n  den  zu  bestimmenden  constanten  Ooofficii 
ten  bezeichnet.    Ersetzt  man  jetzt  x  durch  a;-f  ^  uad 
Mcbtigt  die  ans  §.4.  angefahrten  Relatioiieii«  so  ergieM  «i 


Die  Coeffidenten  X  dnd  also  entweder  abwechseliid  entggseii| 
»etit  oder  sSmintllch  gleich ,  jenachdem  man  es  mit  der  fVnMQl 
G  oder  (B  la  tkao  bat.  Folgficb  ist 
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I 


h'  n 


UernM«  Indem  maa    In    4-  ^  übergeiieii  Itat: 


V,  ^  .  •  _  («-HM-i) V-?^ 


Setzt  man  wiederum  c  «  =A,  wie  i'rüher,  so  erhalten 
~  vier  Formein  folgende  Gestalt:  - 

r^^^mmr     »       •      a  B  \ 

-^L^  l  +  2ilci^  +aA*eo.^+W€M 
(BrÄ^a^  _?  5  , 


S2l,.^sm— 4ilt*^8ii|--  hf'^On  —  

«ÄST«***  ^      ■  fl  ff  g 


ern 


Es  bleiben  noch  die  ciostanten  Werthe  der  Reihen  in  den  Nen- 
dieser  Ausdrucke  in  bestimmen  übrig.    Die  iwei  ersten 
gen  geben  \ 
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folglieh»  wenn  man  die  Qnadratwarieln  V^^f'  ''^ 

steht,  das8  sie  für  ein  verschwindendes  o  sich  auf  die  positive 
Einheit  reducireu , 

wo 

9,(Ä)=1  +  2Ä+2A4+2Ä«+.:.. 
Min  «oll  Nnn  geben  die  tmi  leteton  der  Femsb  {B)  dee  {.i 

« 

woraus  sich  durch  Addition  nnd  noehroalige  AnwoidaDg  4ei 
«ten.Glelehmog 

! 

ergiebt.   Wir  bekomoien  demnach 

oder  auch 

[yWl«     -  _M^_=  „.s.w.  =c. 
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Wenn  a  In  ^  fibefgeli^  m  geht  nach  h  io     Aber;  der  Tor-' 

{legende  Ausdruck  C  ändert  alsa  soioeu  Werth  nicht,  wenn  da- 
rin filr  a  nach  und  nftph  ^>  ...  snbetilairt  wwden;  Ib^ 

lieh  ist  sein  Werth  .derselbe  wie  för  ein  .verschwindendes  o.  Für 
eil  eoichee  haben  aber 

««•p.  die  GräniiT^ertfae  ^,  1,  1.  Demnach  ist  €=- ;  folglich 


..   ^^^^^^^^^^^^  • 

wd  wenn  man  die  Darstellung  (a,  b)  mit  (i^  dr-f  4)  Veftadecht» 
wtdofch  A  in  — A  «ad  ^  in  (B  «hergeht: 


Setit  man  in  den  Torletaten  AuadrOcken  fär  wefehe  nech- 

die  Exponentialfunctionen  enthalten,  x  =  ^>  so  bekömmt  man 

A__  i7a       I  1— 2A-h2AC-aA»... 

..    I  *.«  . 

6      äi"*  4-2/<-f  2A*-f2A»... 
,  .  .i(2-'     SJA»+S8*1+.2AV....-  .....  . 

Durch  Vergleichung  dieser  Werthe  mit  den  am  fiade  ven 
i»  1&  gefundenen  eigieht  sich: 

m-^hl  +  16AV....  /l—A«"  Y 

.  l--2A+2A*^=2p:i^**^'' U-A»rV' 

2A*+2AMiWr^  _  g . ,  „  /L±?L. V. 

l+2A+2AH*^Aö...  VI  +  Ä2»-7  •  ... 

od  hieraaa  dnrvdi  Snliatitnfien  der  berdt^  gefoadenen  Werthe  ven 
l-f2A+2A«-|-2h^...  nad  l-2A-f  2A«— 2A«... 
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und  unter  BerÜQksichtigung  der  Relation  J7(l  +  Ä»)(l— Ä««->)=1; 

1.    . ,  :  2Äi— 6Ai+iOÄy— ^.=2Äi  ji(i— ^«•)^ 


IM  .'Ii 


Dieselben  Reihen  in  Ä,  durch  die  vollständigen  Functionen 


ausgedrückt,  werden: 


2A1-6AJ  +  10AV— 


'«\»%  ®2  ^_  ®-2 


''2 


a 


,,2AJ  +  2Al  +  2AV+,..= 


Denn  es  ist 


bb'n 


»2 


FT'  (5«  und 


a      6  •  : 
^2    ^2  .  


2  a  6 


Fasst  man  Alles  zusammen  und  benutzt  die  in  §.  5.  gegebenen 
Constanten  p,  q,  r,  so  gewinnt  man  folgende  üebersicht: 

2Al-6AI+10AV-...=^  QV^]S^=2Ai  7T(l-A»»)'. 


2Ai 


+2AJ  +2AV+...=y/  ^V7=2Ai  J7(l-A«")(l+A*')« 


J  y  ■  .. 

Da  nun  in  den  „  F  undamenta'*  von  Jacob  i  die  Reihe 
1— 2/tcü6  —  +  2A*cos  *2/*^;os + 


Google 
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ab  die  Fuictioo  0  dw  AigumMto  «V^— r  boMichiMt «rird, m krt 

■iid'  ^  — 2  ist  der  Modul  dieser  Function  0.  Der  Werth  der- 
selben ändert  sich  also,  wenn  man  die  Darstellung  (a,  b)  mit  ir- 
gend einer  andern  äquivalenten  Darstellung  vertauscht,  während 
dagegen  der  Werth  der  Fudcüoo  G{x)  ¥0U  der  Wahl  der  Dar- 
«tellung  unabhängig  ist« 


♦  •  • 


U«bw  di0  fintwickelaiig  der  gebrocheoeo  elUptiachen  FunctioDen 

in  trigonometrisehe  ParlialbHIcbe. 


Es  mM  hier  nov  ao  eiptm  sinrigea  Beispiele  gezeigt  werden!» 
dieselbe  ans  des  Sfttm  des  %  5.  Iienreigebt'  Dort  warde 


wie 

gefimdea 


y«  ä    d  G(x.2a,6) 


I. 


•     ••  • 


Nach  i.  lau  ist  aber 


(3:,  2«,  b)  n^k—r-\ 


•Hl  . 


I» 

•I    .  «1 »     •  I» 

'      »..••    II«.  ■     l>.t  llll«* 

. .  .    '  »  • 


rar 


•  I    •      .     ,»•••  , 
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Weber  die  Uesttmammmg  elMS  hft«flf 

vorkommenden  Oränswertbes. 

V«a  den 

tHeirii  Dr.  O.  Schlomildi, 

Proleifor  der  höheren  Mathematik  ,und  Mechanik  an  der  techniichefi 

Blldatagianstalt  in  Dresden. 


Die  eleroeDtaren  Quadrataren  und  Cubaturen,  sowie  zahlreiche 
Untersuchungen  der  niederen  Mechanik,  erfordern  bekanntlich  die 
Anwendung  des  Satzes,  dass  für  unendlich  wachsende  g  di» 
Gleichung 

1-4-2*4- 3*» -f.... -fi"  1 
'    Li«  ^—fj 

statt  findet  Gewöhnlich  beroist  man  denselben  mittelst  du 
JÜnomialtheoremes ,   was  aber,  wenn  man  hinreichend  streng 

sein  will,  nicht  einmal  sehr  rasch  geht;  viel  kürzer  dagegen 
kommt  man  auf  folgendem  Wege  zum  Ziele,  der  nichts  als  die 
Kenntniss  der  SuBuneofonnel  für  die  geometrische  Progression 
voraussetzt  . 

Nehmen  wir  in  der  identischen  Glelohnng 

^1^:^=1 + a + ») + a + »)• + -.0+«)^» 


IC  als  positive  Grdsse,  so  ist  die  Progression  eine  upwftw— *  i 
«nd  wenn  man  an  die  Steile  alkr  si  Glieder  efamml  das  fcUMe , 
md  nachher  das  grUeste  Glied  sels^  ae  folgt  augenhBddfeb 

^      i        >n  und  ^      ^  <ii(l4-«)^» 
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«■d  daieh  eine  kleine  UiiMteUaBg<i  —  ,  '•    /    .  ,i  .<■..■> 

m 

i)  ,  »>  i  ». 

Aas  No.  1)  ergiebt  sich  für  ti=:^  and  durch  MultipUkatioD  mit  z* 

3j   . 


1  '  ' 

hmtmi  wir  ferner  ib  der  cweileB  üoglilelMing        an  4ln  Stetln 

Fon  Ii  treteo,  so  glebleine  oacbherige  MuJtipUJuUion  mit  (s— 1)"^^ 


ie  Mden  UngleldMmffen  Si  und  4)  fassen  wir  in  die  fo^jende 
iMnutten»  wobei  m  +  l  flir  n  geeetst  int; 

'  m+l  m+1 

Hieraus  ergeben  sich  für  zssl»  2,  3,...«  die  Uugleichungeo : 

« 

m4l    ^•^"^     m+l  ' 


(*  + 1)™+*— (5— l)*H-i 


4»  +  l        •'•^-^  m+l 
Die  Summe  dieser  UngleicbuDgen  liefert  die  Beziehung 

-     m  +  l  ^i' 

■ 

tsd  wenn  nan  finlw  Btfid  i"H<a  w^Sant,  ae  ist  un  no  aMlir 


L 
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Durch  Dlfisioii  mit        folgt  hlutaua    •  ' 
*    ^1 .  IIP ^2^-1-,.. -ff"» ^ 

und  durch  Uebergang  sor  GriHMlflDr  ppendliel^  wadisende  i 

 JiHl  =  5hF1  ' 

womit  der  io  Rede  stehende  Satz  bewiesen  ist. 

DividirC  man  die  üngleichimg' 6)  jdigemeiner  mit 
wo  k  eine  miveränderliche  Grltowe        60  kaon  man  dem  ße«al- 
täte  die  Form  geben: 

und  bieraus  fo^  die  allge^inere  Fonnel .  . 

fttr  welche  der  Individuelle  Werth  der  Gonstanten  k  glelchgUHig 
bleibt 


•  ■ 


lieber  die  >  BestimmuMfl^  deis  drän»- 

werthes  Ton 

 ivr~ —  *  • 

fttr  unendttch  wachsende  Werthe  der 

Von  dem 

.  lElerni  Dr.- O/iSckldmilch/ ' 

FirofMfor  der  hdherea  Hathtfiiiatik  nnd  Mechanik  an  der  technitelMo 

'  BildaagianilHlt  «ti  #r.«a4eik'< 


Wir  bemerkeü  raoäehst»  dass  YfimSge  der  IdenHsdhci 
Gleichmig 
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m 


.1  . 

die  beiden  Be»«kfMigeii 


4  '    '  I  •  •!» 


»  • 


t 


1)  .V5lH-^>^.  , 

statt  finden,  deien  Ableitung  aus  jisasf  filflidbmig  nmiüttelbar  er- 
hellen wird.  —  BetrftchteB  wir  weiter  die  Dilmm 

3)  («+l)VÄ+i— »Vli 

80  können  wir  dieselbe  «nter  einer  doppelten  Form  so  darstellen, 
dass  die  obii^eTi  Uni^lekbungen  anwendbar  sind.  Erstens  schreiben 
wir  nSmlich'sUtt  jener  Differenz  den  Ausdruck  I 

(tH-1)  [  V^«*Tl    V^m]  +  V« 

*   ♦         .         .  - 


■  • 

ood  da  V m1T>  ^th  so  haben  wir,        för  Va+l  setzend, 
'  3 


^  ■  («+i)VirF3>-i.V*>^»  i\  . : 

Me  in  Mo.  3)  ?erjseiebnete  Differenz  ist  ferner  gleich      •      <  *'  ' 

'  •  •  /  ■  •  . 

1       '     '  •  *  » 


ttod  wenn  V^uA-i  lür  V  m  gesetzt  wird:  , 

  3   

4  («+1)       M+l-llV^<g\^  U+L 


.  •!  Ii    •  •  ,1  I 


_  wir  in  No.  4)  ms»%,  in  No.  5)  «ssz  — 1,  so  lassen  sich 
Ongielcimngen  in  die  folgende  zosammenfassen : 


^  Digitized  by  Google 


4M 

Ffir  xssi,  %  a^o.f  ib|g6D  Umm      Biiiiihiagiii s 


y{*+i)«-v«»>|v»  >V»»-v(«-i)'; 


derm  Addition  «ogleich  giebt: 

V(«+l)»— Vi»  >  |[Vt + V2+ V3+ +  V«]  >  V*». 

  •  »   

LSsst  man  lioker  Baad  Vi*  weg,  wodareh  die  Ungleichuog  stti- 
ker  wird!»  nid  maltiiilisirt  durchgängig  mit 

2   1      i  1 


80  ergiebt  sich  die  Besiebung 


Vl4^V2+ V3+...4^V*^  2 
^  ivi 


ood  aoe  dieeei  felgt  dardi  Uehergang  mr  GiiBse  fttr  «neudH 
wadieende  $i 


,  .   Vi-i-  V2+V3+^^-V*  2 
L»m  —r^   =j. 


.     .  .  1 

Die  Quadratur  der  Parabel  bildet  u.  A.  ein  nettes  Beispiel 
für  den  Gebrauch  dieser  Formel,  deren  Ableitung  nach  der  obigen 
Weise  ebenso  streng  als  einfach  ist;  es  wiederholt  sich  überhaupt 
bei  diesem  und  dem  TorigeD  Anfratse  die  BemerkuDC  Moigno*ai 
„la  rigaear  B*est  pas  ennemie  de  la  aimplieit^,  eil« 
ea  eat  an  eontraire  la  compagne  iiisd|^arable 
9ona  de  calcul  diffdreatiel.  XlX). 
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Die  vollständige  Lösung  numerischer  Gleicfjuu- 
gen,  bei  welcher  durch  ein  und  dasselhe  Verfahren  so-; 
*oh|  die  imaginären,  ai^,  auch  die  reellen  Wurzelor 
iticht  be;^timii^t  werden.   y  pj^.,Dr.  5^'jlliijim  Uutb.eifojfd.. 

g*od.  HafU.  .1B49.  i.  W  Sgr.     •   .  ,  .  ^ 

Durch  die  Verpflanzung  dieser  Sdhrift  auf  deutschen  Bodenf 
W'Mi  der  Herr  Uebersetzer  um  inelkr  'eiii  Vti^rdtoiisl  örwor- 
b<m,  'ifiBfil  «r'ddMltefl^*tiit4>«oieb'«in  Hede«  cittfadbes  VdtfabMtt' 
m  Herrn  Ruiherf^vd  aür^Bestinimune^Ailef  drei  Wiifai«»lb  einer 
«bischen  Gletcbnng  ans  dem  MfirzheTte  t84d.  der  ^eitschrifl 
'The  Mathematician"  und  noch  ei r)i<?es  Andere  beigefägt  bat. 
Käcksicbtiich  der  Methoden  des  Herrn  Rutherford  selbst  müs- 
sen wir  die  Leser  hier  natürlich  auf  die  instructive  Schrift  verw  ei - 
*6J»,  und  bemerken  nur  noch,  dass  dieselben  auf  Gleichungen  des 
"citteii,  vierten,  fünften  und  sechsten  Grades  in  voiUtändig  aus- 
S^i^ebneten  Beispielen  augewandt  worden  sind.  '  ; 

.    vrundris^*  der  hdhern  Anaivsis  von  B.  Bur 

^.^Äfie.  Cassel.   1849.  8.    "  '  ' 

^  ^Dieser  Grundriss  der  hüberu  Analysis  ist  zunächst  für  die 
«tftöler  der  höhem  Gev^ erbscbule  zu  Cassel,  an  welcher  der  Herr 
VtrJ^er,  wie  wir  wis^n,  schon  seit  deren  Gründung  sehr  segens* 
l^Mlht  .v^irkt ,  verlasst  worden.  .Derselbe  ist  bei  grosser  Kürze  der 
^^stellung,  jndero  sieb  der  Herr  VecCasaer  ^  nar  mit  derAogabö 
^^«9^  G(Mielitspunktö  begnvigt- imH  idieMkreillit»  AwMImm 
4^  M44tto|tf«:-V«ftra8!6  Qbarltol,  i*4ock  ariii  iNillAndyg 

^  MV.  53 
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verbreitet  sich  fast  Ober  alte  wesentlichen  Punkte  der  Wissen- 
schaft,   selbst  mit  Einschluss  der  Grundlehren  der  Variations- 
rechnung, in  ihrem  rein  analytischen  Theile;    denn  eigentliche 
Anwendungen  auf  die  Geometrie,   und  noch  weniger  auf  die  Me- 
chanik, enthält  dieses  Lehrbuch,  mit  Ausnahme  einiger  kurzen 
allgemeinen  Andeutungen  in  $.  116.  und  §.   117.,  nicht.  Aach 
Beispiele  zur  Erläuterung  der  allgemeinen  Lehren  sind  nur  wenige 
gegeoen,    indem  der  Herr  Verfasser  jedenfalls  auch  diese  dem 
mündlichen  Vortrage  des  Lehrers  zu  uoerlassen  beabsichtigte,  da 
ihm  immer  der  Zweck  eines  eigentlichen  Compendiums  bei  der 
Abfassung  vorschwebte.    Dagegen  sind   in  Anmerkungen  öfters 
sinnreiche  und  interessante  Beziehungen  hervorgehoben,  und  be- 
sonders  verdient  bemerkt  zu  werden ,  dass  der  Herr  Verfasser, 
auch  die  praktisclie  Anwendung  der  vorgetragenen  Lehren  stets 
vor  Augen  habend,  vielfache  Uucksicht  auf  den  so  wichtigen  Ge- 
brauch der   Differentialrechnung   zur  Entwickeiung  brauchbarer 
Näherang^s formein,    auf  dis   näh erungs weine  Entwickeiung  der 
Warthe  bestimmter  Integrale  u.  s.  w.  genommen  hat,  und  auch 
in  5.  59.  das  Grundprincip  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate, 
in  §.  60.  das  Princip  des  kleinsten  Zwangs  (oder  der  grosstmoj*! 
liehen  Freiheit)  als  Grundgesetz  der  ^jatur  entwickelt    Auch  die 
bei  Anwendungen  der  höheren  Analvsis  auf  die  Naturwissenschaft, 
bekanntlich  so  wichtigen  Fourier'schen  Reihen,  und  manches  An- 
dere, worüber  man  in  vielen  anderen  Lehrbüchern  keine  Beleh- 
rung findet,  sind  nicht  unberücksichtigt  geblieben,  und  man  i^ieht 
daher,    dass  dieser  bei  grosser  Kürze  doch  sehr  vollständige 
Gnindriss  namentlich  allen  denen,  welche  in  möglichst  kurzer  Zeit 
haoptsächlich  Behufs  der  Anwendungen   der  höheren  Analysis 
thens  \in  praktischen  Leben ,    theils  in  der  Naturwis'senschaft, 
sich   eihe  fiinreichende  Kenittniss  der  ganzen  Wissenschaft  ver- 
schaffen tind  insbesondere  zunächst  die  allgemeinen  Gesichtspunkte 
kennen  lernen  wollen ,  welche  sie  bei  ifiren  Ünterstuchungci)  vi 
verfolgen  Und  festzuhalten  haben,  so  wie  auch  Lehrern,  welchen 
in  der  angegebenen  Beziehung  die  Ertheilung  des  Unterrichts  iJI 
d«r  höbeni  Analysis  obliegt,  recht  «ehr  zur  Beachtung  empfohlen 
zu  werden  verdient.  Auch  selbst  für  solche  Leser»  die  schon  oiitdefl 
dem  Falle  Hauptlehren  der  hohem  Analysis  bekannt,  aber  weniger  in 
sind  dieselben  fortwährend  anzuwenden,  und  die  wieder  einmal  einen 
raschen  Ueberblick  über  die  wichtigsten  Partieen  der  WisseoschafI 
sich     verschaffen  für  nuthig  halten,  kann  dieses  Buch  nützlich  sein 
und  wir  . hüben  uns  sehr  gefreu't,  aus  demselben  einen  jüngern  Ma 
theaiatiker  kennen  zu  lernen«  welcher,  wie  aus  dem  ganzen  Buch< 
hervorgeht,    sich  jedenfalls  eine  Anschauung  voh  der  Wissen 
Schaft  verschafft  hat,  die  wir  vorzugsweise  mit  dem  Namen  eine 
philosophischen   bezeichnen   möchten,    und    dabei    zugleich  nal 
sichorm  pädagogischen  Takte  dem  Ziele  zusteuert,  dessen  Errel 
chung  ihm  bei  dem  von  ihm  zu  ertheilenden  Unterrichte  oblieg! 
Auch  nuiss  das  vorliegende  Lehrbuch  von  der  Lehranstalt,  a\i 
w«fciher  es  dem  Unterrichte  als  Grundlage  dienen  soll,  jedenfall 
ein  sehr  günstiges  Vorurtheil  erwecken,  und,  da  Jeder,  wer 
in 'jetziger  Zeit  mit  dem  iVIenschengeschlechte  wahrhaft  gütmeio^ 
das  wArmste  Interesse  an  dem  immer  kräftigeren  Aufbrühen  de 
mehr  eioe  praktische  oder  technische  Richtung  verfolgenden  Lebt 
anstaltcn  nehmen  mus«,  zu  dem  lebhaftesten  Danke  g^^g^  ^In 
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HegfeniDg^rerpfliefattii»  welche  den  Oewerbtreibenden  iiir^s  Volkes 
eine  so  treffliche  Gelegenheit  zu  ihrer  Ausbllddne  darbietet,  wie 
die  karhessische  Regierung  in  der  hühereo  Gewerbschule  zu  Cas- 
mL*  '  Mik)bt«ii  i4le  .  andere«!  Reg^rniigeo  in  der  jetzigen  be- 
wwlM  t««MA«iliM  *voiiffM  mt^ikm&m  MI  flicli'>'«lii  mMmm 
ReMfiftl  miai'  llanfer  iralmMMi« 'undv  dbne  sM  «i  irtforid  ekief^Be« 
ziebung  wieder  zu  retrognden  fiewegangen  *«6il«ilmii'm  lassen, 
ininer  mehr  die  Ueberzeugung  gewinnen,  dass  in  einem  tiichtig 
^bildeten  und  nach  allen  Seiten  hin  sich  möglichst  frei  entfalten 
ivönuenden  Gewerbstande  ein  grosser  Tbeil  der  Kraft  des  Volkes, 
der  wahren  Wohlfahrt  des  Landes  ruhet.  Möge  man  uns  diese 
Expectoration ,  zu  welcher  uns  das  vorliegende  Lehrbuch  mit  Hin- 
blick auf  die  durch  dasselbe  deutlich  bekundete,  jedenfalls  grosse 
Tortrefflkhkeit  der  höhern  Gewerbschuie  m  Cassel,  veranlasst 
bat,  bei  dem  lebknften  «Interesse,-  weJcfaes  ufr  namentlich  aneh 
an  dm  immer  trriflSgfren  Aufblühen  der  genalinten  Lehranetalteo ' 
nehmen,  an  diesem  Ort  veneiheol 

Noch  ein  Wort  mfieeen  wir  schliesalich  .ttb^r  die  ^nze  in 
diesem  Grundrisse  inne  gehaltene  Darstellung  sagen.  Das  Functum 
saliens ,  worauf  es  bei  der  Darstellung  der  tiöbern  Analysis  gegen- 
vrärtig  eigentlich  ankommt,  und  worin  sich  die  altere  und  neuere  Dar- 
stellungsweise hauptsächlich  von  einander  unterscheidenj-ist  bekannt, 
und,  von  unserm  Sta^idpunkte  aus,  schon  pft  geimg  in  dieser  Z^it- 
Mwift  besprochen .  worden ,  so  dass  «rif.  darüber  unsere  ^osiclrt 
Dicht  Toa  Renera  ausansprechen  hraoclien.  In  der  V^rred^  dcf 
vorliegenden  Grmndrisses  sagt  der  Herr  Verfi|sser :  „Was  die  Ble- 
yfthoae  betrifty  so  bin  ich  der  Ueberzeugung  gefolgt,  dass  man 
„Solche,  die  zum  ersten  Male  einen  UeberbUck  über  das  reielMB 
„Gebiet  der  Analy^Wt  e^ewinnen,  und  auch  bald  zu  Anwendungeil 
„eelangen  wollen,  nicht  durch  allzu  grossen  Rigorismus '  In  "der 
»»Darstellung  ermüden  und  aufhalten  darf.  Mögen  dann  später 
»diejenigen,  welche  die  Theorie  weiter  verfolgen  wollen,  durch 
lyPiiVatstudiun)  sich  mit  den  Werken  eines  Cauchy  vertraut 
,>mMlieb.*«  — -  Auch  hierin  stimmen  lirir  dem  Htoh  Y^msser  vom 
uädagogischen  Stanil|>unlcte  ans,  namentlich  mitBeaug  auf  soldlie 
Lehraaiitaiten,  für  v^elche  das  Buch  Vorz|igsweise  bestimmt'  is^ 
vollkommen' liei 9  ohne  dadurch  unsere  tiinreichend  bekannte  An* 
sieht  Ton  dem  eigentlichen  Wesen  der  Wissenschaft  auizugeben, 
und  bemerken,  dass  der  Herr  Verfasser  in  der  angegebenen  Be- 
ziehung den  Mittelweg  eingeschlagen  hat,  dass  er  zuerst  bei'm 
lintritt  in  das  Gebiet  der  Differentialrechnung  sich  der  in  älterer 
Zeit  gewöhnlichen  Darstellungsueise  durch  die  Metbode  der  nn- 
bastimmten.  Coellicienten  u.  s.  w.  bedient,  und  dann  spXterbio  in 
im:  kitegrairechming  in  $.  77.  <l>ie  Taylor'eche  Reihe  mit  dem 
Reste),  m  6.  78.  (AaNkte  Fbim  fm  den  Reat  der  Tas^let'echea 
Uhe),  §.  79.  (Convergens  der  Reihen  för  die  einfachen- Fnnctio- 
üiK  g.  80l  «(AnwandianK  der  bestinmiten  Integrale  bei  Beurthei- 
iong  der  Convergenz  einer  Reihe)  auf  die  früher  entwickelten  Rei- 
'len  zurückkommt,  und  dieselben  in  Bezug  auf  Convergenz  und 
EHtsrgenz  »itfher  bestimmt.  Um  die  von  dem  Herrn  Verfasser  bei 
He»ei)i  Dingen  mit  Hülfe  der  Integralrechnung  befolgte  Darstel- 
usg:  I»  der  Ktirze  etwas  näher  zu  characterisiren,  mag  es  Ons, 
aa^mu*  ein  jedenfalls  In  den  Händen  vieler  Leser  befipdli^he^ 
Mth  aaaiiliBlit«n;  eHinht  aikift,  Mf^Mi'  AftM  0ii^etilHihrecllk 
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nnne  in  dem  ersten  Supplementbande  zum  KlOgeTscfaen  Wor- 
te ruucbe.  8.  660.  ff.  zu  verweisen. 

Möt^e  dem  Herrn  Verfasser  jede  Aufmunterung  bei  seinem 
verdienstlichen  Wirken  auf  dem  Felde  des  mathematischen  Unter- 
richts zu  Theil  werden,  und  das  Buch  die  wohlverdiente  Beach- 
tung überall  tinden! 


,  ^  Oeometrie. 

Lehrbuch  der  Geometrie  und  Trigonometrie  nebst 
ihren  ausgedehnten  Anwendungen  auf  die  f^üsung  geo 
metrischer  Probleme.  Vorzüglich  für  Miütair-  und 
technische  Lehranstalten  von  K.  Unruh.  Dritte  verbes- 
serte und  vermehrte  Auflage,  herausj^e geben  in  drei 
T  heilen  von  C.Kuhn,  k.  Professor  derMathematik  und 
Physik  am  k.  b.  Cadetten-Corps.  Landshut.  1850.  8. 
1  Thlr.  27  Sgr. 

.^  Ein  ziemlich  vollständiges  recht  deutliches  Lehrbuch  mit  vie- 
len Aufgaben,  welches  in  der  Hand  eines  geschickten  Lehrers, 
besonders  auf  den  auf  dem  Titel  genannten  Schulen ,  gewiss 
Nutzen  stiften  wird. 


Der  allgemeine  goldene  Schnitt  und  sein  Zusam- 
menhang mit  der  harmonischen  Theilung.  Ein  neuer 
Beitrag  zum  Ausbau  der  Geometrie.  Zugleich  eine  Er- 
gänzung zu  des  Verfassers  Schrift:  Die  merkwürdi- 
gen Punkte  des  Dreiecks  mit  Rücksicht  auf  harmooi- 
sche  Theilung.  Von  Dr.  August  W^iegand.  Halle. 
1849.   8.    ^2V,  Sgr. 

Eine  recht  lesenswerthe  neue  kleine  Abhandlung  des  schon 
vielfach  um  die  Geometrie  verdienten  Herrn  Verfassers  über  eine 
Verallgemeinerung  der  Aufgabe  vom  goldenen  Schnitt  (Theilung 
einer  Linie  nach  dem  äusseren  und  mittleren  Verhältnisse),  die 
auch  Schülern  zur  Uebung  in  der  Geometrie  empfobleo  zu  wer- 
den verdient.  Inhalt:  I.  Gruppen  harmonischer  Punkte«  II.  Der 
allgemeine  goldene  Schnitt.  Iii.  Zusammenhang  des  allgemeinen 
goldenen  Schnitts  mit  den  früheren  Gruppen  harmonischer  Punkte. 

Dissertatio  mathematica  inauguraiis  de  superfi- 
cicrum  curvatura,  quam  pro  Gradu  Magisterii  et  Docto- 
ratus,  summisque  in  Mathesi  et  Philosophia  natural! 
honoribus  ac  privilegiis,  in  Academia  Groningana  rite 

'  "  et  legitime  consequen  dis,  publice  ac  solemni  exainioi 

s,  suniui  ' 

orib  US  ac  L 
»gitime  coü  9111*^ 
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submittit  Arnoldus  Gulielnius 'Alings,  Groniriganusl 

Groiiiogae.    1849.   4.  ^  •     -  •  . .  .  i  .i  ,  • 

'  .  * '  ' 

Wir  haben  schon  einige  Mal  in  diesen  literarischen  Berichten 
Gelegenheit  gehabt,  uns  über  die  Gründlichkeit  und  den  oUt  ziem- 
lich grossen  umfaDg  der  auf  den  holländischen  Universitäten  er- 
scheinenden mathematischen  Dissertationen  mit  Beifall  auszuspre* 
chen.  Dies  zu  thun,  giebt  uns  auch  die  vorliegende  Schrift  wie- 
derVeranlassung, in  welcher  die  bekanntlich  nicht  leichte  Theorie 
der  Krümmung  <ler  Flüchen  mit  grosser  Gründlichkeit  und  in  ziem- 
lichem Umfange,  zugleich  aber  auch  in  einer  solchen  Weise  be- 
handelt worden  ist,  dass  die  Darstellung  eine  dem  Verfasser 
eigenthümliche  mit  Recht  genannt  werden  kann.  Indem  wir  daher 
auch  diese  Schrifl  als  einen  neuen  Beleg  für  den  sehr  guten  Zu- 
stand des  mathematischen  Studiums  auf  den  holländischen  Uni- 
Tersitäten  gern  anerkennen,  soll  durchaus  kein  Tadel  ausgespro- 
chen werden,  wenn  wir  bemerken,  dass  wir  gewünscht  nätten, 
dass  der  Herr  Verfasser  auch  auf  die  Üntersuchungen  von  Gauss 
aber  die  Krümmung  der  Flächen,  auf  das  z.  B.,  was  Gauss  die 
ganze  Curvatur  und  das  Maass  der  Curvatur  einer  Fläche 
genannt  hat,  bestimmtere  Rücksicht  genommen  hätte.  —  Der  In- 
halt 'ist  folgender:  Pars  I.  De  proprietatibus  cuiusque 
systema'tis  ünearum  rectarum,  quarum  directiones 
determinantur  functionibus  coordi  natar  um ,  quae  line- 
arum  origines  definiunt;  atque  de  iis,  quae  tantum  ad 
superficierum  normales  pertinent.  —  ParsW.  De  super- 
ficierum  curvatura,  e  normalipm  proprietatibus  de- 
ducta.  Cap.  I.  Tjheoremata,  in  quibus  superficiei  pla- 
Dum  tangens  habetur  pro  pjlano  coor dinatarjum.  —  In 
eioem  dritten  Theile  will  der  Herr  Verfasser  (Introitus  pag.  2.) 
später  die  Geschichte  der  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen 
kurz  behandeln,  und  wird  dann  vielleicht  auch  den  oben  von  uns 
ausgesprochenen  Wunsch  berücksichtigen. 


Trigonometrie. 


"Elemente  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie, .  zusamf 
iogestellt  von  Dr.  Meister,  Prof.  der  Physik  und  Msithematik 
R.  Lyceum  u.  s.  w.  zu  Freising.   Freisiog.    1850.    10  Sgr»  >  > 


91  e  eh  a  II  i  Ii« 

Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper,  n  elementarer 
rstellung,    mit  besonderer  Rücksicht  auf  technische 
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Gewerbe.  Von  Adolph  Ferd.  Wence«!.  Brix,  Fabri- 
ken-Commissionö-Rathe  u.  s.  w.  Zweite  gfinzlich  umee- 
urbeitete  Auflage.  Erste  Abtheilun^:  Die  Lehren  der 
reinen  Statik  enthaltend,  mit  12  ^  igurentafeln  und 
einem  Anhange.    Berlin.    1849.   8.  3  Thir.  15  Sgr. 

Dieses  ausgezeichnete  Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper  ist 
aus  seiner  im  Jahre  1831  erschienenen  ersten  Auflage  allgemein 
bekannt,  und  eine  besondere  Empfehlung  desselben  daher  über- 
flüssig. Die  elementare  Darstellung  ist  auch  in  dieser  zweiten 
Auflage  Jurchg.'ingiff  beibehalten  Worden,  und  es  leidet  par  keioen 
Zwei^l,  dass  nur  dieser  Weg,  wenn  er  namentlich  meistens  mit 
so  viel  Einfachheit  und  Eleganz  wie  von  dem  Herrn  Verfast;er  des 
vorliegenden  Werks,  betreten  wird,  für  die  Ausbildung  von  Tech- 
nikern wirklich  zweckmässig  ist,  besonders  bei  dem  jetzigen  Zu- 
stande der  Wissenschaft,  wo  an  die  höhere  Analysls  und  ihre 
Anwendung  in  der  Geometrie  und  Mechanik  in  Kucksicht  auf 
wahre  Strenge  der  Darstellung  weit  crr*ssere  Ansprüche  gemacht 
werden»  äls  vorderii.  Je  mehr  wir  gelbst  auf  der  einen  Seite  die- 
ser durch  höchste  Strenge  sich  auszeichnenden  Däfrsteflungsweise 
huldigen,  desto  mehr  sind  wir  auf  der  andern  Seite  flberzeugt, 
däss  dieselbe  wesrrn  ihrer  Schwierigkeit  sich  für  den  Unterricht 
von  Technikern  nicht  wohl  eignet,  sondern  nur  für  solche  Schuler, 
welche  sich  ausschliesslich  dem  Studium  der  Mathematik  über- 
haupt hinzugeben ,  und  dasselbe  zu  ihrer  Lebensaufgabe  zu  machen 
beabsichticen.  Will  man  also  bei  dem  für  Techniker  bestimmten  Vor- 
trage deriAlechanik  und  der  Theorie  der  dazu  nofhwendigen  Curven  die 
höhere  Analysis  in  Anwendung  bringen,  so  muss  man  sich  —  wie  auch 
schon  mehrmals  in  diesen  Literarischen  Berichten  von  uns  ausgespro- 
chen worden  ist  —  mehr  der  älteren  Darstellungsweise  der  höhe- 
ren Analysis  anschliessen  oder  einen  Mittelweg  einschlagen,  was 
aber  freilich  immer  mit  vielen  wesentlichen  Nachtheilen  ver- 
bunden sein  muss,  da  bei  dem  mathematischen  Unterrichte  natür- 
lich überall  höchste  Strenge  eine  Hauntsache  ist.  Ohne  übriiiens 
der  Meinung  zu  sein,  dass  die  Tecfiniker  der  von  der  höheren 
Analysis  dargebotenen  so  grossen  nnd  wichtigen  Vortheile  gani 
verlustig  gehen  sollen ,  theilen  wir  daher  doch  auf  der  andern 
Seite  mit  dem  Herrn  Verfasser  des  vorliegenden  Lehrbuchs  voll- 
kommen die  Ueberzeugung,  dass  man  sich  bei  dem  für  Techniker 
bestimmten  mathematischen  Unterrichte  hauptsächlich  der  elemen- 
taren Darstellungsweise  zu  bedienen  habe,  und  halten  alle  Bemü- 
hungen, dieselbe  immer  mehr  zu  vervollkommnen,  nameotlich  zu 
▼ereinfachen,  und  immer  mehr  und  mehr  zu  der  Eleganz,  wel- 
cher sie  nach  unserer  festesten  Ueberzeugung  in  hohem  Grade 
fähig  ist,  zu  erheben,  in  jeder  Beziehung  für  sehr  verdienstlich, 
wünschen  auch  sehr,  dass  das  Archiv  noch  mehr  als  bisher  zur 
Mittheilung  solcher  elementaren  Darstellungen  und  anderer  beim 
Unterrichte  gemachter  Erfahrungen  benutzt  werden  möge. 

Dass  die  vorliegende  zweite  Auflage  mit  vollem  Rechte  den 
ISamen  einer  vielfacn  verbesserten  und  vermehrten  verdient,  geht 
aus  einer  nur  oberflächlichen  Vergleichung  heider  Anllagen  sogleich 
hervor.  Denn  so  ist  z.  B.  in  die  neue  Aufläse  die  Theorie  der 
KrMftepaare,  die  Bestimmung  des  Schwerpunkts  des  sphärischen 
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Dreiecks,  die  Le^e  von  der  Stabilität,  die  Theorie  d^r  Watg^A 
und  Kraftmesser,  die  dem  Praktiker  so  wichtige  elastische  Corte«, 
und  vieles  Andere,  was  sich  in  der  älteren  Auflage  nioht  tindet* 
aufgenommen  worden ,  ohne  die  Bogenzahl  bedeutend  su  vergrüs- 
sern.  Auch  ist  die  Zugabe  zweckmässiger  Beispiele  zu  allen  ailr 
^eoieioen  Lehren  und  Theorieen  namentlich  bei  einem  Buche  von 
der  Tendenz  des  vorliegenden  höchst  dankenswerte  Indem'  wir 
Dan  schliesslich  noch  bemerken,  dass  auch  der,  eine  Zrüsaol- 
niensteliung  der  wichtigsten  Theorien  &us  der  niedern 
Aoalysis,  Curvenlehre  und  Stereometrie  enthaltende  An- 
bang zu  diesem  statischen  Lehrbuche  schon  weit  früher  Cl^-^) 
in  einer  verbesserten  und  erweiterten  Auflaij^e  erschienen  ist,  wün- 
schen wir  diesem  empfehlenswerthen  Lebrbuche  eine  möglichst 
weite  Verbreitung  und  die  allgemeinste  Beachtung,  die  es  jeden- 
sehr  verdient. 


As tronomie^  ^  '''' 

Der  nördliche  gestirnte  Himmel,  dargestellt  i^'dil 
Ferdinand  Reuter,  ordentlichem  Lehrer  an  der 
Burgerschule,  Secretair  der  astronomischen  und 
Itgliede  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Leip- 
j.  (Mit  einem  Vorworte  von  Dr.  G.  A,  Jahn.).  Gotha, 
[eis  roh  1'/^  Thir.  —  Aufgezogen  in  Mappe  2  Thir. 

Der  Grund  dieser  Sternkarte  ist  schwarz,  die  Umrisse  der 
robilder  sind  roth  und  die  Sterne  der  verschiedenen  Grössen 
Id  in  verschiedenen  Farben  aufgetragen.  W  ir  sind  der  Meinung, 
diese  neue  Sternkarte  durch  naturgetreue  Darstellung  des 
stirnteil  Himmels,  durch  wenig  complicirte  Zeichnung  der  Stern- 
bilder un4  durch  die  Anzahl  der  aufgenommenen  Sterne,  in  wel- 
r  Beziehuug  der  Herr  Herausgeber  uns   für  Liebhaber  der 
tronomie  ganz  das  richtige  Maass  getroffen  zu  haben  scheint, 
geh  vor  früheren  Arbeiten  dieser  Art  sehr  vortheilbaft  auszeich- 
m,  und  empfehlen  daher  diese  sehr  verdienstliche  Arbeit,  die 
Ifcientlich  auch  durch  schöne  Ausführung  sehr  anspricht, 

ier  üeberzeugung  allen  denen,  welche  in  möglichst  kurzer  Zeit 
\  eine  genügende  Kenntniss  des  gestirnten  Himmels  yerschaf- 
wollen,  angelegentlicbst,  und  wünschen  derselben  eine  recht 
te  und  allgemeine  Verbreitung.  Eine  Anweisung  zum  Gebraucl^ 
heigegeben.  .  '  • 

I[  Cometen-Beobachtungen  an  der  k.  k.  Wiener  Stern- 
arte,   redigirt  von  Dr.  C.  Jelinek  und  C.  Hornstein. 
Enthaltend  die  Beobachtungen  des  Halley*schen  Come? 
im  Jahre  1<S.35  und  1830,  und  der  Conicten  in  de9 
ihren  1843  —  1846.    (Aus  den  Annalen  der  k.  k.  Wie- 
r  Sternwarte.    Ban<l  XXXIII.). 

I  Es  sind  in  dieser  Schrill  die  folgenden  Cometen  behandelt: 
PMüet  Halley.  —   Comet  Mauvais  I.  —  Comet  Fayc,  —  Comct 
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Mauvaifi  H*  ^  Crnnet  de  Vico  !.  —  Comct  Arrest  —  Con^ 
de  Vico  U.  — *  Grosser  Coniet  vom  Jmii  1845*. — =  Comct  Biela.  — 
Coraet  de  Vico  Hl.  —  Comet  de  Vico  IV.  —  Comrt  Brorsen  1.— 
Coniet  Brorsen  II.  —  Bei  jedem  Cometen  sind  ausser  derZusam- 
meostellung  der  Beobachtuogef)  die  mittlem  Oerter  ^er  Vergläcb- 
gtemei gegeben,  und  man  sieht* dalMT* Mi  im  OMeefc  ^:'4M'iri0 
reldiesmterial  •«et»  IM^M  MMige  ^  «iMtiffä  Arbdit  flr«i 

i:  I  I ,  't  I  II    'f  ti  'Vit  .    :  •    '» •!  .  ••       1  *•       M  II  1 1  •  :  -  t  • 

littk  Ephenjeride  aUer fflidiAacfU'erejch^foarieöii  de«  Jiih 
iks  1850,  ^rUi^s  Qii^al,  'aftiiiftchtft  berecfin^t  f Otien 
Horizont  der  tStetnVaVte  'iü  Breslau,  abcft  .kttch  für 
jeden  Or*t  uYiserfes  Erdtheils  efne  tägli chfe  t^eue  Dar- 
stellung der  wechselnden  Erscheinungen  aih  Himihet 
Fünfter  Jahrgang  (19te  Bearbeitung  seit  18  32)  inVier 
teljahrsheften  h e|rausgegeb en  von  der  Konigl.  üniver 
sitäts-Sternwarte  zu  Breslau.  1850.  8.  Jedes  Quartal 
bei  Abnaliaie  des  completen  Jahrgangs  10  Sgr.,  M 
selnlSSgr.  ^.5 1 f 

Bei'm  Beginn  eines  neuen  Jahrgangs  dieser  jetzt  auch  aossei 
IIA  sgbr  gut  a^figestif Ue^eu  i^eit^bqift^  ..durch  derep  Hef9.us£ab 
sich  flLegi;ftotiiirot  v#o.  B»9a(«U.^«ki  jede^^&lJU,  ^»..iraJirs 
Verdimt  ■n;aMe  Frsnode  der  VM^oi^^Mais  er^^ub^p  .giaubeB  wi 
die  luter  des  Ar^T«.  »ni  X^oram , ai^f  dieselbe  fufmerksam  pij 
eben  zu  müssen,  wenn  wir  aqcb  soMi/im  Lit^K»ris<;b9^^|j^ffyj| 
Nr.  XXIX.  &.  441.  einige  Worte  aur  tniprehhing  derselben  gesai 
haben.  Wir  weisen  daher  jetzt  insbesondere  nur  nochmals  darai 
hin,  dass  diese  Ephemeride  in  ihrer  jetzt  vielfach  verbesserte 
Gestalt  hauptsächlich  für  jeden  einzelnen  Tag  des  Jalir 
nach  den  einzelnen  Stunden   und  Minuten  desseibe 


^0  dasH '  also '  jeder  Freund  der  Asl^ori,omie  ati  jedem,  c^likelii« 
Tage  vrdss;  aäf  vi^elche  Beobachtungen  '^.sich  an  diesem  f«!; 
Vorzubereiten  hat.  Die  Nützlichkeit  einer  solchen  Ephemerid^ 
namentlich  in  der  sehr  iweckmfissigen  und  genügenden  Ausfnl 
runi^  vne  bei  der  vorliegenden,  leuchtet  von  selbst  ein,  und  d< 
Herr  Herausgeber  verdient  daher  gewiss  den  Dank  aller  Freün< 
der  Astronomie  für  diese  mühevolle  Arbeit.  Ausser  der  eiges 
liehen  Epbemerlde  sind  unter,  dem  Text^  auch  noch^Aufsät^«}  f| 
4mM  ItMkvMkfiu'  ioliilllto*  beigegeben  ,  die  xer  EHiAlMfpg^d 
lotereesee  gaai  fiifeinst  sied,  und  stets  NaebridMfr' V«il«-dl 
neuesten  astronomischen  Entdeckungen  und  Ei;findaiwen  §fM 
Wir  wünschen  daher  dlöSedi  ^Ühternehmen  immer  etS^stire  Vi 
breitung  und  allgemeinei'e  Arietkeiinung  aus  vo  Her  üeb  erzeuirn 
retht  sehr,  und  zwar  um  so  mehr,  weil,  was  bei  einem  solch 
Unternehmen  natürlich  eine  Hauptsache  ist,  aber  leider  nur 
oft  nicht  gehurig  berücksichtigt  wird,  der '^lerr  Herausgeber  d 
bestimmte  V^ersprechen  gegeben  hat,  dass  jedes  einzelne  Quar 
iiteer  eine  hiorckhende  Zeit  vor  dessen  fieginn  jerscheinea  d 
••»«;  •.    :  •   |#      ,|.  %  ..,•11 
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NT  a  u  t  i  k. 

£rster  Bericht  über  die  zur  Dampf^^cliifffah rt  ge- 
eigneten Steinkohlen  Englands.  Von  Sir  Henry  de  la 
Beche  und  Dr.  Lyon  Plaifair»  ,  |Auf  Veranlassung  der 
kaiserlichen  Akademie  der  Wi^senscha Tten  ifi  ,  Wi^^ 
aus  den  ij,Meniqirs  of  the  geol.ogi<cal  s ury fsv  4^jf  G rj^f^f 
ßritain.  Vol.  Part.  II/'  übersetzt  und  vqn  ior.  heT^^ILSr 
gegebien.  Wien.  1849.8.  -ioii-    i-.  mÜ  ;M.,t.jl 

Die  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  und  da^»  grosse  Interesse, 
n-elches  diese  Schrift,  die  auch  zugleich  Untersuchungen  übler  die 
Heizkraft  des  Holzes  enthalt,  nicht  bloss  in  technischer,  sondern 
auch  in  physikalischer  und  physiko-mathematischer  Rücksicht  dar- 
bietet, Veranlasst  uns,  diesell)e  hier  kurz  anzuzeigen,   wenn  sie 
auch,   streng  genommen ,    nicht  mehr  ganz  in  den  Kreis  unserer 
Zeitschrift  gehört.    Die  Herren  Franz  Ritter  von  Hauer  und 
Dr.  IM  oser  haben  die,  allen  Anforderungen,  ivelche  man  an  eine 
solche  Arbeit  zu   machen  berechtigt  ist,    vollkommen  entsprei- 
chende  Üebersetzung  übernommen ,  und  sich  auch  dadurch  ein;  he^- 
8onderes  Verdienst  erworben,  dass  sie  alle  englischen  Maasseund 
Gev»'iehte  in  österreichische  umwandelten,  um  dadurch  die  ResuK^ 
täte  der  englischen  Versuche  mit  den  aus  der  angehahnten  Unter- 
suchung der  Ostereichischen  Kohlen  hervorgehenden  Daten  leich- 
ter vergleichbar,  und  die  Schrift  überhaupt  zugänglicher  zu  machen. 
Wir  halten,  wie  gesagt,  die  möglichst  weite  Verbreitung  und  all' 
gemeine  Beachtung  dieser        Bogen  starken  Schrift,  ra'ft  5  schür 
nen  Kupfertafeln ,  für  sehr  wünschenswerth,  und  sind  der  Meinuh^^ 
dass  sich  die  k.  k.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  und  die 
Herren  Uebersetzer  durch  die  Verpflanzung  derselben  auf  deut«^ 
sehen  Roden  um  die  DampfscMfffahrt  und  die  Technik  überhau|»t 
jedenfalls  ein  wesentliches  Verdienst  erworben  .haben.   Auch  be- 
merken wir  schliesslich  noch,  dass  die  mathematisch-physikalische 
Klasse  der  kaiserlichen  Akademie   der  Wissenschatten  in  Wien 
in  ihrer  Sitzung  vom  1.  Februar  1849  beschlossen  hatj  eine  ünt 
tersuchung  der  mannigfaltigen  Stein-  und  Braunkohlen -Lager  defe 
»stenreichischen  Monarchie  zu  veranlassen,   deren  Resultate  von 
der  Art  sein  sollen,  dass  sie  eine  unmittelbare  Anwendung  im 
praktischen  Leben  gestatten ,  was  einen  neuen  höchst  erfreulichen 
Beweis  liefert,  wie  sehr  die  kaiserliche  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien  ihren  wahren  Beruf  als  höchste  wissensbhaft«» 
liehe  Behörde  des  Landes  erkennt,  den  ungeheuren  Kreis  der 
Wissenschaften  nämlich  nicht  bloss  nach  allen  Seiten  und  Rieht 
tungen  hin  immer  mehr  und  mehr  zu  erweitern  j ;  sondern  auch 
wissenschaftliche  Untersuchungen,  die  zur  Fürdeniiig  des  Wöhles 
des  Landes  dienen,  anzuordnen,  wmlurch  sie  mehr  als  andere  wis- 
senschaftliche Anstalten   dieser  Art  den  Anforderungea  d«c  Zeit 
in  Wahrheit  Rechnung  trägt. 


742 

I 


Physik. 

-  '  ••  •  '     :  ,  ' '         •■»..,■•>'•  ; 

'  Phy9i kaiisch e  Technik  oder  Anleitung  zur  Anstel- 
lung.von  physikalischen  Versnchen  und  zur  Herstel- 
lang  von  pnysikaliscben  Apparaten  mit-mSglichst  ein* 
fachen  Mitteln.  Von  Professor  Dr.  J.  Frick,  Vorstaml 
der  höhern  Bürgerschule  zu  Freiburg  i.  Bw  Mit  568  in 
den  Text  eingedruckteni.Holz^schnitten.  Braonschweig. 
1850.  8.    2  TTiir.     ,         ..,         ...      ,  .   

Schon  Nollet  hat  eine  Art  des  experiences.  Paria, 
1770.  III.  T.  geschrieben»  von  der  auch  eine  deutsche  Ueberset« 
zung  (Leipzig.  1771.)  in   drei  Theilen  erschienen  ist.  Enaen 
&hnltcbeu  Zweck  hat  das  vorliegende  Buch,  wenn  es  auch  vor- 
zugsweise nur  das  für  dfn  physikalischen  Unterricht,  baupts^ch* 
Itoh  auf  Schulen,  Noth>vendjge  berücksichtigt.  Aber  eben  deshalb» 
weil  es  sich  nicht  zu  sehr  ausbreitet»  und  besonders  diejenigen 
Versuche,    ivelcbe  zur  Erläuterung  uud  tbeilweisen  Begründung 
der  theoretischen  Lehren  unbedingt  noth wendig  and  erforderlich 
sind,  berücksichtigt,  halten  wir  diese  Anleitung  zu  physikaliscb^o 
Versuchen  für  ein  für  Lehrer  an  höhern  Unterrichtsanstalten  reclit 
nützliches  Buch,  namentlich  für  solche,  denen  ein  grusferer  In« 
strumentenvorrath  nicht  suj  Gebote  steht,  und  die  wegen  Beschränkt 
heit  der  Geldmittel  sich  IVlanches  selbst  anfertigen  oder  durch  ge 
wohnliche  Handwerker  anfertigen  lassen  müssen.  Die  Ausstattung 
sowohl  des  Textes,  als  auch  der  Figuren,  ist  vortrefEich,  wiei'bei 
der  .Verlagshandlung  von  Friedrich  .iVieweg  und  Sohn  In  Braun* 
schweig,  die  schon  so  vieles  Ausgezeichnete  auf  diesem  Felde 
geleistet  hat,  von  vorn  herein  zu  erwarten  war^  A<uf  den  Inhalt 
näher  einzugehen,  verbietet  hier  der  Hauni  und  ist  auch  unnothig^ 
indem  die  Versicherung  genügt,  dass,  ohne  sich  auf  zii  grosi^ 
Finzelnheiten  und  auf  zu  künstliche  und  kostspielige  Apparate  erfofr 
denide  Versuche  einzulassen,  alle  Lehren  der  Physik  nieroUch 
gleichmäsaige  Berücksichtigung  gefunden  haben.    Wir  hßJiten  da- 
tier, wie  schon  erinnert,  dieses  Buch  tut  Lehrer  der  Phyaik  in 
mehrfacher  Beziehung  recht  nützlich,  und  empfehlen  ;ea denselben 
zur  Beachtung,  ohne  ihm,  ausser  seinem  pädagogischep  Nutzen» 
eine  höhere  wissenschaftliche  Bedeutung,  die  der; Herr  VerfaSiSef 
aber  auch  nicht  beanspruchen  wird^  beilegen  zu  können.  JedeiH 
falls  ist  das  Erscheinen  dieses  nützlichen  und  in  der.l^ngegelM^ 
rien  Weise  empfehlenswerthen  Buchs  ein  neues  sehr  erfrealichM 
Zeichen  -von  der  grossen.  Bedeutung,  tvelche  Jetzt:  dean  DhvAkkaii' 
sehen  und  mathematischen  Unterrichte  auf  niedofniiiund  ihäh^cn 
SehuVea  immcs  mehr  und  mehr  beigelegt  wJifdr  :  .       ,        »^n  > 

'  I  :  (tt{  "*ji   (<'»i!  i'ii:  //  i 

Beiträge  zur  meteorologischen  Optik  und  zu  ver- 
wandten NVissenschaften.   In  zwanglosen  Heften  her- 
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aii8f(egetli^.en^0D  JokanD  August  Gruner!.  Ergter  Tbeil. 
Drittes.  UeCt.  Mit  eia^iiiithographirten  TaXf^l.  I^tipzig. 

I849.:  .8,    M   S.gr.     •  m1:u  r-.    ■.  .  .  :   -   .  . 

• ,         ■  •   . ,  ,  I     ,  .  ... 

• '  •  I  •  < .    ■  »     ,  I      '    •  I     I      •  ■  f  ■  •  < ,  (  '  .   ■   . . 

<  Die  beiden  ersten  Hefte  dieser  der  Förderung  der ,  meteoro- 
logi^seiien  Optik  ge^vjd nieten  Z^itsciiriil  sind  ioi  Literar.  Beriebt 
Nr.  XLV.  S.  632.  und  Nr.  XLVI.  S.  650.  angezeigt  worden.  Das 
vorliegende  dritte  Heft  entJiält  die  mathematische  Theorie  der 
Lun^piegcliiiig  von  dem  Herausgeher.  Es  ist  versucht  worden, 
dietüe  Theorie  in  möglichster  Allgemeinheit  mit  geometrischer 
Strenge  zu  entwickeln ,  und  insbesondere  ist  auch  auf  eine  strenge 
ünterscheidungr  und  gehörige  Be^ränzung  der  verschiedenen  mög- 
lichen Fälle,  die  hier  eintreten  Können,  sorgHiltig  Kucksichr  ge- 
nommen worden,  so  dass  der  Herausgeber  sich  der  Hoffimng  iiin- 
iebt,  dass  sowohl  in  dieser  Rücksicht,  als  auch  liherhaupt,  nicht 
loHS  in  optischer,  sondern  auch  in  geometrisclier  Uflcksicht  die 
Abhandlung  der  Belehrung  Mancherlei  darbieten,  und,  aucli  fiir 
die  Theorie  der  Curven  im  Allgemeinen  von  Interesse  sein  werde. 
Auf  die  Erklärung  einzelner  Erscheinungen  der  Luftspiegelung  ist 
in  dieser  vorzugsweise  eine  mathematische  Tendenz  habenden 
Abhandlung  bis  jetzt  noch  nicht  Rücksicht  genommen  worden, 
weil  der  Herausgeber  glaubt,  dass,  wer  sich  niit  der  allgemeinen 
Theorie  gehörig  vertraut  gemacht  hat,  auch  zu  der  ErkMrung  ein- 
zelner Ersciteinungen  von  selbst  befähigt  sein  wird  ,  indem  diese 
Abhandlung  ihrer  ganzen  Anlage  und  1  endenz  nach  weniger  fOr 
Anfanger,  als  vielmehr  für  solche  bestimmt  ist,  die  mit  den  Grund- 
lebren der  Wissenschaft  und  mit  den  einzelnen  in  unserer  Atmo- 
sphäre vorkommenden  Erscheinungen  schon  im  Allgemeinen  be- 
kannt sind.  Da  aber  diese  Beiträge  zur  meteorologischen  Optik, 
wie  schon  in  der  Ankündigung  aerselben  gesagt  worden  ist, 
neben  streng  wissenschaftlichen  Abhandlungen  keineswegs  mehr 
populilr  gehaltene  Aufsätze  ausschliessen  sollen ,  um  der  so  wich- 
tigen und  im  höchsten  Grade  allgemein  interessanten  meteorolp- 
»ischeo  Optik  immer  mehr  Liebhaber  und  eifrige  Beobachter  dp 
in  ihr  Gebiet  fallenden  Erscheinungen  zu  gewinnen ,  so  werden 
späteren  Aufsätzen  noch  verschiedene  einzelne  Erscheinungen  der 
Luftspiegelung  aus  der  in  der  vorliegenden  Abhandlung  entwi- 
ckelten allgemeinen  Theorie  derselben  erklärt  werden.  Das  vierte 
Heft  dieser  Zeitschrift  wird  in  dert  nächsten  Tagen  irt  Druck  vof- 
lendet  werden,  und  enthält  eine  ganz  allgemein  verständliche  Ab- 
handlung von  dem  schon  durch  mehrere  in  dieses  Fach  schla- 
gende schöne  Arbeiten  sehr  vortheilhaflt  bekannten  Herrn  Dr.  R. 
Claus! US  in  Berlin,  worin  derselbe  eine  sehr  interessante 
Uebersichtliche  Darstellung  aller  in  das  Gebiet  der 
meteorologischen  Optik  gehörenden  Erscheinungen 
geliefert  hat,  durch  welche  der  eine  Zweck  der  Zeitschrift,  neben 
streng  wissenschaftlichen  Arbeiten  nämlich  auch  mehr  populär 
gehaltene  Aufsätze  zu  liefern,  gewiss  auf  eine  die  Liebhaoer  der 
meteorologischen  Optik  vollkommen  befriedigende  Weise  ausge- 
sprochen werden  wird ,  was  bisher  noch  nicht  so  vollständig  mög- 
lich war,  wie  der  Herausgeber  wohl  gewünsclit  hätte.  Diese  ein 
ganzes  Heft  füllende  Abhandlung  des  Herrn  Doctor  Clausius, 
welche  zugleich  als  ein  Elementarlehrbuch  der  ganzen  meteorolo- 
gischen Optik  betrachtet  w  erden  kann ,  hätte  eigentlich  an  die 
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Spitse  der  Zeitschrift  gestellt  werden  soHeo  >  da  «ie  siigleich  den 

Kreis  von  Erscheinun^n  scharf  bestimmt  und  abgränzt,  in  wel- 
chem sich  die  Zeitschrift  zu  bewegen  haben  wird;  früher  als  jetzt 
dieselbe  zu  liefern,  war  aber  leider  nicht  möglich ,  da  dieselbe, 
ohne  von  der  Schwierigkeit  der  AbfaNSung  zu  reden,  auch  die 
Uerbeischaffung  eines  grossen  literarischen  Apparats  erforderte. 

Je  mehr  der  Herausgeber  im  Interesse  der  Wissenschaft 
wünscht,  diese  Zeitschrift  ihrem  Zwecke  immer  näher  zu  führea, 
iäesto  dringender  richtet  er  hier  nbchmal«  ab  aNe  tlebhibWili 
meteoroloffiechen  Optik  die  Bitte,  ihn  dorch  Beitrige  bei  dkif 
Q<^reiiegaDe  der  Zeitschrift  zu  unterstützen;  iDebesonddto  aber 
wffnschc  er  pch,  dass  ihm  aus  allen  Gegenden  g^ioffät  Besclir» 
hangen  merkwürdiger  in  deir  Atmosphäre  yorgekomm'ener  optischer 
Erschelmmgen ,  und  Bemerkungen  über  das  Verhältniss,  in  wel- 
chem dieselben  vielleielit  zu  anderen  meteorologischen  Erscheinun- 
gen gestanden  haben,  zur  VeröflFentüchung  in  der  ZeitschVift  mit- 
getheilt  werden  möchten;  und  sind  auch  freilich  genaue  Messuii- 

Sen  iipmer  nehr  wünschenswerth,  so  dürfen  sich  aoch  Liebhaber, 
ie.'niit  genauen '  Mee8werkzeug;en  nicht  yersehen  6ind.  dtthrd 
nicht  Von.der  Mitthellong  Ihrer  »edliacbtiuigen  .«od  WeAi 

gen  abhalieD  lassen ,  weil  auch  diese  weniger  ▼öflkqmnieRes*] 
acbtungen  sehr  dankenswerthe  Bausteine  zur  imbier  eof^ 
Aufführung  des  Gebäudes  der  meteorologischen  Optik  and' 
Meteorologie  überhaupt  liefern  werden.  Möglichst  genaue  Zelt- 
angaben,  zu  denen  ein  Jeder  für  den  hier  zu  erreichenden  Zwea 
immer  hinreichend  ausgerüstet  sein  wird,  dürfen  natürlich  fue 
unterlasse«  «erd^n,,,.  .•  .  ,  .  -  .uotimm 

'  '•  •  .•"!  .      ."'  .  .  •»*    i.«  II»  <f» 

'  Von  Herrn  Quetelet  in  Brüs^l  e^nd  neüerlich  die  folgen- 
den interessanten  Schrifteri  erschienen,'  die  leider  eines  Auszugs 
hier  nicht  fähig  sind,  aber  die  Beachtung^  der  L^^r  des  Are^bs 
recht  sehr  verdienen:.  »    S      w.  t: 

Sur  le  Climat  de  la  Bel^i^ue  p^r  A.  Quetelet. 
Troisiemjf  il^ArUe.  j,Det  l'JgiectriiBitii  de  Tairi,  Bruxeiles. 

.|  :   .       .  ........ 

'  Obeervatione    des  Ph^nomi^nes    p^riodi^ues  ea 

1848» '  >  >  -1      •»:'=  .  !i  ■  "    .1  I  I  i" !?    ...      •  *  : 

!  '  i'  1  M  i  r.  •  !•   j        •»  ,  ■    •  5 .1  i  I  •!  l  - 1 ;  i     .1  i  i    I  .  I 

««dfii»  .rt  i  '  '  .    .         .  I«»,'  »'♦•i:.J»  Ir**: 

•wh  tmJ««!««'  .1        •  I     •    •»  j  u'i.i  ux        -V.«'.  iL. 

*  •■•            '  '«»v     •       *     I  .:      .  .   j  /  . '  • 

ui'i                                          •     •         ,   .            .  Ii    ;  • 
.  J^tf      II  n  1  "/••»., )  ,    .      .|..|.    .'.f   ;.  .  , .  • 

tdoioyl^u*  I     .         ..  .i    •  •!     •.' •  i:*);  •'  •*-.••!?»  • 

Oib  nr.  rf'M      • *  •       «|.     .•!    .  » ^  >  .i 
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Termischte  Scbriften. 

• 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (8.  Literar.  Bericht  Nr.  LU. 
S.  727.) 

Jahrgang  1849.  Jun)-  und  Juli-Heft.  S.  1.  Doppler: 
Ueber  eine  Reihe  markscheiderischer  Declinationsbeobacntungen 
'^aus  der  Zeit  1735  — 1736.  - —  S.  9.  iStanipfer:  Commissions- 
bericht  über  die  Art  und  Weise  der  Veröffentlichung  der  Resul- 
tate der  Vermessungen  des  Catasters.  —  8.  J9.  Jeiinek:  Bei- 
trag zur  Theorie  der  krummen  Linien.  (Ein  interessanter  Aufsatz 
üb.er  gewisse  krumme  Linien,  auf  welche  Herr  Jeiinek  durch  das 
Dach  Angabe  des  Herrn  Directors  Kreil  construirte  und  bereits 
in  Thätigkeit  beündJiche  Anemometer  geführt  worden  ist.).  — 
S.  28.  Baumgartner:  Versuche  über  den  elektrischen  Leitungs- 
widerstand der  Erde.  —  S.  30.  Pierre:  Ueber  Versuche,  die 
Maxinialspannung  der  Dämpfe  in  der  Luft  zu  bestimmen.  —  S.38. 
Baumgartner:  Vorschlag  zu  Kr  ei  Ts  Uebersetzung :  „Ueber 
den  Nutzen  der  Meteorologie." —  S.  40.  Zmurko:  Zur  Integra- 
tion irrationaler  und  goniometrischer  Differentialformeln.  —  S.  58. 
Commissionsbericht  über  Dr.  Pollak's  mathematische  Noten.  — 
S.  62.  Ryll:  Abhandlung  über  die  Elemente  der  Lagerechnung 
(Fortsetzung.).  • —  S.  130.  Schrötter:  Ueber  Brooke's  meteoro- 
logische Instrumente.  (Es  sind  dies  registrirende  meteorologische 
Instrumente,  welche  sehr  ausgezeichnet  sein  sollen.).  — 
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N  E  C  R  0  L  0  G. 


Der  iiachstehenHe  Necrolog  ist  uns  von  der  Steiner's  chen 
ßuchhanrllung  in  Winterthur  ohne  Angabe  seines  Verfassers 
zugesandt  und  der  Wunsch  ausgesprochen  worden,  dass  er  in 
das  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  aufgenonmien  werden 
möge.  Wir  entsprechen,  die  ganze  uns  gemachte  Mittheilnng 
wörtlich  aufnehmend,  diesem  Wunsche  um  so  lieber,  je  aufrich- 
tiger wir  selbst  den  so  zeitigen  Hintritt  eines  Mathematikers  be- 
klagen, dessen  ausgezeichnete  Verdienste,  namentlich  um  die  Ge- 
metrie,  von  uns  im  Archiv  stets  freudigst  anerkannt  worden  sind, 
wie  den  Lesern  desselben  getviss  noch  erinnerlich  sein  wird. 
Jedenfalls  wiirde  Adams,  wenn  er  langer  gelebt  hätte,  der  wei- 
teren Ausbildung  der  Geometrie,  und  der  so  sehr  zu  wünschen- 
den immer  grossem  Benutzung  der  neuen  Eroberungen  auf  diesem 
Felde  bei  dem  Unterrichte  auf  Schulen,  noch  sehr  genGtzt  haben, 
und  sein  früher  Verlust  in  der  ßlüthe  der  Jahre  ist  daher  aufrich- 
tigst zu  beklagen. 


Carl  Adams. 

Die  mathematische  Wissenschaft  hat  jüngster  Tage  einen  ihrer 
eifrigsten  Vortreter  verloren,  indem  Carl  Adams,  aus  Rhein- 
preussen  gebürtig,  Lehrer  an  der  Gewerbsschule  in  Winterthur, 
am  14.  November  1849  einem  hitzigen  Nervenüeber  im  kaum  vol- 
lendeten 39.  Lebensjahre  unterlag. 

Wenn  uns  im  Allgemeinen  Schmerz  belallt  beim  Hinscheiden 
eines  noch  so  jungen  Mannes,  so  wird  unsere  Trauer  zur  weh- 
muthsvollen  Klage,  wenn  wir  mit  dem  Hingeschiedenen  einen 
Schatz  von  schönen  Hoffnungen ,  eine  geistige  Kraft  in  die  Grube 
senken  sehen,  deren  längere  Wirksamkeit  für  die  Nachwelt  von 
segensreichen  Folgen  gewesen  wäre.  Dies  gilt  von  dem  Heimge- 
gangenen im  vollsten  Maasse,  und  zwar  nicht  nur  von  seiner 
)m»  Amtsthätigkeit  als  trefflicher  Lehrer,  sondern  vielmehr  von  der 

egensfv.  treuen  Pflege,  mit  welcher  er  seine  Wissenschaft  umfing.  Von 
angenen  i 

Lmtsthätigki 
reuen  Pfleg 
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der  Natur  mit  ausgeB^icboeten  (»eistesf^abeo  versehen ,  ausgerüstet 
mit  tiefer  Kenntniss  »eines  Faches»  hatte  er  sich  zur  schulen  Auf- 
gabe {gemacht,  seine  Kraft  einem  Ztveit^e  der  Wissenschaft  zuzu' 
wenden,  welcher  leider  durch  eine  einseitige  Cultur  der  grosijen 
Entdeckungen  des  17.  und  18;  Jahrhunderts  allzulange  vernacb- 
läHsigt  worden  Ist,  nemlich  der  Euklidischen  Geometrie.  Weit 
entfernt  aber  —  wie  dies  seither  so  oft  geschah  —  in  einer  skla- 
vischen Nachahmung  des  grossen  griechischen  I\Ieisters  oder  in 
einer  Reform  seiner  Methode  das  Heil  für  die  Schule  und  die 
Wissenschaft  zu  finden ,  richtete  er  mit  seltenem  Erfolge  sein 
Streben  dahin,  zu  zeigen,  dass  die  euklidische  Geometrie  innere 
Lebenskraft  genug  habe,  um  sich  selbststnndig  auf  den  Höhepunkt 
zu  heben,  aufweichen  man  dieselbe  nur  durch  das  Element  der 
Algebra  heben  zu  ktinnen  vermeinte.  Dieser  leitende  Gedanke, 
welcher  den  Verstorbenen  mit  der  vollsten  Klarheit  durchdrang, 
musste  ihn  nothwendig  zu  der  in  Ihm  fest  gegründeten  Ansicht 


durch  die  Entvvickelung  der  Wissenschaft  selbst,  als  durch  die 
Anforderungen  der  Zeit  nothwendig  geworden  sei.  Beseelt  von 
dem  Bewusstsein,  dass  diese  Reform,  wenn  sie  zum  segensrei- 
chen Resultate  führen  sollte,  mit  der  grüssten  Sorgfalt  vorgenom- 
men werden  müsse,  und  mit  dem  festen  Entschlüsse ,  das  Neinige 
zu  Erreichung  dieses  schönen  Zieles  beizutragen,  unternahm  er, 
einzelne  Partieen  der  Geometrie  nach  der  oben  ausgesprocheneu 
Grundansicht  zu  bearbeiten. 

Den  A!jfang  machte  er  mit  seiner  „  Lehre  von  den  Transver- 
salen" (Winterthur  bei  Steiner  1843)  und  sicherte  sich  mit  diesem 
ersten  Auftreten  den  Ruf  eines  selbstständigen  und  scharfsinni- 
gen mathematischen  Schriftstellers,  der  es  trefflich  verstand,  der 
auf  dem  Uebergang  von  den  Elementen  ins  weitere  Gebiet  der 
geometrischen  l^orschuns;  begriffenen  Jugend  jene  schönen  und 
neuen  Theorieen  zugänglich  zu  machen.  Selbst  in  Paris  machte 
diese  Arbeit  Aufsehen,  und  fand  besonders  bei  einigen  Professo- 
ren der  ecole  centrale  einen  solchen  Beifall ,  dass  ein  ehemaliger 
Schüler  von  Adams ,  welcher  dort  studirte,  mit  einer  üebersetzung 
derselben  beauftragt  wurde,  deren  Erscheinen  wir  von  der  näch- 
sten Zukunft  erwarten  dürfen. 

Das  Jahr  1845  brachte  uns  den  ersten  Theil  seiner  „harmo- 
nischen Verhältnisse 'S  ein  W^erk,  welches  den  deutlichsten  Be- 
weis giebt,  wie  tief  der  Verfasser  die  Bedürfnisse  erkannt  und 
wie  sehr  er  der  geeignete  Mann  war,  denselben  abzuhelfen.  In 
Verbindung  mit  der  zuerst  erwähnten  Schrift  lag  nun  die  ganze 
Bedeutung  der  Richtung  vor,  welche  Adams  im  Gebiete  der  Geo- 
metrie eingeschlagen  wissen  wollte;  es  lagen  zwei  klar  ausgear- 
beitete Partieen  der  Geometrie  vor,  die  besonders  im  Gebiete 
der  angewandten  Mathematik  (z.  ß.  Optik)  zum  Theile  schon  eine 
Holle  spielen,  und  noch  eine  wichtigere  Rolle  spielen  u^erden. 
Schade ,  dass  der  zweite  Theil  dieses  Wefkes ,  welcher  die  hat"- 
monischen  Verhältnisse  des  körperlichen  Raumes  und  eine  aus- 
führliche Theorie  der  Kegelschnitte  enthalten  sollte,  bis  jetzt 
nicht  erscheinen  konnte,  indem  der  Verfasser  von  anderer  Be- 
schäftigung abgezogen  wurde,  denn  schon  im  Jahre  1846  erschie- 


bringen,    dass  eine  Reform 
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»>l»lMiae'nH*i*iitidig»<w^llfiiil*iili<  idts  ywiliilgMi  iM- 
MA««  tili«  6cMm»Wädw  mdrt»  «hksiii- lilMes  curi 

oMin  tlihtoJIgt  i '  Mwa  'ab  Jüeb^ngsgtoff  des  e^eoinetriKlieB  Scharf» 
ginnes^u  ArMDiMeliil  bereehtigl;  iondeni  ckie  vielmbbr  mHhelfe« 
«oll  und  kann;  ein  ^U^IändSp^d  und  ab|2:erundetes  System  der 
Cieonietrie '20  ermdglicben.:  Nicht  ohne  c^rossen  Beifall  zu  ernten, 
erschien  im  gleichen  Jahr  eine  neue  Auilösung  des  Maifattischen 
Problems,  welche  vor  allen  andern  bisher  bekannten  Aiiflosunsen 
da^i  zum  Voraus  hatte,  dass  sie  die  Ausdrücke  leicht  und  fassUcb 
^T&teHtty  welche  Maifatti  selbst  binterlassen  hatte,  «id-weldbf 

1MiM«}Mi««8tclle»  verbuelit  wovdtb .>rmii»^*BUie  woA'kmtlmkm9 
iniflderong  dieses  PrMeam  findet  «irb  in  AMuinl 

'  /  IVfiiD '^iese  gepamileD  Ifferke 'Jfes'TmtbAeo'etf  «ehoo  die 
^nfmerksamkeit  der  matheroalia^hen  \V^lt  auf  sich  gezogen  Bat- 
(eB,  ^i?p|  gieschab  dies  jedoch  noch  in  weit  höherem  Maasse  durch 
9ein  'o^jäestos  Werk  „Geometrische  Aufgaben  mit  besonderer  Ruck- 
sieht  auf  geometrische  Constructioii";  ivorin  die  aa$ge8t)rochene 
Tendenz  in  ihrer  vollen  liedeutung  an  den  Tag  tritt,  und  worin 
die  geistige  Kraft  des  Verfassers  in  ihrem  hellsten  Lichte  strahlt. 
Diese  Auigabensainmlung  birgt  unter  ihrem  bescheidenen  Titel 
eineii  wahrhaft  goldenen  Kern  für  die  Wissen^ctiaft»,  und  sichert 
dem 'Heimgegangen  eh  unstetblicn^n  Nachruhm' In 'den  'Amiäleflid«| 
•Mathematik.  Nicht  nor  wini  Jede  andi^re  ähnKeheSMIbhineiiirdl 
eie  Uberflfissig,  sondern  es  öffnet  sich  durch  sie  dem.  etndirenden 
Jfin^Iinj^e  ein  Gesichtspunkt  der  Wissenschaft,  der  nur  von  dei 
TÖrtbeiihafteaten  Folgen  iür  die  andern  Zvreige  'eeine4  ätndhmii 
aeio  kann.  i    * '  ** 

Es  kointo  neeie  Absiebt  ufeht  sein,  eine  ausfubrüiDhe  Kria 
der  Weike  unseres  hingesobiedeoeu  FreoBdee  zu  lieCn^iahar  ai 

seinem  frischen  Grabhügel  konnten  mit  ea  nas  nicht  versagen »  usi 
und  den  Freunden  des  Heimgegangenen  in  Deutscbland.for  dk 
Seele  zu  rufen,  was  und  wen  wir  in  Adam»  veiiurenkit.  >     •  i>  I 

V  Frieide,  Friede  sehier  Aaphe!  — '     •  '  '^^ 

.  .;         :•/{••  . 

'  '.    . .      .'.  *  <  •       •  ,1  .     ,  :  •  «{ 

i:«      •     .      •.         •    •  *i       •»  .. .. ,   .••  T» 

•        •#  I-    ..»,«.•  I  ....    'iW   «•    |.        .  ,      •  •  I        •!!    *tt*i  j 

•o*.  '•'i',*.     -.  ;.    •  :.    :        .»      i    •  :      •»  •■j 

•Ii;  :       ä  I«  .      .t     •  '  '  i  i>'1.i  "  i.     .  .  •  •  Mil»  l 

M».  ,    .:  ..liriijcJaenfcar^,  • 

Im  LUerar.  Ber,  Nr..  LH.  ;S.  ]!Z..v.*fi..(im,.VfflBe 

•JMirifi^tar.fll»  nhm^iü%tfr:'^'''  »••   .  ib  ...i  • 

••<nn         iiiiii  vi'.ü'i^*  «i'H«:iihK  •  i  .  »Ji  *  •      ''i-iV/  tfu{'>^ 
.xi'*    ^i*  n*»j  .  ♦      *  1   • 

<^lil-Hcio         eilt.  •      «i  «d  .   t        • '  '  i.  -i  *. 
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ll*lit;:Si:if  .  3|ltu;ii'.(h;;L:  1  ,i>  fli  r,  x#!M.  ..o^  j!  '.t  ».  I  altßd  il:»uf: 
•n     •i|j»».»||fi  «>*«>Imi  :        .  »ini«»  ii,  i|'i*s  «i:!.«.  j  tn  /  lob  oi 


'  -littoriiiriiieker v.B^ 

ii <i i.  *' I :.  .    '»Ii  >  i'M  lilr; X    ihtiiU    •».m    •» '«»Ii  »(tii:*!  . 

Ii  I. .  .••••;;!»  'jili;  i.  ^»::i:--i  ^       ,.    •  I  r*:n  J  <lt<.t!'"il» 

.Ta«c;he  Bbu<;h  der  Mathematik  od  er.  kö  raester 
zar  ErJ/ern Uta K  fies  VVesentl  icbe n  d  orselben,.  zum  Ger; 
bfiHuch^;  für  lifTh^re  Sc^hulaostalten,  Beamte,  TechniLejr 
etf.,  ypp  Üx.  ;(Ü..;£Q/a(ina.nnr  n«i^  eipeni;  Vor n  oT^e  vo^  J).^„ 
^,A,4Äbii.  n«ÄMift*«.IÄ49L8.  1  T!i|r:i9  S       .;  j 

Die  ganze  sogenannte  rcine  Mathematik  bis  iricl.  zurDiflTeren- 
tiul-,  luid  Integralrechnung  Taschenbuchformat!  Diese  Schrift 
hüt  datier  '  feftfe  gart«,  äfifflichc  Tendenz 

schon,  iib  Jahi^c  lti38'*^feVkti^gc^ebene  Kiir^e  Anleitung  Äifjr 
5?eVa^mt^eh  MaHieitiafik,   die  den  l^esem  de^  Archivs  viöirf 
bekannt  sein  uird.  Vergleichen  wir  aber  beide  Üilt4iet  Tiiit  einaÄ-* 
jJffS  i?o  HWseii,  wir  docji  ^er^chrift  yqn  J.  Jf.  di'.jA^.f^^J'ir 
ifl,  ih|^erjSpJtihjp.  wirklich 'fl^^^^  G.wt  verfasiBt^  uiid  m  eiiii^  ujbef^yj^ 

e^ld^enj^Vn^  ^^J^Ac»  Sprache  gescKriebeii  ist.  ja  eelBst  $vc6r 
in  streng  wiesenschaftlicher  Beziehung,  z.  B.  in  der  Integralrecri- 
nung,  manche  nicht  uninteressante  Bemerkungen  enthält,  bei  Wei- 

iem  dep  Vorzug  geben.  Wir  glaubep  daher »  dass  das  vorliegende 
ii^'h ,  da' !  s^liört'  eine  in.'  ihrer  Art  gcWiss  sehr  ari^precnende 
Sr^hrift  Von ^g^nji  tileicher  Tendenz  existirt,  ohne  sich,  so  viel  uns 
»venigstens 'bekannt  geVvorden  ist,  besonders  Bahn  tiaben  breche 
^#,kfmifen,  imn^rkin  hatte  angeschrieben  bleiben  können,  Henn 

^^b^  di^.  ;g^\vaj>lie  Arf' der  Ofe^rst^ung  n^^DlIea  wir  mit  inp;i^|^/Bfl 
sftlfhep,  Scl^fit  nicht  rechten;,  gewiiii'l«  aher  W  ein<jr 
^riS  nrie  j^^ieier  j/f^f  ^^bruicb  Jio^.  welei  ^a^j«  ui^evra.hnrif)||e)t; 
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Zeichen,  z.  B.  Sx,  ,  Tx,  ICx,  Sc.x,  Öc.a:  respectWe  statt 
sinx,  cosx,  taog:i;,  cot^r,  aecx,  coaecx,  ferner  6  statt  des  g»> 
wBhnliebeo  DlffersntlalselcbeDs  woM  der  Herr  VerfMMr  iia 
Mch  hätte' bedenken  sollen,  dase  d  in  der  BfatheiiMilik,  vUUk 
in  der  VariaHonsrechniiiig,  schon  efaie  gaez  andere  allgemein  re- 
cipirte  Bedeutung  erhalten  bat»  sehr  am  nnr echten  Orte  angckwfbl. 


Di  er  Arithmetik  und.  Algebra  für  den  SchuU  pud 
Sei bdtiiniter riebt  bearbeitet  von  Karl  Koppei  Prelis- 
sor  und  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Soest.  Zweite 
umgearbeitete  und  durch  zahlreiche  Aufgaben  rer- 
mebrte  Auflage.  Essen.  1849.  8.  27  Sgr. 

Dieses  empfeblenswerthe  Lehrbiicb»  se  wie  die  matbiarf 

sehen  upd  physikaliscbAn  Lebrbficher  desJHeijEn  Verfinsers  über- 
hauit;  ist  ans  ieines  Arsten  Auli|e  "b«lBMi(bt  femi^.Vnndirb^ 

desnulb  keiner  neuen  Empfehlung.  Es  umfasst  alle  diejenigeD 
Lehren  der  Arithmetik  und  Algehra ,  mit  Einschluss  des  Bioomi* 
sehen  Lehrsatzes,  der  Comhinationslehre,  der  unbestimmten  Ana- 
lytik u.  s.  vv.,  welche  auf  höheren  Unterrichtsanstalten  vorgetra- 
gen zu  werden  pflegen,  in  ziemlicher  Ausführlichkeit >  und 
wegen  seiner  deutlichen  Darstellung  ond  zweckniässigen  Aneid- 
nung  bel'm  biibeni  malbtaatlsehe»  SAeimierriebte  'giswlse^^lt 
Nutzim  ab  Lahrbach  zum  Gmnde  gelegt,  werden. 

••»••*       :  .        .1  ,  I         .......  I 

.  Exercices  et.  pr^iblemes  de  cälcul  dlfTdrejitfeii( 
integral;  euvrage  tradiiit  de  fanglais  par  M»  X^i^Mf 
Clarke  et  dediö  ä  AT.  AaguStln  Qascby,  Fremler  ceHti* 
In       1840.  Prix  1  fr.  6Ö  c. 

*  Wir  hoffen  nächstens  dieses  Werk,  welches  wir  jetzt  nur  dem 
Titel  nach  anzuzeigen  uns  begütigen  müssen .  um  es  bald  «ff 
Kenntnissdes  deutseben  matbänatlseben  Pnlmiiniif  su  briogWi 
besoAders'zn  besprechen. 

•  •  •  •  I  •  »        •  , 

I  * 

"  *       /  '  .      '         .  • 

.  ..  Sa.Binilung  von  Aufgaben  ans  der  DiCferejntial*  w 
Iniegf alreehnung.  Von  L.  Sobncke«  ord»  Professtf 
a«  des  Uni  Fers  ität  zii  Halle.  Halle.  iSSa  2  Thlr.  & 

Wir  beeilen  uns  das  Erscheinen  einer  Schrift  anzuzeigen, 
Iche.  einem  wirklichem  Bedürfnisse  in  sehr  genügender  Weise 
Jpti*' wenn  wir  auch  s  ß  t  J?  .. 

gek  kd>/Diffä^enfClU«  onfl  Intii^a 
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neben  vorzüglicher  Anregung  zum  Nachdenken  auch  vollständig 
genug  sei,  um  dem  Anfänger  in  der  Differential-  und  Integraf- 
Kechnung  eine  hinreichende  Uehung  im  Caicul  und  dessen  An- 
weodung  in  der  Theorie  der  krummen  Linien  und  krummen  Flä- 
chen zu  gewähren.  Beiden  Anforderungen  genügt  aber  die  vorliegende 
Schrift  nach  unserer  Ueberzeu^ung  in  ausgezeichneter  Weise,  wie 
ßchoD  die  folgende  Angabe  ihres  Hauptinhalts  beweisen  wird: 
I.  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  expliciter  Functionen 
l^ioer  Variablen.  IL  Independente  Darstellung  der  Differential- 
(juotienten  höherer  Ordnung.  Iii.  Differentiation  impliciter  Func- 
tioDcn  mehrerer  Variabein.  IV.  Anwendung  der  Differentialrech- 
nung auf  die  Auswerthung  unbestimmt  erscheinender  Ausdrücke. 
V.  Anwendung  der  Differentialrechnung  auf  die  Bestimmung  der 
Maiiraa  und  Minima.  VI.  Anwendung  der  Differentialrechnung 
auf  Geometrie.  VII.  Integration  algebraischer  irrationaler  Functio- 
nen. VIII.  Integration  alt^ebraischer  rationaler  Functionen.  IX.  Iq^- 
tegration  transcendenter  Functionen.  X.  Integration  zwischen  be- 
istimmten Gränzen.  XI.  Anwendung  der  Integralrechnung  auf  Geo; 
metrie. —  Wir  haben  uns  beeilen  zu  müssen  geglaubt ,  alle  Lehrer 
der  höheren  Analysis,  und  alle  Anfanger  in  dieser  VVissenscha(|, 
welche  beabsichtigen ,  sich  in  derselben  fester  zu  setzen  und  sich 
eine  tüchtige  Uebung  im  Differentiiren  und  Integriren  zu  verschaf- 
fen, auf  dieses  gewiss  sehr  nützliche  und  dem  Unterrichte  in  der 
Analysis  gewiss  sehr  Hirderliche  Buch  aufmerksam  zu  machen, 
und  empfehlen  dasselbe  nochmals  zur  sorgfältigsten  Beachtung.  . 

urch  mathematisch  genaue  Berechnung  nachgewie- 
en  an  der  Lebens-  und  Pensions-Versicherungs-Ge- 


Die  Vortheile  der  Lebens-Versicherungs-Bankeq. 


i 


en  an  der  Lebens-  und  Pensions-Versich  erungi 
ellschaft  Janus  in  Hamburg.   Zugleich  eine  Aufgaben- 
amralung  über  Zinseszins-,  Sparkassen-  und  Renten]- 
rechnung.  Von  Dr,  August  Wiegand.  Halle.  1849.  8.  3  S 

B^Eine  zwar  nur  kleine,  aber  manche  Belehrung  darbietetltfi^ 
öchrift.  Unter  mehreren  Banken  giebt  der  Herr  Verfasser  dem 
Janus,  nach  angestellter  Vergleichung  desselben  mit  jenen,  den 
'/orzug. 


.1 


€^eometrie. 


Grundzüge  einer  wissenschaftlichen  Darstellung 
<l€r  Geometrie  des  Maasses.  Ein  Lehrbuch  von  Dr.  Os- 
I^ar  8chlömilch,  Professor  der  höheren  Mathematik 
und  Mechanik  an  der  techoiscbeo  Bildungsanstalt  zu 


1  Ur.  . 
^ath  emtma 
jsanstahlßli 


fünf  Fitinterttilfoln.   ES«eriacb.    1849/   8.   1  Tlifr. 

Oer  Herr  A  erFasser  !ial  in  (1  it» sein  er.^f^ti' Th feile  «T^ä  vot-fi^- 
genden  Werks  ein  «ehr  ansprechendes  Lehrliüch  i^er  sogenannten 
ehench!  Geometrie  und  der  eheticn  Tnjjononietrie  in  „orji'ani'- 
scher  Glicderiinj»'*  und  narh  „ h cu t'isti's'cKem  Gedanken- 
gange" geliefert,  in  Welchen  beiilen  l^jeziehungeVh in  der  Vor- 
rede sein  Buch  den  nach  cuklidisrfcejt'  M'elhode  verfns.<tch 
Lehrhilchfirn  ffegeni'iber  stellt.  Wenn  denkende  MatlifmAtlker  i^ct 
fiacli  euklidlscDcr  Methode  ver(:i!»rt^ji  Ijebrbilthe^  zmreifen  besöii- 
ders  rühmend  gedenken,  so  habeit  ilieseMjen  dabei  V«;t^bl  ^ve^ijer 
diese  IMethüde  an  sich,  als  vielmehr  die  durch  die8elb,e  unzweifc!- 
haft  erreichbare  und  wirklich  erreichte  JTrosse  mntlieraatischi 
Strengt' tibd  Evidenz  im  Sinne,  ohne  (famrt  i^eradexu  in  Abrede 
stellen  zu  woUen  ,  dass  eine  S(dche  Strenge  auch  auf  anderem  Wege 
erreichbat  sei.  Wenn  nun  der  Herr  Verfasser  ifi  'Het  \^ofrede  eine 
etwa  zu  ziehende  Parallele  zwischen'  .ij^^iiieflj  'VöHiegendeh  Buche 
und  dem y  wie  er  meint,  eine  gleiche  Tendenz  \-erfol^(nlÖön  Lehf- 
buche  der  Geometrie  von  K.  Snell.  IV eip  z,t^..  1841.  (IMf.  5. 
Llterar.  Ber.  Nr.  II.  S.  29.)  entschieden  znrfick-ii  eist,  "  so  gehen 
wir  ihm  darin  vollkommen  recht,  sind  jedoch  der  Meinnncr,  dass 
eine  solche  Zurückweisung  für  urtheilslnblge  Mathipmatiker  crnnz 
unnutbig  war;  denn  wer  beide  Bilcher  kennt,  kann  iinrnngRch 
versucht  werden,  eine  solche  Parallele  zu  ziehen.  Herrn  SchlTi- 
milch's  Buch  ist,  mag  es  immerhin  nicht  der  sogenannten  enkli' 
dischen  Methode  in  ihrer  Form  huldigen,  doch  ein  völlig  stren- 
ges und  dabei,  wie  schon  erwähnt  wprden,  in  sehr  anti|)recbender 
Darstellung  verfasstes  Lehrbuch ,  das  man  aber  nicht  nac^  Tisch, 
auf  dem  Sopha  liegend,  lesen  kann  ,  sondern  das  Nachdenken  er- 
fordert und  zum  Nachdenken  anregjt^  was  bei  einem  Lohrbucfie 
immer  mit  eine  Hauptsache  ist;  was  Herrn  Snell's  T$uch  ist, 
wollen  wir  hier  nicht  weiter  aus  einander  setzen,  aber,  ohne  des- 
sen Herrn  Verfasser  im  Geringsten  persoidich  zu  nahe  treten  zn 
wollen,  TDÜ^sen  wir  doch  wenigstens  so  yiel  bemerken ,  dass  dnrcb 
dasselbe  gewiss  Niemand  ein  Geo.racter,  d.  b.  zjir  selbstständisen 
Führung  einer  geometrischen  Untersuchung  ,pQfäl)igt  werden  wird. 
Wir  wiederholen,  dass  das  vorliei^ende  neue'  I^ebrbuch  4er 
ebenen  Geometrie  und  ebenen  Trigonometrie  eine  sehr  gute ,  aus 
einer  selbstständigen  Anschauung  der  Wissenschaft  hervorgegan- 
gene Darstellung  der  beiden  betreffenden  Disciidinen  liefert,  das  wir 
mit  grossem  Vergnügen  gelesen  haben,  und  das  sich  gewiss  viele 
Freunde  erwerben  wird,  selbst  auch  bei  seiner  grossen  Deutlich- 
keit und  einfachen  Darstellungsweise  zum  Selbststudium  empfoh- 
len zu  werden  verdient,  wobei  noch  besonders  hervorgehoben  wer- 
den muss,  dass  es  auch  eine  ziemliche  V'oIiständi<jkeit  erstrebt, 
und  in  manchen  Partieen  weiter  gebt  als  andere  derartige  Bücher, 
indem  es  z.  B.  auch  ^lie  ebene  PolyffpnomQtde  in  seinen  Kreis 
gezogen  hat,  und  aiicli  die-Consfrtfctfmi  «e^^ftgulären  Siebzehn- 
ecks lehrt,  auch  manche  Aul'iraben  und  Betrachtungen  heranzieht, 
die  J^'^ch  in  andern  geometrischen  Lehrbüchern  nicht  finden.  Wir 
eripföhjen  daher  dieses  neue  Lehrbut^h  def' Beachtunir  der  Leser 
unserer  Zeitschrift  recht  sehr  aus  vollkommenster  üeberzeuj^urig, 
und  vVifniöhcn ,  dafis  der  Herr  Verfasser  uns  recht  bald  mit  der 


le  sich  I 

rapfehjen  (.  portseli'.üng  erfreuen  möge.  ^  .  T'  . , 

nserer  i'^^iti! 
nd  wifnsch&w^Mi^ 

'ortset/.iins  uaiiA.^ 


Ü!^.  f  b^l.,  Profes«dr/a!n  tfef  -techri  i»cheii  BilduRglsainstaft 
feil  Öre'fiden.*^)  i  ßr^tes;  H«fti  Die  DariKtelhui'ff  dcis  P»nkl» 
test^  öer  Li ni^ 'bnd' der  'ßb^tie  iiacH  der  'Pjra^ll^i^P.ra» 
j^eHoii.  iMit  aeht  Taf.  in  Qrt.  Leipzig.  1849.18;  'Üli  i^gr. 

Uie  deuUcHje  LiteratMr,  wenn,,9uch  in ,fieüerer  Zeit  luenrerQ 
Werke  öher  (ie«(TiptLve  l^eonietrie  c^8i^hieIle^  siii^ yv.a^  bei  der 
gro^iien  Wichtigkeit  diese«  Gegenstände«  tür  tlie  Techuik,^  w^lch^ 
mit  l^ecbt  auch  bei  iinn  iniiner  mehr  anerkannt  wird  ,  nicht  ander« 
sein-  kann,  ist  nicht  gerade  sehr  neich  an  solchen  Werken,  wenig* 
stens  jedenfalls  nicht  so  reich  wie  die  fronzusisclke  Literatur,  und 
jede  neue  Erscheinung  au(  diesem  Gebiete  verdient  daher  Dank. 
So  auch  die  vorliea^ende  verdienstliche  Schrift,  MU  Recht  ber^ierkt 
der  Herr  Verfasser  in  der  Voriede,  dass  die  descriptive  Geome- 
trie zwar  in  ihrem  dermaligen  Gewände  allerdings  die  Regeln  um- 
fasse, nac  »  welchen  Linien  und  Flächen  mit  Hülfe  der  l^rtfection 
ßich  darstellen  lassen,  damit  aus  der  Projection  die  wahre  Be^ 
pchaffenheit  oder  äussere  Erscheinung  detn  Gesichtssiime  zuge^ 
filhrt  werde,  dass  aber  allerding.s  die  Methode  der  Projection  einer 
höheren  Auffassung  fähig  sei,  zufolge  welcher  ihr  Zweck  darirt 
bestehe,  aus  den  Wahrheiten  der  elementaren  Geometrie  der  Ebene 
und  des  Raumes  heraus  die  EigeM.*!chaften  der  gesetzmnssigen 
Raumgebilde  organisch  zu  entwickeln,  «on^ch  die  elementare 
Geometrie  in  nothwendiger  ^^chlussfolge  ifortzubilden.  Sie  leite 
im  Allgemeinen  zu  demselben  Ziele,  .wie  Uie  analytische  Geomer 
trie;  denn  der  Veränderung,  welche  diese  mit  ihren  Gleichuugeii 
vornehme,  entspreche  die  Zeichnung  der  graphischen  MethpfJe» 
Dur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Bedeutung  jener  Veiänderuiigi 
wenn  sie  eine  geometrische  Wahrheit  enthalte,  in  die  Sprache 
der  Cjreonietrie  zu  übersetzen  sei,  während  die  graphische  Methode 
da»  J^iniengebilde  oder  deinen  Veränderung  uacli  Lage  und  Ges^l^ 
dem  äussern  und  Innern  Sinne  zur  uniuittelbaren  Anschauung  bringt, 
und  daher  auf  einem  geraden  und  leichten  Wege  zum  Ziele  führe, 
lo  diesem  Sinne  beabsichtigt  der  Herr  i  V^erfa^iser  ^ie  sanze.dieh 


die  descriptive  Geometrie  zur  wissenschaftlichen  Methode  erha- 
ben wird  und  nicht  bloss  eine  Dienerin  der  Technik  bleibt: , desto 
mehr  empfehlen  wir  dieses  neue  Werk  über  dejjvcriptive  Geoinetri^ 
den  Lesern  des  Archivs  zu  sorgfältiger  Beachtung.  Das  vorlie- 
gende erste  Heft  enthält  nach  einer  Linleituug  den  punikt,  die 
{gerade  Linie,  rwei  Gierade^  ^lie  ^bene,  die  Ebene  und 
Gerade,  zwei  Ebenen,  d4$  körperliche  Dreieck,  u^iue 
Lage  der  P  rojection  s- E  b  onen,  neue  Lage  dos  Punk.tßiSy 
dtr  .Geraden  und  der- Ebene.  M^n  ^vird  au^s  die^qr  tnhalt^^- 
aogate  die  systematische  Aoonlnnn^r  de^  G^^iiisen  und  diß  uul^  die 
analytische  Geometrie  genommene  Beziehung  —  irnlenv^.lii,  idie 
beiden  letzten  Abschnitte  der  I^ebre  von  der  Trun^formatvon  d^r 
ToorilinateD  in  der  analytischen  Geometrie  entsprechen  -Ti  Jfich.t 

*)    Jetzt  nn  der  pfdytcchniflrbrn  Schule  zu  Hannover. 
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erkennen»  und  dem  Herrn  Verfasser  das  Zeugniss  nicht  versagen, 
dass  er  das  sich  vorgesteckte  Ziel  streng  im  Auge  behalteo  hat. 
Ausser  der  allc^emeinen  Auflfassungsweise  enthält  auch  im  bLinzei 
neu  dieses  Heft  manches  iSeue ,  in  welcher  Beziehung  die  Leser 
besonders  auf  die  ganz  vollständige  und.  systematische  graphische 
Behandlung  des  sphärischen  Dreiecks ,  fiir  welches  {fewohnlicb  nur 
ein  Paar  isolirt  stehende  Aufgaben  graphisch  aufgelöst  werden, 
aufmerksam  gemacht  werden  inQssen,  sowie  auf  andere ,  damit  in 
Verbindung  stehende  neue  Auflösungen  einiger  Aufgaben ,  so  dass 


enden  Hefte  dieses  sehr  verdienstlichen  Buchs,  welche  vorzil?- 


langen  entgegen  sehen.  Die  Ausstattung  des  Textes  und  der 
Figurentafeln  ist  vorzüglich. 

Die  schwierigeren  geometrischen  Aufgaben  aus  des 
Herrn  Prof.  C  F.  A.  Jacob i  Anhängen  zu  van  Swiiiden's 
Elementen  der  Geometrie.  Mit  Ergänzungen  engli- 
scher Mathematiker  und  Auflösungen  herausgegeben 
von  Dr.  August  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Real- 
schule  in  den  Francke'schen  Stiftungen  zu  Halle.  Halle 


Ausser  den  aus  den  erwähnten  Anhängen  entlehnten  und  auf 
gelösten  Aufgaben  enthält  diese  empfehlenswerthe  Schrift  noch 
geometrische  Aufgaben  und  Sätze  von  28  englischen  Mathemati- 
kern, welche  der  Zeitschrift  ,.The  Matheniatician"  ent- 
nommen worden  sind.  Im  Ganzen  enthält  die  Schrift  159  geome 
irische  Autvaben,  ausserdem  in  einem  Anhange  und  Nach- 
trage noch  14  trigonometrische  Aufgaben  und  Sätze  von  englischen 
Mathematikern,  und  die  Leser  des  Archivs  sehen  also,  welches 
reiche  Material  ihnen  hier  geboten  wird.  Da  die  Aufgaben  in  den 
Anhängen  zu  van  Swinden's  Elementen  der  Geometrie  meis^tens 
grössere  Schwierigkeiten  darbieten  als  Aufgaben  in  aiuleren  ähn- 
lichen Sammlungen,  und  die  genannte  englische  Zeitschrift,  die 
vorzüglich  für  den  mathematischen  Unterricht  wichtig  ist,  sich 
wohl  in  den  Händen  nur  weniger  Lehrer  der  Mathematik  befin- 
det, so  ist  die  vorliegende  Schrift  des  Herrn  Dr.  Wiegand,  deti- 
sen  so  eifrigen  Bestrebungen  für  die  Förderung  des  mathemati- 
schen, insbesondere  des  geometrischen  Unterrichts  wir  den  erfreu- 
lichsten Erfolg  von  Herzen  wünschen,  jedenfalls  eine  sehr  ver- 
dienstliche zu  nennen,  und  keineswegs  etwa  in  eine  Kategorie 
mit  den  Auflösungen  der  algebraischen  Aufgaben  des  INleyer  Hirsch 
von  Sachs  u.  s.  w.  oder  ähnlichen  dem  mathematischen  Unter- 
richte wenig  Nutzen  bringenden,  fast  nur  schadenden  Büchern,  zu 
setzen,  da  ihr  auch  neben  ihrem  pädagogischen  Nutzen  wissen 
sphaftlichcr  Werth  nicht  abgesprochen  werden  kann.  Sie  schliesst 
sich  übrigens  an  die  früher,  von  demselben  Herrn  Verfasser,  er- 
schienenen „Lehrsätze  und  Aufgaben  aus  des  Herrn  Prof. 
Jacobi  Anhängen  u.  s.  w.  Halle.  1847.  1.  Band  und 
H.  Band.  L  Abtheil.''  an  und  bildet  mit  denselben  ein  W'erk. 
von  welchem  sie  der  Schluss  ist. 


wir  auch  In  dieser  Beziehung 


1849.  8.     1  Thir.  7»/^  Sgr. 
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O  p  t  i  k. 


Das  Orthoskop! sehe  Ocular,  eine  neu  erfundene 
achromatische  L insenconi hi nati  o n,  welche  dem  astro- 
no  Uli  sehen  Fernrohr,  mit  Einsehluss  des  dialy  tischen 
Kohrs,  und  dem  IVJikro8cop,  hei  einem  sehr  grossen 
Gesichtsfeld,  ein  vollkommen  ungekriinimtes,  perspek- 
tivisch richtiges,  seiner  ganzen  Ausdehnung  nach 
seharfcs  Bild  ertheilt,  so  wie  auch  den  blauen  Rand 
des  G  esi  chtsrauni  es  aufhebt.  31  it  einer  Anleitung  zur 
Kenfifniss  aller  Umstände,  welche  zu  einer  massgebend 
de  n  Beurth eilung  und  riehtig<*n  Behandlungsart  der 
optischen  Instrumente,  insbesondere  des  Fernroibit» 
durchaus  nüthig  sind,  von  (^arl  Kellner,  Optiker  zu 
Wetzlar.    Nebst  einem  Anhange:    Zur  Kennt niss  und 

genauen   Prüfung   der  Libellen  oder  Niveau's  von  M. 
ensoldt,  Mechaniker.  B raunsch wei«(.  1849.  8.  15  INjrr- 

Wahrlich  viel  Worte  auf  diesem  Titel !   Was  es  mit  dem 
neuen  „orthoskopischen  Ocular"  für  eine  ßewandtniss  hat, 
erfährt  man  aus  dieser  i^chrift  keineswegs,   denn  der  Herr  V'erC 
sag:t  S.  18.  ausdrücklich:    „Es  wird  gewiss  keiner  meiner  geehr- 
ten Leser  die  Erwartung  hegen,   dass  ich  hier,   meine  Erfindung 
rücksichtslos  preisgebend,  mich  auf  eine  Zergliederung  der  Ein^ 
ricbtung  dieses  Ocuiars  und  Entwicklung  der  Grundprinci[)ien,  auf 
welche  der  gute  Erfolg  sich  gründet,    einlassen  werde,  sonderu 
es  vielmehr  gern  verzeihen,  wenn  ich  nur  berichte,  was  das  neue 
Ocular  leistet.*'    Demzufolge  hätte  er,  weil  auch  alles  üebrige  in 
deriSchrilt  meistens  wenig  wirkliehe  Belehrung  gewahrendes  blos- 
ses  Gerede  ist,  dieselbe  besser  ungeschrieben  gelassen,  sich  auf 
eine   blosse  ofifendiche  Ankündigung  beschränkt,  und  die  Beur- 
theilung  seines  Ocuiars  dem  praktischen  Gebrauch  lediglieh  anheim 
erteilt.   Aus  der  Schrilt  selbst  erfährt  man  nichts  weiter,  als 
ass  das   Ocular  vor  dem   Campani'schen  und  llamsden'scheu 
zweifachen  Oculare  wesentliche  Vortheile,   die  der  Titel  angiebt» 
haben  soll,  „und  dass  dasselbe,  obwohl  es  ein  dreifaches  Ocular 
ist,  also  aus  drei  Linsen  besteht,  doch  nur  vier  spiegelnde  Flä- 
chen hat.*'    Es  kann  also  durchaus  nur  der  praktische  Gebrauch 
über  die  Leistungen  dieses  sogenannten  orthoskopischen  Ocuiars 
entscheiden,  die  Schrift  selbst  wäre  jedenfalls  besser  ungeschrie- 
ben geblieben;  wenigstens  warnen  wir  vor  der  Anschaffung,  wenn 
sie  auch  nur  15  Sgr.  kostet.  Die  Vorrede  und  der  Anhang:  „An 
die  Männer  der  Wissenschaft"  klingen  etwas  marktschreie- 
risch. In  dem  Anhange  über  die  Prüfung  der  Libellen  beschreibt 
Herr  Hensoldt  ein  zu  diesem  Zweck  bestimmtes  besonderes  In- 
strument, über  dessen  Brauchbarkeit  man  auch  nur  nach  wirkli- 
cher Anwendung  wird  urtheilen  können.  Wir  solllen  meinen,  dass 
wenigstens  derjenige,  wer  einen  hirdänglich  gofiau  getheilten  Ver- 
tikalkreis besitzt,  an  welchen  er  die  Libelle  anbinden  kann,  ein 
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solches  besonderes  Instrument  zur  Prüfung  der  Libellen  sollte  ent- 
behren können;  jed<»ch  wollen  wir  nicht  absprechen,  da  bei  sol- 
chen Dingen  eigne  iiraktisclie  Anwendung  nöthig  ist,  wenn  man 
sich  zu  einem  vollgültigen  t'rthejle  wijl^für  berechtigt  halten. 


»Iii 

-  O  1 


•t  III  U'ill 


)  I 


U'Mi  '»in 
it  'i  li  •  ".1  i  / 1    i  b  r-  '.M<  . 

ii  i^.'niis  Ii!  ^  19  t  r  o  n  o  in  i  e* 

-il  "HJ  «<  1  •»  '  j    .  ^.  ,.,>>,.,< 

»Im  •  '<-■». 

h.'  Mittlere  Oertef  von  12000  Fix-Sternen  für  den  An- 
fang von  I83(>,  abgeleitet  au«  den  ßeobachtu ngen  aaf 
der  Hamburger  Sternwarte  von  Carl  Rüniker.  Vierti 
Abtheilung/  Erste  Hälfte,  die  18te  bis  2lste  Stund« 
enthaltend.    Hamburg.  1849.  4.    1  Tbir.  15  Sgr.  M 

Wir  freuen  uns  sehr,  wieder  eine  Fortsetzung  dieses 
trefflichen,  aus  directen  auf  der  Hamburger  Sternwarte  angestell- 
t6n  ;Beobachtungen  abgeleiteten  FiXsleni -Catalogs  anzeieeii  za 
können.  Wer  dieWichtigkeit  geiiaucr  Sternpositionen  Rir  die  hentige 
Astronomie  zu  würdigen  versteht,  ^^i^d  das  grosso  Verdienst,  wd- 
fches  der  Herr  üifector  Uümker  dun  b  Bearbeitung  dieses  Stern- 
kataloqs  um  die  Wissens^^baft  öich  envirbt,  gewiss  dankbar  erken- 
nen. In  dieser  Zeitschrift  müssen  wir  uns  mit  der  blossen  An- 
zeige dieser  neu  erschienenen  Fortsetzung  begniigen,  wünschen 
aber  sehr,  dass  dieser  ausgezeichnete  Catalog  neben  anderen  ähn- 
lichen verdienstlichen  Arbieiten  von  allen  Astronomen  recht  viel- 
fach bei  ihren  Rechnungen  und  Beobachtungen  benutzt  werden 
möge. 


Iii. 

tr«d'» 

,|4« 


•    Längen-Bestimmung  durch  den  Mond.    Eine  nai 
tVsch  -  astronomische    Abhandlung    von    Carl  Kumker 
Hamburg.    1849.    2  Thir. 

Diese  sehr  zu  empfehlende,  mit  grosser  Deutlichkeit  verfassl 
Schrift  enthalt  mehr  als  ihr  Titel  angiebt.  Sie  enthält  ainM 
Tier  Abhandlunge«:  L«HngenbestiHimung  durch  Montl-UJ* 
stanzen.  —  Längenbestimmung  durch  Fixstern-Be- 
deckungen. —  Vorausberechwung  der  Ster  n- Bo d eckun- 
gen.  —  Längenbesti  ni  m  ung  d  urch  Kulmination  "^5 
Mondes  und  der  i\l  o  n  d  es  -  S  ter  n  e ,  welche  sämnjtlich  sehr 
instructiv,  ganz  elementar  mit  fortwährender  Rücksicht  aul  an 
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cöhaulicbe  Erläuteniiig  durch  Figuren  verfasst,  und  durch  Tollstärt- 
dig  ausgerechnete  numerische  Beispiele  sehr  zweckmässig  erläu- 
tert sind ,  wobei  auch  mehrere  dem  Herro  Verfasaer  eig^pthün»- 
licbe  Methoden  Torkommeii,  Den  Hauptinhalt  bildet  abec^eine 
Sammlung  sehr  sorgfältiff  bmcbnetef  sdir  DÜtdicb^  nautischer 
Tafeln,  nämlich:  Tafetl,  Zur  Berechnung  der  wahren 
Mond-Distanz.  S.  2  —  175.  II.  Mittlere  Refraction  ttttd 
Kimmtiefe.  III.  Halbmesser  und  Hdhen-Parailaxe  der 
Sonne.  IV.  Contraction  des  verticalen  Halbmessers 
durch  Refraction.  V.  Vergrüsserune:  des  Mondshalb' 
messers.  VI.  Höhen-P aralhixe  eines  Planeten.  VII.  Co r- 
rection  der  mittleren  Refraction  für  Th  ermometer-  und 
Barometer-8tand.  Vlll.  Zur  Verwandlung  der  Barome- 
ter- nad  Thermometar-Seala.  IX.  Radienvectoren  und 
Abstände  des  eeocentrlschen  Zeniths  Tom  g.eographi* 
•eben.  X.  Zur  Berechnung  der  Oetrecllon  wegen  zwei- 
ter Differenzen.  XI.  CorrectioD  der  mittleren  Green- 
wich-Zeit  für  zweite  Differenzen  bei  Mond-Distanzen. 
XII.  Verbesserung  der  Halbmesser  in  der  Ebene  der 
Mon d-D is tanz.  XTII.  Correction  der  Aequatorial-Hori- 
lon tal  -  P  aral laxe  des  Mondes  wegen  Abplattung. 
XIV.  An  die  durch  Approximation  -gefundene  wahre 
Distanz  anzubringende  Correction.  Av.  Uülfstafel  für 
eise  nene  Methode  aar  Bereebnnng  der  wahren Diatana* 
—  Man  sieht  hleraas,  wie  vieles  Nützliene  diese  nautiscfaen  Tafeln 
eDthalten,  nad  mnas  sich  dem  Herrn  Verfasser  ßlr  die  auf  die 
ßerechnung  derselben  verwandte  grosse  Mühe  und  Sorgfalt  zu  dem 
lebhaftesten  Danke  verpflichtet  fühlen.  Möge  das  Werk  bei  allen 
wissenschaftlich  gebildeten  Seefahrern  una  auf  allen  nautischen 
Lehranstalten  die  wohlverdiente  Beachtung  im  voüsten  Maasae 
fioden^  und  vielfach  gebraucht  werden! 


Der  Cbaralcter  dea  FldaHlgea.  Versuch«  den  Zwie- 
•pialt  an  beseitigen,  welches  die  Erklärung  der  Er- 
scheinungen des  Drneks  und  der  Hebung  der  Flüssig- 
keiten Teraniasst  hat  Von  B.  T.  Berlia.  185a  8. 
5  Sgr. 

6e|iOrt  anr  Drielierg-Literafiir»  ond  wird  daher  hier  si^t  wei- 
ter besprochen,  soadera  das  Urthei|  den  Lesern  selbst  anhefaii 
goatellt»  ^  ' 

* 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1847.  Darge« 
atallt  von  der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin. 
III.  Jahrgang.  Itedigirt  van  Piefeaaor  Dr.  Q.  Karaten. 
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EtRte  Abtheilung.    Enthaltend:    Alleemeine  Physik, 
Akustik,   Optik  und  Wärmelebr«.  Berlin. 
1  Xhlr.  10  Sgr. 

im  Literar.  Ber.  Nr.  XXXVII.  S.  538.  zur  Empfeblung 
dieses  ünternelimens  gesagt  worden  ist,  gilt  auch  von  diesea 
«lahrgange.  Der  InbaU  der  ersten  Abtheilung  i»l  auf  dem  Titel 
^gegeben.N/ 


'  irermlsclite  SelurifteB. 

VerhandloDgeo  der  sehirelteriscben  natorfors'elleii- 
den  iße  seil  schart  bei  ihrer' Tersaminlung  zu  Solothnro 
den  und  26.  Heumonat  1848.  33.  VeraamnUag. 

Solotharn.  8. 

'  *  Ailaser  den  Relationen;  über  die  einzelnen  Versammlansen 
4et '  adhnreizMiaclM  saiarfofaehendeD  Cteelladbaft  «od  4foa  m- 
ttehfen  «ber  die  Verbandlnngen  der  KaatewJgeeeliachniiei  n 

Basel,  Bern,  La  Cbaux-de-Fonds,  Genf,  Waadt,  Solothum,  Zö- 
rleh  in  den  Jahren  1847  und  1848,  enthalten  diese  VerhandloD- 

fen  auch  einige  grössere  Aufsätze,  welche  die  Beachtung  du 
<eser  des  Archivs  verdienen,  und  deren  Titel  daher  hier  Tollstän- 
dig  angegeben  werden  sollen:   Relation  über  das  Ton  Oho^ 
herr  Berchtold  in  Sitten  entdeckte  Maass^System  der 
Natur  von    Professor  O.  MuUinger     (S.  74.  —  S.  86.). 
Jedenialls  ein  viele  merkwürdige  Ideen   und  AuffassunffsweiMa 
enthaltender  AnfiMta,  der  —  ebne  bler  für  jetzt  ireend  WUeiM 
aaf  die  praktlacbe  Aosfilbrbarkelt  der  geinacbten  VorschUlge  oek- 
men  und  die  Ricbtigkelt  der  ausgesprochenen  Anaicbten  prufi» 
an  wollen  ^  den  Lesern  des  Archivs  zur  Beaehtong  em|HoUeA 
zu  werden  verdient    Die  Schrift  selbst,  in  welcher  diese  Ideen 
ausgesprochen    sind,    führt  nach   Herrn  Professor  Müllingers 
Angabeden  Titel:  La  Metrologie  de  lanature,  decouvertei 
par  M.  Jos.   Ant.  Berchthold,    Chanoine  de  Sinn  etc. 
ouvrage    approuvö    par   plusieurs   comites  scientlfi-j 
ques;   traduit  de  TAilemand  par  M,  Jos.  Nie.  Hnbeti! 
«WßMe  selnea  Bericbta  nmcht  Berr  Professor  Müinnffer  der 
scbweizerisdien   natnrforachenden   QesellscbiA   die    foqjiÄlIv  \ 
Vorschläge: 

1)  Die  naturforschende  Gesellschaft  der  Schweiz  möge  dem 
Wrm-Verfaiser  der  Mdttelo^ie  de  la  natute  fMä  XHijlL^ 
ihre  Anerkennung  seiner  Verdienste  aussprechen;  """^ 

2)  es  möchte  der  eliemaligen  Kommission  für  die  Feststellung 
•der .  sehweizerisehen  Maasse  und  Gewichte  die  Entdeckung  des 
Kem  Vecfasam  aor  Prüfang*  nad  cnr  Batlektssalattaag  ai-  dM 
Caatralksinitd  aaaert«  Vawins  vorgelegt  nWian;: 
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3)  im  Falle  die  Kommission  die  VVOnschbarkeit  einer  alli^e- 
meinen  Einführung  des  neuen  Maasssvstems  ausspricht,  soll  lias 
Centralkomite  der  naturforschenden  (^esellMchaf't  beauftragt  wer- 
den, sich  jnit  den  Akademien  oder  statistischen  Vereinen  der  an- 
gräozeoden  Staaten  in  Verbindung  zu  setzen  und  behufs  einer  all- 
gemeinen Einführung  zur  Prüfung  des  neuen  Maasssystems  ein- 
Buladen. 

Wir  führen  dies  hier  an,  um  zu  zeigen,  welchen  Werth  Henr 
Professor  Mollinger  auf  die  Ideen  des  Herrn  Chorherm 
B  er  cht  hold  in  Sitten  legt.  Welche  Aufnahme  die  obigen  An- 
träge bei  der  scht^eizerischen  naturforschenden  Gesellschaft  ge- 
futtdeu  haben»  gebt  aus  den  Verhandlungen  (S.  15.)  nicht  hervor» 

Ueber  die  langsame  Oxydation  der  Körper  in  atmo- 
ipMriacher  Luft  von  Prof.  Scbdoboin.    6.  97.  — -8.  lia 

Ueber  die  Erzengung  des  Oisons  dorcli  Phosphor 
iDreiiem  Sanerstoffgas  von  Demselben.  S.  114-^142, 

Auszug  aus  der  Abhandlung  aber  die  Brlabrtinsea 
m  Gebiete.der  Alp  ee  wirft  beehalt  von  Kaethefer*  :S.  143 
»-&14& 

Methode  den  EinftnesjBu  compensiren,  welehen  die 
Eiieetnassen  eines  Schiffes  in  Folge  der  VertheÜung 
der  magnetischen  Flüssigkeiten  durch  den  Erdmagne^ 

tismus  auf  die  Compassnadel  ausüben.  Von  Jacob 
Arasler.  in  nautischer  Rücksicht  machen  wir  auf  diese  Abhand- 
lung, welche  mit  einer  andern  in  den  Denkschriften  der  schwei- 
zerischen naturtorschenden  Gesellschalt  abgedruckten  Abhandlung 
in  Verbindung  steht,  aufmerksam.  Die  Untersuchungen  von  Bar- 
low,  und  die  auf  verschiedenen  Seereisen  mit  dem  von  demsel- 
l>eB  vomechlageiien  einfachen  Coropensationsapparate  vorgenom- 
menen  PrQfungen  sind  den  Lesern  des  Archivs»  weiche  sich  filr 
diesen  Gegenstand  interessireo »  bel^aniKt,  nnd  Iconnen  in  dem  eine 
iehr  lehrreiche  Darstellung  von  Horner  enthaltenden  Artikel 
»Ablenkung  der  Magnetnadel"  in  dem  ersten  Theile  des 
Gehler'schcn  Wörterbuchs  nachgelesen  werden.  Die  grosse  Wich- 
tigkeit dieses  Gegenstandes  für  die  Schiflffahrt  leucntet  auf  den 
ersten  IJlick  ein,  und  wird,  wie  Horner  am  Ende  des  angefCibr- 
ten  Artikels  bemerkt,  z.  B.  durch  das  Unglück  des  Ostindienfab- 
'ers  Thames  bewiesen,  welcher  ausser  den  gewöhnlichen  eiser- 
nen Schiffsger&tiiechaften  noch  eine  Ladung  Ton  mehr  als  400 
Tonnen  Eisen  und  Stahl  an  Bord  hatte,  und,  nachdem  er  Abende 
nn  6  Uhr  noch  das  Vorgebirge  Beachy-rheadl  in  Sicht  hatte, 
um  1  bis  2  Ubr  Morgens  auf  der  Dämlichen  Stelle  strandete ,  w  äh- 
i'end  dem  man  sich  noch  weit  vom  Lande  entfernt  glaubte.  Sollte 
es  Wühl  einer  anderen  Erklärung  dieses  merkwürdigen  Unglücks- 
falls bedürfen,  als  der  durch  die  vielen  an  Bord  befindlichen 
Eisenroassen  herbeigeführten  grossen  Missweisung  der  Magnet- 
nadelt 
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ÄDSserdem  enthalten  die  vorliegenden  Verhandlungen  noch 
interessante  ausführliche  Nekrologe  von  Heinrich  Zschokke 
(geb.  den  22.  März  1771  zu  Magdeburg,  gest.  den  27.  Juni  1848 
zu  Aarau)«  der  sich  immer  eitrig  mit  iSaturwissenschafteD  ia  wei- 
taUm  Beiiebung  benebftftigte,  «o  wtil  dies  oIhm  hShm  Mlbop 
iMliflch«  KeDütiiiMe  mlSgyai  war;  «ad  vm  DaBiol  Alesa«4er 
Chavannes  (geb.  deo  21.  Julius  J785  zu  Vevey,  gest.  dei 
29.  Octbr.  1846 SU  Lausanne);  so  wie  viele  einxelae  interessante  | 
üatheinatische  und  naturwissenschaftliche  Notizen,  walche  die 
vorliegenden  Verhandlungen  der  Beachtung,  der  lieser  des  Archirs 
sekr  Werth  machen. 

Th  e  Cam brid ge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  bv  VV.  Thomson,  M.  A-,  F.  R.  S;  £.  Vergl.  Literar.i 
Bericht.  Nr.  LH.  8.  726.  ' 

No.  XXII.  On  the  JUathematical  Theory  of  Electricity  in 
Equilibrium.  VI.  —  Geometricdl  Investigations  regarding  Sperical 
Conductors.  By  William  Thomson.  —  Oo  certain  Theorems 
in  the  Calculus  of  Operations.  By  W.  F.  Donkin.  —  On  Curves 
of  Double  Curvature  and  Developable  Surfaces.  ßy  Arthur 
Cayley.  —  On  the  Classification  of  Curves  of  Double  Curvaluie. 
Bt  Rev*  George  3alaieii.  On  the  Oeveiepaiiie  SmSum 
wbicb  arise  from  Two  Serfheee  ef  tbefieeoad Order.  By  Arthut 
Cayley.  —  On  the  Theorems  in  Space  anologous  to  tbose  ol 
Pascal  and  Brianchon  in  a  Plane.  Part  II.  Bv  Thomas 
Weddle.  —  On  the  Bifocal  Chords  of  Surfaces  of  the  Seeeal 
Order,  ßy  John  Y.  Rutledge.  —  Analytical  Demonstratioo  m 
a  Theorem  in  Carnot's  „  Theorie  des  Transversales/'  By  WiU 
liam  Walton.  ^ 

(The  Best  Mamher  will  be  pnblished  on  the  Ist  of  May.)  j 


BmcMehler. 


In  dem  Titel  der  Abhandlung  Nr.  VIll.  in  diesem  Hefte  S 
113.  ist  leider  der  Name  des  Herrn  Vfs.  der  Abhandlung  fai^ 
i^Mosaburger"  gesetzt  worden«  Der  richtige  "San»  ^ 
««llosabrugger/' 


Digitized  by  Google 


•  t 

I 

liiterarlsiclier  Bericlit 


Arithmetik« 

Mathematische  A bhan  dlunffe n  von  Dr.  O.  Schlu- 
nilch,  Professor  der  höheren  .Mathematik  an  der  Kö- 
niglich iS&chsischen  fechniseben  BildungsaDsfalt  zu 
Dresden.   Dessau.  1850.  8. 

Der  Herr  Vf.  beschenkt  uns  hier  wieder  mit  einer  Reihe  in- 
t€fes8anter  und  wichtiger  mathematischer  Ahhandluugen,  deren 
Titel  folgende  sind;  I.  Ueber  das  Theorem  von  Maclaurin.  — 
n.  Die  .Bfirmaiin'sche  Reihe.  —  IlL  Ueber  approximative  Qua- 
'Iratureo.  —  IV.  Üt'l>er  ein  Do|>{»elintegral  mit  zwei  willkührlicheu 
Functionen.  —  V.  Ueber  die  Bestimmung  der  Masse  bei  ungleich* 
fönaiger  Dichtigkeit 

Besonders  inlerassant  Ist  vns  Nr.  II.  gewesen,  in  welcher 

Abhaudlang  Gültigkeitsbedingongefn    der  Biirmaun*schen 

l^eihe  zum  ersten  Male  vollstandii:^  erörtert  sind«  Aber  auch  alle 
>il)risen  Abhandlungen  enthalten  des  Bemerkenswertiien  so  vieles, 
tlass  wir  die  Leser  des  Archivs  drini^end  auflordeni,  sich  auch 
"nt  diesen  ganz  im  Geeiste  der  neueren  Analysis  ijohaltenen  Ar- 
heiteu  des  Herrn  Vfs.  baldigst  bekannt  zu  machen.  Uebrigen* 
bilden  die  Abhandlungen  1.,  II.,  III.,  und  ebenso  IV.,  V.,  in  ge- 
^\wr  Rücksicht  ein  Ganzes,  uud  das  in  der  Abhandlung  V.  ge« 
]|;ooiiene  allgemehie  elegante  Theorem  (S.  14l0i>  Terdieiit  jedenfaili^ 
Beadtoag. 

•  '  ... 
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€leometrie. 

Die  geometrischen  O^erter  einiger  raerkwurdigen 
Punkte  im  Dreieck  und  damit  in  Verbindung  stehende 
1) rei ecksätze.  Vom  Inspector  Gent.  Liegnitz.  1850. 
4.  (Programm  der  Ritter-Akademie  zu  iiiegnitx  voo 

Ostern  1850.)  | 

Diese  Abhandlung^  schliesst  sich  an  die  im  ArchiTTbl.IV.  S.  445 
gemachte  Bemerkuni?:  „dass,  wenn  man  von  einem  Punkte  der 
Peripherie  eines  Kreises  auf  die  Schenkel  eines  Centriwinkels 
Lothe  fällt,  die  Entfernung  der  Fusspunkte  derselben  unabbängis 
von  der  Lage  des  Punktes  auf  dem  Umkreise  ist,  indem  sie  le- 
diglich von  der  Grösse  des  \Vinkels  abhängt''  an ,  und  fuhrt  durch 
sehr  eiofache  ßetracbtungcn  zu  einer  siemlicb  grossen  AitfiU 
geemefarlscher  Sütze,  die  aoch  als  Uehungen  Air  SeWÖer  M 
sehr  zweclonässig  werden  benutzen  lassen»  weshalb  wir  dieses 
lesenswerthe  Programm  der  Aufmerksamkeit  der  Leser  des  Ar- 
chivs recht  angelegentlich  empfehlen. 

Trigonaltriaden  in  arithmetischer  und  harmoni- 
scher Progression«  Von  Dr.  A.  Wiegand.  Halle.  1850. 
4.  4  Sgl. 

Die  Anregung  zu  dieser,  sehr  zweckmässigen  StoflF  zu  geo- 
metrischen und  trijTonometrischen  Uebungen  für  Schüler  darbie- 
tenden und  deshalb  ijelirern  an  höheren  Unterrichtsanstalteo  zur 
Beachtung  zu  empfehlenden  kleinen  Schrift  gab  der  in  derZeitj»cliri(l;  ! 
9, The  Mathematician"  zum  Beweise  hivigestellte  Lehrsatrt 

If  the  radii  of  the  e.^cribed   circles  of  any  plane  ' 
trianglebein  harmonical  progression,  then    will  the  ^ 
sides  ot  the  triangle  be  in  arithmetical  progression;  ! 
welchen  der  Herr  \L  in  sehr  geschickter  Weise  ziemlich 
mein  ansznbeuten,  und  aus  demselhen  viele  sweckmSssige  UdUjp^ 
S&tze  und -Aufgaben  Ohr  Schfller  an  ziehen  gewnsst  bat  '*„ 

De  novo   systemate  coo rdi  natarum.  Dissertatio 
ipatbematica  auctore  G.  Stammen  ßonnae.  1849.  8.  ' 

Das  neue  Coordinatenaystem,  von  welchem  der  Herr  Vf.  io 
dieser  Schrift  handelt»  wollen  wir  mit  seinen  eignen  Worten 
charakterisiren ,  indem  wir  bemerken ,  dass  sich  die  Flgor  iß 
Leser  selbst  leicht  wird  ergänzen  kOnnen.  I 

1^  puncto  fixo  F  in  circuli  circumferentia  Ä  F  B  jacente,  | 
uae  e  centro  C  radio  CF=zii  descripta  est»  accus  FA,  Fß 
irectione  opposita  abscindunuis  et  in  arciium  extreraitatibus  J< 
Ii  tangentes  circuli  AM,  UM  ducamus,  qiiae  sese  io  puncto 
secabunt.    Quuni  in   quovis  circumferentiae  puncto  una  tantom 
tangens  duci   nossit,  i>atet  punctum  M  unicum  Semper  exstare,  | 
igitur  areubus  FA,  Fß  perfecte  determinatum  esse.    Vice  versa,  | 
quum  e  puncte  Jf  extra  circuhim  lacente  duae  solum  taogentes  j 
strul  pesslnt»  dato  pancto  M  perfecte  ddterminantnr  arcus  AF,  I 
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BF,  qai  a  punctis  contactu«  taiigentium  cum  puncto  tixu  F  in 
cluduntur.  Itoque  datis  centro  et  radio  oirculi  atque  puncto  üxo 
io  circomfereofia  posito,  quodcanque  puuctuni  extra  circulum  si- 
tum»  ddolms  arcuoiis  deOiurf  pot«8t,  quibtts  igitur  tanquani  coor* 
dinatls  uti  licet.  Qua«  novas  cöordinatas  circularea  Toeeinvd 
qt  litteris  dealgnemua  ifa  nt  6  arcum  FA  ainlstrorsum  a 

ftuneto  F  nnmeratum ,  rj  contra  arernn  FB  deztrorsum  deacriptnm 
daBotet  PoDctara  fixuni  F  origo  roordinatanini  eaf 

Es  ist  diese  Schrill»  vTelche  wir  mit  vielem  Vergniigen  ge* 
les«n  haben,  ein  neuer  Beweis  fOr  die  Richtijrfceit  dW  «chon  in 
diesen  literarischen  iierichten  bei  verschiedenen  anderen  Gele- 
genheiten gemachten  Bemerkung,  die  aber  ursprünglich  haupt- 
säclilich  von  Plücker  hervorgehoben  und  auf  die  deutlichste 
Weise  in  «  Licht  gesetzt  worden  ist,  dass  neue  Coordinatensysteme 
last  immer  auch  zu  neuen  nierkvviirdl^eti  Nützen  und  Relationen 
ftShren.  Es  verdient  daher  diese  Dissertation  der  Beachbing 
der  Leaer  dea  Arehiva  empfohlen  zu  werden. 


Praktische  Geometrie. 

Verbandeling  over  de  eeticandige  Inhoudsvin* 
ding  der  Nederlandsche  Alatendoor  F.  J.  Stamkart» 
Matn.  Mag.  Phil.  Nat.  Doct.,  Arrood  isaementa  •  Ijker 
ta  AaBaterdam.   '8  Gravenbage.  1844.  8. 

I>leae  freilich  schon  früher  erschienene  Schrift  ist  erst  jetzt 
ztt  unserer  Kcnntniss  gelangt.  Wir  halten  dieselbe  jedoch  tör  in 
mehrfacher  Rücksicht  bemerkenswerth ,  und  machen  daher  noch 
jetzt  auf  dieselbe  aufmerksam.  Sie  betrifft  eine  Verbesserung  der 
ganz  geometrischen  Metbode,  wodurch  die  Niederländischen  In- 
halts-Maasse,  seit  ihrer  Einführung,  gesetzlich  verilicirt  werden, 
und  zeigt,  wie  viel  diese  Methode  vor  einem  directen  Messen, 
mit  nüdarcD  hhalts-Maaaaeii»  dao  aogenamifeD  Staadart -MaaaaeB« 
vofMi  Im*.  Bei  der  Aoirandaag  dieser  Methode  bedfirfen  dia^ 
Aicher  aar  Veriflciraag  -  aivaiii  Innalts -Maasses  nichts  weiter  ala 
einige  nach  deai  Länganmaasse;  idem  Meter)  geth eilte  Stähdien» 
um  die  Durchmesser  und  Höbe  zu  messen.  Auch  in  allgemeiner 
mathematischer  Beziehung  ist  diese  Schrift  interessant,  wegen 
verschiedener  in  derselben  entwickelter  Näberungsformeln  zur 
Flächen-  und  Körperberechuung,  die  wohl  anderweitig  wenigstens 
nicht  in  dieser  Weise  gegeben  sein  dürften.  Wir  bemerken  daher  noch- 
nuils,  dass  wir  namentlich  in  jetziger  Zeit^  wo  man  wohl  in  ver- 
scbi^enen  Lftadern  bald  m  aeaen  MaaaaregnliranjipmB  aehrelten 
wird  oder  achon  geachritten  iat»  eine  beaonoere  Hinvreumng  auf 
dieae  freilieh  aehon  vor  einigen  Jahren  erachleneneSdirlft  für  an- 
gemaaaen  und  iweckmSaaig  halten. 

S5* 
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Zugleich  verbinden  wir  hiermit;  noch  zwei  andere  früher  et» 
«ehienene  Abhatidlungen  desselben  Herrn  Verfassers: 

Eenvoudig  niiddel  ter  naäuwkeurige  vergelijking 
van  Lengtematen  (Overgenomen  uit  den  Algemeenei 
Konst-en  Leiterbode.  No.  3  6.  van  het  Jaar  1839.) 

Das  Princip  der  in  dieser  Schrillt  entwickelten  MethoA 
stimmt  mit  der  des  Fiihlspiegels  von  Herrn  von  Steinbeil, 
neuerdings  hekannt  gemacht  in  den  astronomischen  Nachrichten, 
Nr.  (jtii.,  "anz  überein,  und  ist  auch  zur  Vergleichung  von  Maass- 
stäben ä  Tiout  angewandt.  Obscbon  der  Herr  Vf.  die  Theile  de«, 
AppaiaftBi  not  seJnM,  obne  Hflife  eines  Kflnetlers^  ver£»rtig|  M 
war  doch  die  Richtigkeit  des  Verfahreas  so  gross,  dass'lV 

mittieren  Fehler  einiger  Vergieichungen  jQQQfiu».  nicht  überstl^ 

fen.    Die  Hinweisung  auf  diese  in  Deutschland  wohl  gar  MtM 
ekannte  Abhandlung  dürfte  daher  bier  gleichfalls  niiftfJiWMJ 
erscheinen.  1 

•  Aanwijzing  eener  eenvoudige  manier  van  Wegen 
waardoor  de  louten  der  Baiansen  grootendels  onscha 
delijk  gemaakt  worden,  neveus  bescbrijving  eeo 
Nieawe  fialans.  (Overffenomen  alt  den  Algemeei 
Konst-en  Letterbode.  Nr.. 61.,  53.  en  63.,  van  het  J 
1844.) 

Diese  Schrift  glebt  dne  Beschreibung  eber  neaen  Welse 
Wiegens,  welche  hanptsiehiich  darin  bestehet  die  beiden  Sei 
vor  der  Umwechselang  der  Crewichte  fest  sn  setzen,  oder,  bei 
Methode  Barda's  nur  die  eine  Schale,  woFon  das  Gewicht 
wechselt  werden  soll.  Dieses  Princip  i^t  angewendet  worden' 
einer  Wage,  welche  Herr  E.  Wenckebach  zu  Amsterdam  na 
des  Herrn  Vfs.  Angabe  trefflich  verfertiget  hat ,  und  das  Hesuitai 
war,  bei  einer  wiederholten  Wiegung  von  1  Kilogr.,  ein  mittlere' 
Fehler  für  jede  Wiegung  =  +  0,5  Milligr. ;  bei  einer  Wiegimg  voi 
einem  Gewichte  von  5  KUogr.  ein  mittlerer  Fehler  für 
Wieg.  =j:0,7  Milligr.,  und  bei  einer  Wiegung  von  10  ,Sj 
ehi  mittlerer  Fehler  ehier  Wieg.  s=4:],8  Ifilhgr. 

Die  vieles  Trefliiche  enthaltende  holländische  mathematis 
und  physikalische  Literatur  i^t  leider  für  uns  Deutsche  gross 
theüs  verscblessen«  was  wohl  mm  Thell  Schuld  des  Badib 
dels  ist  Das  ArehKr  hi^  daher  schon  frfiber  Ofteve  anf 
Hungen  In  bollandiscifer  Sprache  gebührend  hingewiesen, 
wird  dies  nach  femiHiln  thim»  so  oft  sieh  OelegenM^  dm 
bietet 
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A  s  tr  o  H  o  Hl  1  e« 

I>ef  Bischof  SyoesiuB  von  Cyrene  als  Physiker  und  Astronom 

beartheilt  nehst  der  ersten  deutschen  Uebersetzuo^  der  Rede  dei| 
%iie8lu8  de  doDo  Astrolabii,  oder  über  das  Lob  .der  Astror 
nomie  mit  verhossertem  griechischen  Texte  heranagegebeD  von 
Diu  Beiubard  Kolbe.  BerUo.  IbpO.  8.  ö  ^Sgi. 

Uranus.  OTPANOi:.  1850.  Zweites  Quartal  (April. 
Mal.  Jvni.) 

Das  erste  Quartal  1850  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  Llil  8.  740. 
angezeigt,  und  gilt  Alles,  was  dort  gesagt  worden  ist,  auch  voo 
diesem  Quartal.  Die  Zeitschrift  ist  für.  einen  Jeden,  vrelcher  sich 
ao  irgend  einem  Tage  zu  einer  an  demaeiben  vorfaiieDdeo  Him- 
nelseracheiDung  Torbereiten  will,  im  hScbaten  Grade  ntltzlieb. 
Mancher  Liebhaber  der  Astronomie  wird  erat  in  den  ^ewrihnlichen. 
Zeitungen  auf  eine  vorhandene  besonders  merlcwürdige  Himmels- 
erscheinung  aufmericsam  gemacht  Hier  findet  er  Alles,  was  sich 
vorausberechnen  lässf,  beisammen  und  weiss  schon  ein  Viertel- 
jahr voraus,  was  merkwürdiges  am  Himmel  vorkommen  wird.  Kei- 
ner, wer  sich  für  die  am  gestirnten  Himmel  vorfallenden  Begeben- 
heiten interessirt,  sollte  daher  die  Auschaffuug  dieser  sehr  nütz- 
:  lieben  Zeitschrill  unterlassen. 

Wir  machen  die  Leser  des  Archivs  anf  eine  Ahhaudlung  von 
Encke:  Ueber  die  Auflösung  der  Kepler*schen  Glei« 
<^hung  in  dem  neuesten  Stücke  der  AjS^romischen  Nach- 
richten. Nr:  714.  aufmerksam,  welche  ihre  Betrachtungen  an 
eine  geometrische  Construction  anschliesst,  und  zu  bemerkeos- 
werthen  Resultaten  und  leichten  Rechnungsmethoden  führt,  üebri- 
gens  bemerkt  Encke  am  Schluss  seines  Aufsatzes  selbst^  dass 
8cbon  Cassini  zu  ähnlichen  Resultaten  gelangt  sei,  wie  er 
;  DwhtrSglich  aas  Laiande*s  Astronom  ie.  Ed.  IIL  S.  1248. 
gesehen  habe,  einem  Buche,  von  welchem  er  mit  R^t  8a|^ 
s«dass  es  in  neuerer  Zeit  zu  wenig  benutzt  werde,  da  es  ein  bis 
jetzt  noch  nicht  erreichtes  Muster  von  Vollständigkeit  für  sein» 
^eit  bleibe.« 

Ftfoer  indet  sich  in  Nr.  709  —  Nr.  71%  desselhf^n  ansge- 
zeichmiten  Joumals  eine  sdbr  bemerkssswerthe  Abhandlung:  Un- 
tersuchungen über  die  Convergenz  der  Reibe,  d.ureh 

welche  das  K  ep  ler 's  che  Problem  gelöst  wird,  von  Franz 
^'arlini",  welche  eine  durch  Herrn  Professor  C  G.  J.  Jacobi 
veranstaltete  üebersetzuiig  oder  vielmehr  Bearbeitung  und  Ver- 
vollständigung einer  früher  unter  dem  Titel:  Ricerche  sulla 
convergen^a  della  scrie  che  serve  alla  soluzione  del 
P^roblema  di  Keplero.  Memoria  di  F^anpfssco  Carlini. 
^i laste.  1817.  ersehieoenen  merkwürdigen  Abhandlung  y;^^  Cskp 
lisi  ist 
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*  Nautisches  Jahrbuch  oder  vollstSndige  Epbemeri- 
den  und  Tafeln  für  dasJahr  1852  zur  Bestimmung  der 
Länge,  Breite  und  Zeit  zur  See  nach  astronomi sehen 
Beobachtungen,  nebst  einer  Anleitung,  wie  die  erfor- 
derlichen Rechnungen  anzustellen  sind.  Unter  amt- 
licher Aufsicht  herausgegeben  von  Dr.  C.  Bremiker 
PI  an  kanini  e  r:  Inspector  im  Königl.  Preuss.  Ministerium 
für  Handel  etc.    B erlin.  1850.  iL  15  Sgr. 

Diese  nautischen  Epheraeriden  dürften  wohl  Alles  enthalten, 
was  auf  der  See  zur  Anwendung  kommen  mochte,  und  die  Frage 
möchte  nur  sein ,  ob  zu  diesem  Zwecke  nicht  eine  noch  etwas 
grössere  Verkürzung  zweckmässig  und  hinreichend  gewesen  sein 
möchte,  etwa  nach  Anleitung  des  nach  unserer  Meinung  sehr  aus- 
gezeichneten, auch,  was  hier  nicht  unwesentlich  ist,  auf  sehr 
schönes  und  starkes  Papier  gedruckten  Nautischen  Almanacbs 
von  G.  F.  tJrsin  (Literar.  Ber.  LI.  S.  708.).  Die Zugrundlegung 
des  Meridians  von  Greenwich  kann  natürlich  nur  gebilligt  werden, 
und  jede  andere  würde  hier  unzweckmässig  gewesen  sein. 


Physik. 

  • 

Beiträge  zur  meteorologischen  Optik  und  zu  ver- 
wandten Wissenschaften.  Iq  zwanglosen  Heften  her- 
ausgegeben von  Johann  August  Grunert.  Erster  Theil 
ViertesHeft.  Mit  sechs  lithographirten  Tafeln.  Leip- 
zig. 1850.  & 

Dieses  den  ersten  Theil  beschliessende  vierte  Heft  der  Bei- 
träge zur  meteorologischen  Optik  fuhrtauch  den  besonderen  Titel: 

Die  Lichterscheinungen  der  Atmosphäre  darge- 
stellt und  erläutert  von  R.  Clausius.  Mit  sechs  litho- 
graphirten Tafeln.  Leipzig.  1850.  8.  und  hat,  wie  der  Ti* 
tel  auch  schon  besagt,  den  Zweck,  eine  übersichtliche,  ganz  po- 
puläre, wenigstens  auf  alles  mathematische  Formelwesen  verzich- 
tende Darstellung  aller  in  das  Gebiet  der  meteorologischen  Optik 
gehörenden  Erscheinungen  zu  liefern.  Eigentlich  hätte  die  Zeit- 
schrift mit  dieser  Abhandlung  beginnen  sollen;  es  war  aber  nicht 
leicht,  einen  ganz  geeigneten  Schriftsteller  für  die  Verfassung  der- 
selben zu  finden  und  zu  gewinnen,  und  so  erscheint  dieselbe,  statt 
am  Anfange,  jetzt  am  Schlüsse  des  ersten  TheiLs  der  Zeitschrift. 
AVenn  auch  dem  Herausgeber  dieser  Zeitschrift  nicht  zusteht, 
hier  ein  Urtheil  über  die  vorliegende  Abhandlung  auszusprechen, 
so  hält  er  sich  doch  für  berechtigt,  darauf  hinzuweisen,  dass  man 
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an  keinem  anderen  Orte  alle  in  das  Gebiet  der  meteorologischen 
Optik  gelK'irenden  Erscbeinunp^tiin  so  volUtändiger  Weise  wie  hier 
dargestellt  linden  wird,  und  weil  die  Darstellung,  wie  schon  erinnert, 
auf  alles  mathematische  Formetwesen  verzichtet  hat,  so  giebt  sich 
der  Herausgeber  der  Hoffnung  hin,  dass  diese  Abhandlung  des 
um  die  meteorologische  Optik  schon  vielfach  verdienten  Herrn  Dr. 
Clans  ins  io  Berlin  für  alle,  welche  sich  (lir  die  zum  Theil  so 
prachtvollen  Lichterscheinungen  in  der  Atmosphäre  interesbiren,  — 
und  wer  sollte  dies  nicht!  —  und  dieselben  nach  ihren  Gründen 
keiiHen  lernen  wollen,  die  reichste  Belehrung  darbieten,  und  die- 
selben gewiss  auch  zur  Anstellung  eigener  sorgfältiger  Beobach- 
tungen aufmuntern  wird.  Wir  müssen  uns  hier  begnügen,  den 
reicnen  Inhalt  dieser  Abhandlung  nur  in  übersichtlicher  Klürze  an- 
zugeben: Einleitung.—  Gestalt  des  Himmeis.  —  Erschei- 
nungen, welche  durch  die  Absorption  und  Reflexion 
des  Lichts  in  der  Atmosphäre  beaingt  werden.  Schwä- 
chung des  Lichts  in  der  Atmosphäre.  Allgemeine  Tagoshelle. 
Die  Dämmerung.  Die  blaue  Farbe  des  Himmels  und  die  Morgen- 
und  Abendrüthe.  Polarisation  des  Himmelslichtes.  —  Strahlen- 
brechung In  der  Atmosphäre.  Astronomische  und  terre- 
strische Strahlenbrechung  bei'm  gewöhnlichen  Zustande  der 
Atmosphäre,  ünge^vohidiche  Senkung  und  Hebung  des  Horizonts. 
Luftspiegelungen.  Fata  Morgana.  Das  Funkeln  der  Fixsterne.  — 
Erscneinun ge n,  welche  durch  fremde,  nur  unter  beson- 
deren Umständen  in  der  Atmosphäre  vorhandene  Kor- 
per hervorgebracht  werden.  Der  Regenbogen.  Der  Hof 
mit  seinen  Nebenerscheinungen  (Nebensonnen  etc.).  Die  Licht- 
kränze und  das  Nebelbild.  Das  Wasserziehen  der  Sonne.  — 
Das  Nordlicht. 

Eine  grossere  Anzahl  sehr  schon  ausgeführter  Figurentafeln 
tragen  sehr  zum  leichteren  und  besseren  V^erständniss  dieser  Ab- 
handlung bei,  welche  wegen  ihrer  systematischen  Abfassung  und 
ihrer  Vollständij^keit  gewiss  auch  sehr  zweckmässig  als  Lehrbuch 
bei  mehr  populär  gehaltenen  Vorlesungen  über  meteorologische 
Optik  wird  gebraucht  werden  können. 

Für  die  Fortsetzung  dieser  „Beiträge  zur  meteorologi- 
schen Optik*'  und  auch  für  die  schon  früher  gelieferten  streng 
mathematisch  gehaltenen  Abhandlungen  ist  die  vorliegende  Ab- 
handlung namentlich  insofern  von  grosser  Wichtigkeit,  dass  sie 
^'e  genaue  Beschreibung  der  betreffenden  Ersctieinungen,  mit 
sorgfältiger  Hervorhebung  aller  bei  der  Theorie  hauptsächlich  zu 
j'eachtender  Umstände  derselben  enthält,  so  dass  also  in  dieser 
■Wiehung  bei  den  die  strenge  mathematische  Theorie  der  Erschei- 
nungen liefernden  Abhandlunn:en  stets  auf  die  vorliegende  Abhand- 
lung Bezus:  genommen  weraen  kann,  was  oatürlich  der  Kürze 
sehr  förderlich  ist. 

Die  Miscellen  (Nr.  IX.)  in  diesem  Hefte  enthalten  noch  eine 
^on  dem  Schulamts-Kandidaten  Herrn  W.  Schlesicke  in  Berli  n 
Jjtgetheilte  interessante  literarische  Notiz,  durch  welche  die  in  der 
^'»haiullung  Nr.  V.*)  S.  ausgesprochene  Vermuthung,  dass 

»ich  bei  Lncaille's  Dämmerungsbeobachtungen,  nicht  weniger 

*)   S.  ^  «iiht  durrh  einen  Drncltfehler  Nr.  VII  «tatt  Nr.  VM 


IM 


altf  bei  den  Lambertschen  Beobachtungen,  das  Zodiakallicht 
eue^rosseKoile  gespielt  haben  mag,  auf  die  vollständigste  Weise 


> 

TeriDfeehte  SehrMten. 

SitsnDgsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  dor 
WisseDSchaften  sü  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  LllL  S. 
727.) 

(Die  Hefte  1849.  Aagost  und  ScpteiniitT,  «frul  uns  leider,  wahrscbein* 
lieh  durch  ein  Verschen,  bis  jel/.t  nuch  nicht  augei^aogeo $  daher  vi' 
deren  Anzeige  späterhin  nachliefern  werden.) 

Jahrgang  1849.  October-H  e  ft.  S.  150.  Doppler:  leb« 
ein  Mittel ,  die  Spannkraft  des  Was£>erdainpfes  der  comprimirta 
oder  der  erwärmten  Luft  durch  das  Gehör  zu  bestimmen.  —  & 
165.  Petrina:  Einfloss  der  Entferuang  de«  Polardralltee  fiais 
Maipetnadel  auf  das  Maximum'  ihrer  Ableokung.  ^  S.  186«  San- 
tini:  Mittbeilnng  fiber  den  von  Gas  pari s  zu^eapel  neu  entdeck* 
ten  Planeten.  —  187.  Kapeller\s  Verbesserung  der  Baro- 
meter.—  8.  ItSS.  Runzele:  Ueber  Beobachtungen  der  V'egetatioDS- 
dauer  der  Kulturpflanzen.  —  »S.  189.  Ueissenberger :  Ceber- 
sieht  aller  biis  nun  theils  trigonometrisch,  theils  barometriscb  be- 
stimmten Hühenpunkte  von  Siebenbürgen. 

Jahrgang  1849.  November-  und  December- Heft  S. 
203.  Russegger:  Beiträge  zur  Ausmiftelung  der  Abweichung  der 
lVl;i2:netnadel.  —  S.  216  Hartner:  Allgemeiner  Beweis  furLet 
mann's  Satz  über  die  Losung  des  Pothenot'schen  Problems. 
S.  230.  Unger;  Mikroskopische  Untersuchung  des  atmoüphäri' , 
sehen  Staubes  von  Gratz.  —  S.  238.  Boue:  Mittheilung  iito 
einen  anomalen  Regenbogen.  «  8.  239.  Doppler:  Ueber  ihl 
meikwurdige.  in  Oesterreich  aufgefundene  gelatinöse  Substanz.  ~ 
8.  266.  Bouö:  lieber  die  äus.seren  Formen  der  Erdoberfläcie 
und  ihre  Ursachen.  —  S.  296.  Schrott  er:  Bericht  über  diedie- 
mische  Hesc^haffcnheit  einer  unter  einem  Torflager  bei  Aussee  gc* 
fundener»  ^elatinösenSubstanz.  —  8.  285.  Haidinger:  Berickt 
über  denselben  Gegenstand  (Dopplerit).  •-  S.  298.  He8«ler. 
Commissionsbericht  über  die  ^'erhan^^luncen  zur  Feststellung  ffliter 
und  bequemer  Branntweinwagen.  —  S.  .'k)3.  Gutachten  der  CoSr 
missioD.  —  S.  ^104.  Stampfer:  Zur  Begründung  des  CoiMrii 
•imisvoracblages.  —  8.  316.  Brfleke:  Mitthelhing  6ber  Reint^ 
gong  von  Arliometern  aus  Glas.  8.  320.  Kanselr:  Commis- 
äonsbericht  bezüglich  der Brückenwagen  von  RolliS  nndSchwii- 
^u4,  —  S.  331.  Arenstein:  Eisverhältnisse  der  Donau,  beobachtet 
m  Pesth  in  den  Jahren  tS^y^  und  (Mit  einer  grosserw 

Anzahl  interessanter  Figuren taielo.).  ^  8.  336.  Baumgartief* 
lieber  Oienbeim's  Pbotometer« 
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JLUerarisclier  Serlelit 


Jiritlimetik* 


Versuch  einer  richtigen  Lehre  von  der  Realität  der 
Jorgeblich  imaginärenGrössenderAlgebra,  ödere iner 
jSfundlehre  von  der  Ablenkung  a Igebraisch er  Grössen- 
^••"•hungen,  unternommen  von  Wilhelm  Matzka,  Dr. 

I  M'*»  ^*  ^-  ordentl.  Professor  der  Mathematik  und 
P^aktiscbeii  Geometrie  an  dem  k.  bOhm.  etändiscben 
polytechnischen  Institute  zu  Prag.  Mit  drei  FigureD- 
^^•iü.  Prag.  1850.  4. 


,    I)as8  man  die  Lehre  von  dem  Imaginären  in  der  Mathematik 
•  neuerer  Zeit  aus  neuen  Gesichtspunkten  darzustellen  versucht 
^>  .fast  den  Lesern    des  Archivs  schon  aus  dieser  Zeitschrift 
Weiche  mehrere  den  betreffenden  Gegenstand  in's  Auge 
lassende  Abbandlungen  entbfttt»  bfaireicbend  bäannt  Keinesw^ 
^uriten  aber  nadi  untrerer  Anaicbt  die  Acten  fiber  diesen  Gegen- 
^^and  Hchon  als  gescbiossen  zu  betrachten  sein*  und  jede  Scnrifl^ 
l^elche  neue  Aussichten  auf  diesem  im  Gänsen  noch  «^enig  ange* 
'^ufen  Felde  eröffnet,  hat  schon  deshalb  Anspruch  auf  besondere 
tiachtuiig.    Die  vorliegende  Schrift  des  schon  durrh  viele  scharf- 
Arbeiten   bekannten  Herrn  Verfassers  ist  wohl  das  aus- 
wljphste  bis  jetzt  über  diesen  Gegenstand  erschienene  Werk, 
'''^  liefert  eine  ausführliche  systematische  Behandlung  desselben 
.  <)en  eigeothümlichen  Ansichten  des  Herrn  Verlassers,  au 
<f^^    >       namentlich  auch  den  dabei  aufwandten  pbilos«>pbi- 
L  r-L  ^^^Affelnn  bemonders  rObroend  bervonielien  mflssen.  Ei^ß. 
'usiuhrliche  Kritik  dieses  verdienstlichen  Werkes  wfirde  den  Raufllr 
^«Icheii  diese  literariseben  Berichte  uns  darbieten»  bei  WeifT 
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Überschreiten ,  uod  wir  müssen  nns  daher,  avaier  eiaer  Bechnuüi« 

5en,  aus  voUkommetister  Üelierzeu^ang  gefloasenen  Empfehlung 
esselben  zu  sort^iaitigster  lieachtuni^,   mit  der  folgeodeo  alige- 
meioen  Angabe  seioes  Inhalts  begnügen: 

Einleitung.    Erltes  Uauptstiick    Grundziige  der  Lehre 
vom  Gegensatze  algebraiacher  Besiehongen  der  Grössen.  Zwei- 
tes Hauptstfick.    Graudlioien  der  Lehre  ▼on  den  imagiDireo 
Grössen,  oder  vielmehr  von  der  Abweichung  algebraischer  Beae- 
hangen  der  Grössen.   Drittes  Hauptstück.   Weitere  Aü^ 
andersetzung  der  Lehre  von  den  abueichenden  ßeziehungen  der 
Wurzeln.  A.  Vieldeiitlukeit  der  Beziehuni^en  der  Wurzeln.  B.  Be- 
sondere Betrachtung  der  elusiven  und  transversiven  Beziehungen, 
als  jener  der  zweiten  Wurzeln  aus  nei^ativ  beziehlichen  Zahlen. 
Viertes  Haupt  stück.    Das  Potenziren  nach  transversiv  bezieh- 
lichen Exponenten.  Fünftes  Hauptstück.    Zeichnende  Darstd- 
lang  abweichender  Beziehungen  von  Raumgrössen  nnd  graphiiek 
Erläuterun|f  des  Rechnens  mit  abweichend,  insbesondere  mit  ge- 
kreust  beziehliehen  oder  complexen  bestimmten  Grössen  un  d  Zah- 
len.  Einleitung.    A.  Ablenkende  Beziehung;  der  Strecken.  B.  Ab- 
lenkende Beziehung  der  Winkel  und  der    sie  bestimmenden 
Kreisbogen.    C.   Ablenkende  Beziehungen  der  ebenen  Flä- 
chen (Figuren).    D.  Gedrängte  Zusammenstellung  der  bisherigen 
Lejstungen  der  Mathematiker  in  der  geometrischen  Constructiou 
der  s.  g.  imaginären  Grüüisen  (Heinrich  Kühn.  173G  und  J75Ü.  - 
Buee.  1805.  —  C.  V.  Mourey.  im.  -    John  Warren.  1828.  - 
Karl  Friedrich  Gauss.  1831.  —  Anhänger  und  Nachahmer  der 
Ganssischen  Lehre:  W.  M«  Drobisch»  Prof.  zu  Leipzig.  G^W. 
Müller ,  Major  zu  Hannover.   C.  A.  Bretschneider ,  Professor  za 
Gotha.    Dr.  Theodor  Wittstein  zu  Hannover.   L.  iiallauf,  Lebrei 
der  Matheni.  zu  Varel.    II.  B.  Lübsen.    J.  C.  Ullher,  Prof.  zu 
Nürnberg.    Hcinr.  Scheffler  zu  Helmstädt.    Franz  Moth,  Prof.  za 
Linz.  J.  Arnstein,  l^rof.  zu  Pesth.  —  W.  R.  Hamilton.  1844—47. 
—  Man  sieht  aus  diesem  Abschnitte,   uie  genau  der  Herr  Ver* 
lasscr  auch  mit  den  Leistungen  seiner  V Organizer  bekannt  ist«  und 
nirgends  wird  man  eine  so  vollständige  und  schone  Uebenidrt 
derselben  wie  hier  finden.  —   Sechstes  Haoptstflck. 
nende  Darstellung  der  Gleichungen  des  Zusammenhanges  gIM' 
zeitig  veränderlicher«  complexer  oder  in  ablenkenden  Bezieboi^ 
.vorkommender  Zahlen.  —  Siebeates  Uauptstück.  Auslegtmg 
der  Gleirluingen  dos  Zii.sanimenhcinge.s  allgemeiner  Zahlen,  wenn 
einige  oder  alle  solche  Zahlen  complcx  — ablenkend  beziebUcä- 
werden. 

Möge  dieses  scharfsinnige  und  gelehrte  Werk  die  alUeitigflb 
Beachtung«  welche  es  gewiss  recht  sehr  verdient,  in  reicMi 
'Maasse  ftuden! 

Die  Grabekassen.  Ihre  Einrichtu  ng  und  Verwal- 
tung, so  wie  die  Reorganisation  der  bestehenden  fch* 
lerhafteii  Institute.  Im  Auftrage  der  ktVuigl.  sächs. 
Regierung  verfässt  von  Dr.  Carl  Heym,  Lehrffr  der  In ^' 
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theinatik  und  der  Naturwissenschaften  an  der  Tho* 
masschule  zu  Leipzig.  Leipzig.  1  850.  H. 

Diese  sehr  deiitlicb  verlasste  Schril't,  welche  auC  die  Anwen- 
dung alles  analytischen  Calculs  verzichtet,  und  sich  bloss  der 
t,'eii)einen  Arithmetik,  ofirio  natürlich  die  üecinialbröche  auszu- 
schnesijen,  bedient,  verdient  allen  denen,  welche  sich  über  die 
genannten  Institute  deutliche  l>egiifi"e  verschaffen  wollen,  recht 
sehr  empiobien  zu  werden,  und  wir  hab/en  dieselbe  mit  Veri^niigen 
gelesen.  Auch  ist  in  derselben  Alles  durch  Beispiele  belegt  und 
erlSitert,  und  die  kSuigl.  sächs.  R^ierung,  sowie  der  Herr  Ver- 
faiise^y  verdienen  jedenfalls  Dank,  dass  sie  durch  dieselbe  über 
die  genannten  Institute,  welche  hauptsächlich  von  dem  gewöhnli- 
cheren Handwerkerstaode  in's  Leben  gerufen  zu  werden  pflei^en 
lind  leider  nur  zu  oft  schlecht  s^nns^  einj^erichtet  sind,  richtig-e 
Bej*riffe  zu  verbreiten  sich  haben  ariijelegen  sein  lassen.  Da  Le- 
bensvcrsicherungsanstalten  principiell  von  den  (irabekassen  nicht 
wesentlich  verschieden  sind,  so  dürfte  das Schriltelieii  auch  denen, 
die  über  erstere  sich  einen  klaren  Begriff  verschaffen  wollen,  zur 
Beaebtnng  zu  empfehlen  sein. 


€1  e  o  m  e  I;  r  I  e. 

Geometrische  Aufgaben  von  Miles  Bland.  Nach  der 
▼ierten  englischen '^Originalausgabe  für  das  BedQrf- 
niss  deutscher  Lehranstalten'  bearbeitet  von  Dr« 
August  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Realschule  zu 
Halle.  Mit  434  Figuren.   Halle.   1850.  8. 

Der  Herr  Uebersetzer  hat  sieh  durch  die  Verpflanzung  dieser 
in  England  sehr  beliel)ten  Sammlung  geomelrisclier  Aufgaben 
(Geometrical  Problems,  l»y  IVliies  Bland)  auf  deutschen 
Boden  ein  Verdienst. erworben,  und  das  Buch  verdient  jedenfalls 
»Ugemein^r  bekanift  ;sa  werden.  Die  Aufgaben  selbst,  sind  mit 
kleinerer  Schrift  voraogedruckt,  uod  dann  folgen  di6  Aufli»sungen. 
l^er  Iidialt  ist  folgender:  Erster  Abschnitt  Gerade  Linien  und 
Winkel.  34  x\ufgaben.  Zweiter  A  b  s  ch  n  i  1 1.  Gerade  Linien  und 
Kreise.  100  Aufgaben.  Dritter  Abschnitt.  Gerade  Linien  und 
Dreiecke.  43  Aufgaben.  Vierler  Abschnitt.  Parallelogramme 
ind  Polygone  überhaupt.  50  Aufgaben.  Fünfter  Abschnitt. 
V'ifgaben  lilx^r  Trarisversalon.  47  Aufgaben.  Sechser  Abschnitt, 
oiistructron  von  Figuren  für  sich  sowohl,  als  in  und  um  andere. 
^  Aufgaben.  Siebenter  Abschnitt.  Eigenschaften  der  in  und 
im  Kräse  beschriebenen  Dreiecke.  43  Aufgaben.  Achter  Ab- 
schnitt. Quadrate  und  Rechtecke  von  Linien  in  Verbindung  mit 
Dreisen.  39  Aufgaben.  Neunter  Abschnitt.  Gonstruction  von 
Dreiecken.  40  Aufgaben. 

Die  Losung  der  gestellten  Aufgaben  setzt  nur  die  Elemente 
ßuklid*«  vormu«,  uod  es  wird,  wie  dies  in  England  allgemein  ge- 
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bräucblich  ist,  auch  nur  auf  diese  verwiesen.  Die  Resultate  der 
neueren  Geometrie  sind  nur  massig  beuutzt ,  vvolur  iu  Üeut«>cbLaad 
mehrere  andere  neuerilcb  erschienene  Scbriheo  r0leiillcheii  Efsats 
,  dulileteii.  Dass  der  Herr  Uebersetier  die  bei  dem  Original  be- 
iedlieheo  MBl^mente  der  Trigonometrie"  wefcgeiaesen  hat, 
ist  ganz  recht.  Die  »»Algeb raical  Problems  by  Miles 
Bland"  sind  früher  schon  von  Herrn  Uector  Dr.  Nagel  4hi^ 
•etat  und  in  diesen  iiterariacben  Berichten  angexeigt  wordeA» 


G.  Fuss,  A.  Sawitsch  und  6.  Sab  1er:  Beschreibung  Ihr 

snr  Ermittelung  des  Höhenunterschiedes  :c\^i8chen  dem  SchwaiMi 
und  Caspischen  Meere  mit  allerhtichster  Genehmigung  auf  Veran- 
staltung der  kaiserlichen  Akademie  der  >\issenschaften  in  den 
Jahren  1836  und  1837  aui^geführten  Messungen,  nach  den  Tage- 
bflchern  und  den  Beschreibungen  der  drei  Beobachter  zusammeo- 
gestellt  von  Sab  1er.  Im  Auftrage  der  Akademie  herausgegeben 
von  W.  8truve.  (Vorangestellt  ist  der  an  die  Akadenue  abge- 
stattete  kritische  Bericht  des  Herausgebers.).  St  Petersbure.  18&. 
4.  7TWr.  2aSgr. 

(Wir  hoffen  später  auf  diese«  wichtige  Werk  xurückzukomaieii.)« 


JPi-aJitteclie  Jüeclianlk* 

Der  Bau  der  Kettenbrücken,  begründet  auf  die  Ge- 
setze des  Gleichgewichts  der  dabei  i n  Wechs elw  irkung 
treten  den  Kr  äft  e,  und  bearbeitet  für  das  p  rakttseke 
Bedfirfniss  ohne  Hilfe  der  Differential-  und  Inteersl- 
R^chnnng  von  Ferdinand  Uoffmann,  Bisenbahn-fiaii- 
iMpeetor  der  k.  k.  General-Bau-Oifection  Im  Ii.  Wt/k, 
Miolstc^rium  für  Handel,  Gewerbe  und  öffentliche  Ban* 
te«.  Mit  7  Kapfertafeln.  Wien.  |85a  a  1  TM» 
15  Sgr. 

Dieses  nach  Na  vieres  Ranport  et  M^molres  sur  ttl 
ponts  saspendus.  Paris.  IS'ift.»  worio  aber  die  hShere  Ast* 
qrsls  angewandt  wird,  bearbeitete  Werk  scheint  ein  redit  gntei^ 
namentlich  auch  Praktikern  zu  empfehlendes  Buch  zu  sein,  wel- 
ches das  leistet,  was  sein  Titel  verspricht.  Wer  indess  die  höhere 
Analysis  und  Mechanik  kennt,  wird  freilich  gerade  bei  diesem 
Gegenstände  lieber  nach  einer  deren  Hülfe  in  Anspruch  nehmen- 
den Schrift  greifen,  was  aber  den  Werth  der  vorliegenden <Sc)l|iA 
fiir  Praktiker  natürlich  keineswegs  beeinträchtigt 
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Zwei  weitere  Abhandlun c^en  aus  dem  Gebiete  der 
Optik.  1.  Ueber  die  Anzahl  der  nifiglichen  Gesichts- 
wahrnebmungen.  2.  Versuch  einer  s tematiscben  Clas- 
lification  der  Farben.  VoD  Cbristiao  Doppler.  Prag. 
1848.  4.    12  Sgr. 

'  Leider  gestatten  diese  beiden  interessanten  Abhandlunsen 
einen  Auszug  hier  nicht.  Der  Herr  Verfasser  hat  sich  aber  scnon 
krch  so  viele  scharfsinnige  Untersuchungen  auf  demselben  Ge- 
iiete  bekannt  gemacht,  d^s  die  Leser  des  Archivs  gewiss  nicht 
MM  fi  erden ,  auch  von  diesen  beiden  mehrfaches  Interesse 
bMtalMi  AbhaiuMrogen  nllrare  Keimtniw  m  Dehrnen. 


P  Ii  y  0  I  fc. 

Magnetische  päd  ffeograpbi«€h«Ortsbe«t|iiiiBQiiseii 
österreichischen  KaiserelMt«»  aaseeffifcirt  toh  iTarl 
reil,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  u,  i.  w*  qtt4 
l^arl  Fritsch,     k.    k.   Conceptspr aktikante n   u.   s.  w« 
^»eiter  Jahrgang  1847.  Prag.  1840.  4.  2  Thlr.  20  Sgr. 

l)er  erste  Jahrgang  ist  un  Llterar.  Ber.  Nr,  LL  S.  712.  an« 

.^ezeij^  worden.  Der  vorliegende  s weite  Jahrgang  enthält  Oe- 
simekh  unter  der  Enns,  Steieripark,  lUyriea»  Küsleniand»  4as 
l^etttiuscbe  Kdalgreich«  Dehnalien. 

Die  Ausdauer  und  der  Fleiss  der  Herrn  Terfasser  nehmen 
fsUete  Bewnnidenmg  in  Am^mch. 

Geographische  Naturkunde  oder  Grundzüge  einer 
^gemeinen  Naturgeschichte  der  drei  Reiche  mit.phy« 
^Bomischer  Schilderung  der  Erdoberfläche  von  Dr. 
Pelm  Ebel.    Erste  Abtheilung:   Plan  der  geogra» 
phen  I9atnrknnde.  Zweite  Ahtbeiinng:  Geegraphl« 
,    Natorfcvnde  von  Island.   HU  14  snm  Thetf  cele- 
mten  Karten  nnd  Tafeln.  Königsberg.  1850.  6.  3  Thlr. 
Sgr. 


^^1.      TwiBfeclite  SehrifteiL 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
wscnschaften  zu  Wien.  (S.Liter.  Ber.  Nr.  LV.  S.  768.). 

.  Jahrgang  1850.   Erste  Abth.  (Jänner.)-       3.  San- 

knii  Uebof  ideo  neu  entdeckten  Planeten  Hygen*     &  11.  Mm- 


nl 

tin:  üeber  Photographie.  —  8.  18.  F ritsch:  Resultate  aus  deo 
Beobachtungen  über  jene  Pilanzen,  deren  iilunienkronen  sich  tät- 
lich periodisch  uffneo  und  scbliessen.  —  iS.  34.  Stampf  er;  Ab- 
handlung fiber  die  FarbenzersetzaDg  der  Atmoepliilre.  —  Koller: 
Vortrag  über  FelUcker's  Sterokartei  —  S.W.  Pierre:  Einige 
Bemerkungen  über  magnetische  und  diamagnetische  Erscbeinuo- 
gen.  —  S.  59.  Boue:  Ueber  die  Geologie  der  Erdoberflache  ii 
Rücksicht  auf  die  Vcrtheilung  der  Temperatur,  der  AerolitheD 
und  der  Oceane.  —  S.  131.  VVeisse:  Uebersicht  der  meteorolo- 
gischen Beobachtungen  an  der  Krakauer  iSternwarte  während  des 
Jahres  1849.  — 

(Ans  den   „Sitzungt-Protokollen  der  zur  Leitung  4ea 

meteorologischen  Unternehmens    best  eilten  Curam  issiom*^ 
liebe  ich  für  Lehranstnltm  und  üülche.  die  sich  mit  inn<^neti«chen  Be«b- 
uchtunsen  beschäftigen  wollen,  hervor,  dusii  iu  1*  rag  Apparate  zu  VariaÜMt- 
beobaehtaDgen  für  Declinatlon  uni  horisontalelnlenaitat  nach  Angabe  dMMh 
ectors  der  dortigen  Sternwarte,  Herrn  KreiTs,  zu  dem  äiuwent  ^erin^ 
Preise  von  100  Fl.  CM,  (etwa  69,  9  Tlilr.)  verfertigt  werden,  welche  toII- 
kommcn  scharfe  Resultate  /u  liefern  ;^e<'i<»net  «ind.    Ferner  werden  vod 
einem  jungen  geschickten  Künstler,  Herrn  Nicolas,  der  sich  in  Loodoo 
mehrere  Jahre  mit  der  bÖbertn  Ührmacherbiiiut  befasst  und  sich  jeUt 
in  Senflenberg,  weil  er  sich  dort  in  4er  Nähe  einer  Sternwarte ,  die  flMi 
für  seine  Zwecke  grosse  Vortheile  n^ewfilirt,  befimlet,  aneSMlg  ^eflUldit 
hat,    nach   Herrn  Director  Kreil's   Urtlieile  liinlHng^lich  gnt  g-ehende 
Cbrofiometer  zu  dem   äusserst  geringen  Preise  von  140  Fl.  C,  M.  (etwa 
97,  9  Thir.)  augefertigt.    Je  mehr  die  Verlireitung  hinreichend  g«t 
gehender  Chronometer.  «nter  nlliMi ,  die  «ich  mit  genane  Zeitbectinaw» 
gen  e^rdernden  Beolmchtungen  betcbaftigen ,   zu  wnnfschen  ist,  dsilt 
mehr  verdienen  solche  Gelegenheiten  .    durch  welche  man  in  den  Beiitx 
einer  guten  Uhr  gelnnn^cn  kann,    bekannt  gemacht  und    empfohlen  lu 
werden,  namentlich  auch  Lehranstalten,  selbst  schon  des  phystkalischeo 
UnterrichU  wegen.   Und  der  Preie  rim  97,9  Tbkw  Ist  ja  so  oiedrig, 
dass  mnn  fiwt  so  viel  schon  für  eino  «de  Tasebennlkr  aMgeftnaMMi 
Auf  den  leeren  Tand  eines  ^poldenea  Gemüses  werden  Mathematiker  nad 
Physiker  gewiss  gern  verzichten ,    wenn  sie  nur  in  dem  Besitze  eines 
guten,  den  an  einen  Chronometer  zu  machenden  Ansprüchen  genügenden 
Werks  sich  befinden,    wobei  wir  voraussetzen,  dass  die  von  Herrn  M' 
calas  verfertigten  Chronometer  Taschen  Chronometer  (keine  BitM* 
ehronoineter)  sind,   was  a.  a«  O.  nicht  Itesonders  hcmerkt  ist.  HeffBl^ 
rector  Kreil  an  der  Sternwarte  in  Prag  wird  gewiss  die  Bestellung  aed 
Prüfung  vor  der  Absendnng  gern  übernehmen,   wenn  man  sich  deshalb 
an  ihn  wendet.    Wir  haben  uns  verpflichtet  gehalten,  das  Archiv  za  be- 
nutzen, das  Obige  zur  Kenntniss  seiner  Leaer  an  bringen,  und  denselbci 
diese  schöne  Gelegetthelt,  sich  anf  sehr  woMfeile  Welse  In  den  SmIü 
guter  Instrumente  au  setzen,  an  empfehlen. 

Jahrgang   1850.    Erste  Abtb.    (FebruarJ.    S.  13i 

Stampfer:  üeber  das  neue  Planinieter  des  Ingenieurs  Caspai 
Wetli  zu  Zürich.  (VVirmüssen  alle  Geodäten  auf  diesen  in  jeder 
Beziehung  höchst  lehrreichen  Aufsatz  des  Herrn  Prof.  Stampfer 
dringend  aufmerksam  machen  ,  weil  iu  demselben  das  von  fUerrn 
Caspar  Wetli  in  Zürich  neuerlicfi  erfundene,  sehr  sinnreich 
äusgedachte  Planiraeter.  ein  Instrument  zur  leichten  ErmitteluDg 
des  Flächeninhalts  gegebener  Figuren,  sehr  gründlich  untersucht 
und  *  in  Folge  dieser  Gntersoehung  flfar  den  pralrtieclMii  4Miaiich 
difto^nd  empfohleii  trird.  Ffir  alle  Bfirthematlker  ist  dietes  b* 
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strument  noch  hesoDders  in  sofern  höchst  interessant,  weil  das- 
selbe eigentlich  ein  allgemeines  mechanisches  Hiilfsmittel  zur 
leichten  Ermitteioiig  des  Werths  des  bestimmten  Integrals 


.1 


darbietet.  Der  Werkmeister  Herr  C.  Starke  am  yioly technischen 
Institute  zu  WMen  hat  in  Gesellscliaft  mit  Herrn  Wetli  ein  Pri- 
vilegium aaf  die  Verfertigung  solcher  Planimeter  im  Bereiche  des 
üsterreipbiscben  (Caiserstaates  erworben ;  der  Preis  ist  aber  in  dem 
Aufsätze  des  Herrn  Professor  Stampfer,  den  wir  nach  von  Sei- 
ten des  Herrn  Verfassers  erhaltener  Erlanboiss  den  Lesern  des 
Archivs  kfihflig  vollständig  mitzutheilen  hoffen,  nicht  angegeben« 
Jedenfalls  verdient  die  achune  und  sinnreiche  Idee,  aus  welcher 
di^e  neue  Erfindung  hervorgegangen  bt:  nämlich  das  Integral' 


/b  ph 


in  aller  Strenge  mechanisch  darzustellen,  alle  Aufmerke 
samkeit,  und  das  Instrument  selbst  die  drinr^endste  Empfehlung 
und  weiteste  V  erlnvitung ;  denn  Jeder,  wer  sich  irgend  mit  prak- 
tischen geornetrisch<Mi  Arbeiten  zu  beschäftigen  Gelegenheit  oder 
Veranlassung  hatte,  weiss,  wie  zeitraubend  und  mühselig  die 
Flächenberechnung  ist,  wenn  der  Plan,  auf  welchem  dieselbe  vor- 
genommen  werden  ninss,  nur  einigermassen  gross  nnd  compücirt 
ist.) — 

Als  besonderes  Werk  ist  den  Sitzungsberichten  der  Kaiser- 
lichjüu  Akademie  die  folgende  ziemlich  umfangreiche  Schrift  (2üÜ 
Seitea  mit  einer  grossen  Anzahl  von  haimtshchlicb  Ahhildungen 
T<^n  Instrumenten  enthaltenden  Figurentafeln)  heigegeben; 

Entwurf  eines  meteoroloirische  n  B  eo  ba  chtun  es- 
Systems  für  die  österreichische  Monarchie.  Mit  15  Ta- 
feln. Nebst  einem  Anhange,  enthaltend  die  Beschrei- 
bung der  an  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  aufgestell- 
ten Antographen-lnstrnmentec  Windfahne,  Winddrnek- 
messer.  Regen-  und  Schneemesser.  Mit  ^  Tafeln.  Von 
Carl  Kr«il,  Director  der  k.  k.  UniVersitfits-Sternwarte 
zuPrag.  Wien*  1860.  8.^ 

lo  Verhindune  mit  dem  in  dem  3ten  Hefte  der  Sitzungs- 
berichte (8.  58.— o.  95.)  abgedruckten  Aufsätze  deäSelhen  Herrn 
Vfs.  finden  die  Leser  des  Archivs  ip  dieser  Schrift  eine  faftchst 
lehrreiche  Anleitung  zu  allen  Arten  meteorologischer  und  magne- 
tischer Beobachtungen ,  so  wie  auch  zu  äen  damit  zu  verbinden- 
den astronomischen  Beobachtungen  in  Botreff  der  Bestimmung 
der  Zeit,  der  Breite  und  des  Azimuths,  so  dass  wir  allen  denen, 
welche  sich  mit  derartigen  Beobachtungen  zu  beschäftigen  die  Ab- 
sicht haben,  jetzt  in  der  That  keinen  besseren  Weou eiser  empfeh- 
len können  als  die  vorliegende  Schrift,  welcher  die  weiteste  Ver- 
breitung in  jeder  Beziehung  sehr  zu  wanschen  ist  Die  Leser 
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finden  in  derselben  die  Beobachtungen ,  welche  sie  in  den  Um 
ihrer  Thätigkeit  zu  ziehen  haben»  namhaft  gemacht,  die  erfordeh 
liehen  Inntruniente  (anter  denen  viele  neue  sinnreich  ansgedachti 
sich  beünden,  was  namentlich  auch  von  den  Autograpben-lnstra- 
menten  gilt)  cämmtiich  sehr  genau  beschrieben  and  abgebildet, 
die  besten  fieobachtungsmethoileii»  die  am  meisten  so  mpfd* 
lenden  Berecfannnffsinetnoden  deutlich  auseinandergesetzt  md,  wi 
es  nöthig  ist,  vollstindiff  analytisch  entwickelt,  so  wie  endliel 
auch  eine  Sammlung  senr  zweckmässiger,  die  Rechnung  abkür- 
zender Tafeln.  Man  hat  sich  daher  nicht  etwa  der  falschen  Mei- 
nung, die  vielleicht  durch  den  Titel  veranlasst  werden  imte, 
hinzugeben ,  als  wenn  diese  Schrift  bloss  für  den  Ssterreichiscben 
Kaiserstaat  wichtig  und  interessant  wäre;  keineswegs  ist  dies  der 
Fall,  sie  ist  vielmehr,  wie  schon  bemerkt  wordc^n  ist,  eioe  gau 
aligemeine  sehr  vollständige  und  deotUche  Aiiwelsang  zur 
stellong  aller  Arten  meteorologischer  und  magnetisclier  BeoM 
tangeDy  so  wie  auch  zu  den  damit  notinrendig  zu  verbbdente 
astronomischen  Beobachtungen,  der  eben  deshalb  die  weiteste 
Verbreitung  unter  Allen ,  die  mit  Erfolg  sich  mit  dergleicbenfis^ 
achtungen  oescbäftigen  wollen ,  sehr  zu  wfioscben  ist 
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